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Resumen

En este trabajo, proponemos un algoritmo para la segmentacion de imagenes
digitales, basado en el problema de particién minima como un caso limite del
Funcional Mumford-Shah, el cual provee los criterios que caracterizan a una
buena segmentacién de imagenes. Compararemos los resultados de nuestro al-
goritmo con los obtenidos al aplicar los métodos cléasicos de segmentaciéon de
iméagenes como el método multiumbral, por crecimiento de regiones y el split-

merge.

El método propuesto se basa en la minimizacién de la energia de un fun-
cional aplicado sobre una imagen. Para la minimizaciéon de dicho funcional
introducimos el uso de los conjuntos de nivel, ya que nos permiten representar
correctamente este funcional puesto que depende de entidades geométricas, en

este caso la curvatura del conjunto de bordes.

La aplicacion del Procedimiento Variacional Euler-Lagrange al funcional
propuesto, nos permite hallar el gradiente descendiente del mismo, en forma
de una ecuacién diferencial parcial que depende del tiempo. El resultado es
un algoritmo de segmentacién de imagenes multifase. Ademdas mostramos que
con tan solo cuatro fases es posible describir cualquier imagen tomando como

referencia el Teorema de los cuatro colores, de la Teoria de Grafos.

Anali Alfaro A. Tvan Sipirdan M.



Resumen 15

Nuestro método produce resultados satisfactorios como ilustraremos en
varias imagenes reales y sintéticas. Ademads, mostramos como nuestro algorit-
mo produce mejores resultados que los alcanzados al aplicar métodos clésicos

de segmentacion.
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Capitulo 1

Plan de Investigacion

1.1. Antecedentes

Una de las areas de la Ciencia de la Computacion que en las tltimas dos
décadas ha ido ganando terreno es, sin duda, el Procesamiento Digital de
Imégenes. Obviamente ésto sucede debido a que cada dia la informacién visual
es mas importante y abundante, y es por eso que se necesitan técnicas que

manipulen adecuadamente esa informacion.

Es mas, casi toda la informaciéon que procesamos los humanos esta en
forma de imagenes y de alguna manera, nosotros realizamos procesamiento
de imagenes sin darnos cuenta, por ejemplo el simple hecho de convertir dos
iméagenes registradas por nuestros ojos al cerebro en una representaciéon tridi-

mensional nos da la posibilidad de comprender la profundidad de los objetos.

El campo del procesamiento digital de imagenes se refiere al estudio de
técnicas que permitan de alguna forma mejorar una imagen, de manera que
pueda ser utilizada en etapas posteriores de procesos de vision, como por ejem-

plo andlisis de imagenes.
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1.1 Antecedentes 17

Por otro lado, el analisis de imagenes emplea técnicas que extraen informa-
cién de las imagenes de interés. Obviamente, para poder extraer informacion de
las imagenes, éstas deben tener una buena calidad, y es justamente alli donde
entra a tallar el procesamiento de imagenes para mejorarlas. Desde este punto
de vista, el procesamiento de imagenes comprende tareas como la eliminacién
de ruido, mejoramiento del contraste, segmentacion, deteccién de bordes, etc;
mientras el conteo de elementos, la extraccién de descriptores de objetos, etc

se consideran tareas del andlisis de imégenes.

Ya que la tarea que nos interesa optimizar en este trabajo es la seg-

mentacién, nos ocuparemos de detallarla en adelante.

La segmentacion de imagenes puede concebirse como el particionamiento
de la imagen en grupos o segmentos de pixels los cuales son homogéneos con
respecto a algin criterio. Dicha homogeneidad puede basarse, por ejemplo,
en la similitud de la intensidad de los tonos de gris de los pixels en la ima-
gen, textura, gradiente o profundidad relativa. Existen algoritmos clasicos de
segmentacion que se agrupan de acuerdo a su funcionamiento, tales como los
basados en Amplitud, en Clustering y Crecimiento de Regiones [26] [13] [§]
[29].

En general, los algoritmos basados en amplitud emplean umbrales para la
particién en segmentos. La técnica Multiumbral utiliza como criterio para la
segmentacion la intensidad de los pixeles de la imagen, también es necesario
extraer el histograma de la imagen y en base a un analisis se asocia cada valle
en el histograma con un umbral, de manera que se obtiene diferentes regiones
o segmentos. El incoveniente de ésta técnica es que no tiene en cuenta aspectos

espaciales de los objetos, ademas de ser un proceso muy complejo.
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1.1 Antecedentes 18

El método denominado por Crecimiento de Regiones tiene como idea fun-
damental elegir puntos o semillas en la imagen para tomarlas como referencia
para determinar una cierta region. Este criterio puede ser la conectividad o
la diferencia de intensidades entre pixels vecinos. Una de las dificultades es
justamente el criterio de parada, pues es dificil establecer el término de una
region y el inicio de otra. Otro de los inconvenientes es el de determinar las

semillas iniciales.

Esta probado que los métodos de segmentacion proveen buenos resultados
para propositos generales, pero son limitados con respecto a la realizacién de
otras tareas como la extraccion de caracteristicas por ejemplo en un sistema
de reconocimiento de rostros, pues este requiere mantener la forma de las
caracteristicas esenciales como cejas, 0jos, nariz y boca; y es por ello que estos

métodos no se ajustan a las necesidades de este proceso.

Existen otros enfoques para segmentaciéon como los Probabilisticos que
comprenden Técnicas con Relajacion, Logica Difusa y Clasificacion con Mo-
delos de Markov y Redes Neuronales [8]. Finalmente estén los métodos varia-
cionales como los Snakes o Contornos Activos y los que se basan en la Mini-

mizacién de Energia.

Los Snakes( y los modelos deformables en general) han sido recientemente
aceptados como una técnica estandar para segmentar diferentes caracteristi-
cas en imagenes faciales, dando una buena aproximacion de la forma de cada
caracteristica, ademas de ser faciles de computar. Sin embargo, por tratarse
de una técnica basada en el calculo variacional, el analisis numérico es signi-

ficativamente tedioso [25].
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1.2 Justificacién del Problema 19

El método de Segmentacion Variacional de Mumford-Shah consiste en mini-

mizar el funcional®:

E(f,P)zy/

(F=gP+ [ |VIF+ D (1)
o\r o\r

donde €2 constituye el dominio de la imagen. g es la imagen a segmentar. I"
es la unién de los bordes de cada regién(curva segmentada), f es la imagen seg-

mentada y | I' | es la longitud total de los arcos que comprende I'. Finalmente,

A, [t Y V SOn pesos.

El objetivo de este trabajo de investigacién es mostrar que el funcional
Mumford-Shah permite formular un algoritmo de segmentacién que mejore el

desempeno de los algoritmos clasicos de segmentacion.

1.2. Justificacion del Problema

1.2.1. Cientifica

» Este trabajo servird para futuras investigaciones en el campo del Proce-
samiento de Imagenes y Visién Computacional, permitiendo que estos
campos se desarrollen en el pais y se pueda adquirir un nivel cientifico

considerable.

1.2.2. Académica

» Promover la investigacion en el campo de la Visién Computacional en
la Escuela Académico-Profesional de Informatica y en las Universidades,

dado que hasta el momento esta area es poco desarrollada a nivel local.

Wer Apéndice A.1.1
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1.3 Problema 20

= Incentivar a los alumnos de Ciencia de la Computacion a desarrollar
investigacion, con el fin de elevar el nivel académico de la Escuela de

Informaética.

1.2.3. Organizacional

= Motivar a las organizaciones a emplear alta teconologia en procesos que

puedan ser automatizados mediante la Vision Computacional.

1.2.4. Econdémica

= Incentivar el desarrollo de aplicaciones para explotacién y exportacion,

generando una fuente de ingresos econémicos para el pais.

1.3. Problema

. Es posible desarrollar un algoritmo que mejore el desempeno de los algo-

ritmos clasicos aplicados a la segmentacion de imagenes?

1.4. Hipdtesis

Aplicando la funcional de Mumford-Shah es posible desarrollar un algo-
ritmo que mejore el desempeno de los algoritmos clasicos de segmentacién de

imégenes.
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1.5 Objetivos 21

1.5. Objetivos

1.5.1. Generales

= Desarrollar un algoritmo que mejore el desempeno de los algoritmos
clasicos de segmentaciéon de imagenes aplicando el funcional de Mumford-

Shah.

1.5.2. Especificos

= Lograr una segmentacion que separe en forma correcta los objetos del

fondo de la imagen.

= Lograr baja complejidad temporal en el proceso de segmentacion de

imagenes.

= Promover la investigacién en el campo de visién computacional en la

Escuela Académico-Profesional de Informéatica.

1.6. Diseno de la Contrastacion

1.6.1. Material de Estudio

Para nuestros fines, el objeto de estudio basicamente estd conformado por

cualquier tipo de imagenes que se caracterizan por estar en escala de grises.

Estas imagenes tendran una dimensién variable de pixels. El conjunto de
iméagenes de prueba seran extraidas de una base de datos aleatoria. Elegire-
mos, para efectos de nuestras pruebas en este documento: imagenes médi-
cas, imagenes faciales, imagenes que describan escenas comtnes e imagenes

sintéticas.
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1.6 Diseno de la Contrastacién 22

1.6.2. Meétodos y Técnicas

Para medir el desempeno del algoritmo propuesto fundamentalmente se
hara uso de la inspeccién visual de las imagenes producto de la aplicacion del

algoritmo de segmentacién, tomando en cuenta los siguientes indicadores:

= Separacion adecuada de los objetos y el fondo de la imagen.

» Insensibilidad al ruido presente en la imagen, de modo que la segmentacion

de los objetos no sea afectada por la presencia de ruido.

= Segmentar objetos significativos, es decir, objetos de interés de acuerdo
al contexto de la imagen, por ejemplo para el caso de rostros, donde el

objetivo es segmentar las caracteristicas faciales.

= Mantener la forma de los objetos.

Ademas para asegurar la eficiencia del algoritmo se estimara la complejidad

temporal del mismo. Este término se define como sigue:

= Complejidad Temporal: Es el nimero de pasos que le tomara al
algoritmo para obtener un resultado, para ello usaremos la Notacién

Asintética.
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Capitulo 2

Procesamiento Digital de

Imagenes

Las imagenes estan en todos lados y casi toda la informacién que proce-
samos esta en forma de imagenes, por ejemplo cuando miramos una fotografia,
vemos television, admiramos una pintura o leemos un libro. Més atun, nuestra

visién es el mas eficiente de nuestros sentidos [?].

Nosotros realizamos una gran cantidad de tareas de procesamiento de
iméagenes. Por ejemplo, cuando miramos algo, la primera imagen que nues-
tros ojos envian al cerebro esta posiblemente fuera de foco. El cerebro intenta
corregir esto ajustando los lentes oculares, entonces una nueva imagen es en-
viada de los ojos al cerebro. Este proceso de retroalimentacién es tan rapido
que no se puede percibir ni sentir. Otro ejemplo es la estereovision, en donde
nuestros ojos envian dos imagenes bidimensionales al cerebro y éste es capaz

de fusionarlas en una imagen tridimensional, todo esto de manera instantanea.

El procesamiento de imagenes combina esta forma natural de céomo los

humanos usan las imagenes con la matematica. Esto produce una mezcla tnica,
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ya que las imégenes y el procesamiento de imagenes son descritos con rigor

matemaético pero sin perder el cardcter intuitivo [21].

Pero en realidad, el procesamiento de imagenes tiene una naturaleza in-
terdisciplinaria, porque antes de que nosotros podamos procesar una imagen,
necesitamos conocer como la senal digital esta relacionada a las caracteristi-
cas de los objetos en la imagen. La comprension de estos procesos recae en la
fisica. Luego, un sensor convierte la irradiaciéon incidente en una forma de senal
eléctrica para luego convertir esa senal en numeros digitales y ser procesada
por una computadora digital para extraer informacion relevante. En esta cade-
na de procesos, intervienen muchas areas: Fisica, Ciencia de la Computacién

y Matematica [17].

Mas atn, las tareas del procesamiento de imagenes pueden ser parcialmente
vistas como un problema de medida, el cual es parte de la ciencia conocida co-
mo metrologia. Asimismo, las tareas de reconocimiento de patrones son muchas
veces incorporadas dentro del procesamiento de imagenes. Existen otras dis-
ciplinas con conexiones relacionadas como: las Redes Neuronales, Inteligencia

Artificial y la Percepcién Visual.

El segundo aspecto importante de la naturaleza interdisciplinaria del proce-
samiento de imagenes es su extenso campo de aplicaciéon. No existe campo
en las ciencias naturales o disciplinas técnicas en donde el procesamiento de
iméagenes no sea aplicado. Esta es una de las causas por las que éste campo ha

ganado terreno y se hace notorio su rapido progreso.

El interés en el procesamiento digital de imagenes proviene de dos princi-
pales areas de aplicacién: el mejoramiento de informacién pictérica para inter-
pretacion humana y el procesamiento de imégenes de datos para almacenar,

transmitir y representar informacion en la percepcion de maquinas autonomas.
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2.1. Definicién

El campo del Procesamiento Digital de Imagenes se refiere al estudio de
técnicas que permitan de alguna manera mejorar una imagen, de modo que
pueda ser utilizada en etapas posteriores de procesos de vision, como por ejem-

plo analisis de iméagenes.

Por otro lado, el andlisis de imdgenes emplea técnicas que extraen infor-
macién de las imagenes. Obviamente, para poder extraer informacién de las
imégenes, éstas deben tener una buena calidad, y es justamente alli donde

encaja el Procesamiento Digital de Imagenes para mejorar dichas imagenes.

Desde este punto de vista, el procesamiento de imégenes involucra tareas
como eliminacién de ruido, mejoramiento del contraste, segmentacién(y la bi-
narizacion, la cual es una segmentacién particular), deteccién de bordes, etc. y
el analisis de imagenes involucra tareas como conteo de elementos, extraccion

de descriptores de objetos, etc.

En realidad, no existe un acuerdo comun entre los autores sobre los limites
del procesamiento de imagenes y otras areas relacionadas, tales como analisis
de imégenes y visién computacional. Algunas veces se hace la distincién del
procesamiento de imagenes como una disciplina en la cual tanto la entrada
como la salida de un proceso son iméagenes. Existen otros campos tales co-
mo la visién computacional cuya meta es usar el computador para emular la
visiéon humana, incluyendo aprendizaje y la capacidad de hacer inferencias y
tomar acciones basadas en entradas visuales. Es notorio que este campo es un
subcampo de la Inteligencia Artificial, el cual intenta emular la inteligencia

humana.
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Sin embargo, un paradigma muy util es considerar tres tipos de proce-
sos: procesos de bajo, medio y alto nivel. Los procesos de bajo nivel involu-
cran operaciones primitivas tales como preprocesamiento de iméagenes para
reducir ruido, mejorar el contraste y hacer mas pronunciadas las imagenes.
Un proceso de bajo nivel es caracterizado porque tanto la entrada y salidas
son imagenes. Procesamiento de medio nivel sobre imagenes involucra tareas
como segmentacion(partir una imagen en regiones u objetos), la descripcién de
esos objetos para reducirlos a una forma manejable por computadora, y clasi-
ficacion(o reconocimiento) de objetos individuales. Un proceso de medio nivel
es caracterizado por el hecho de que las entradas generalmente son imagenes,
pero las salidas son atributos extraidos de esas imagenes(por ejemplo: la iden-
tidad de un objeto). Finalmente, los procesos de alto nivel involucran realizar

funciones cognitivas normalmente asociadas con visién [15].

2.2. Aplicaciones del Procesamiento Digital de
Imagenes

En esta seccién mostraremos algunas de las aplicaciones en donde interviene
el Procesamiento Digital de Imagenes en diversos campos. Estas aplicaciones

fueron extraidas de [17].

2.2.1. Control de Calidad

En este tipo de aplicaciones interesa controlar la calidad de los productos
por medio de un sistema de vision, el cual en su primera fase, contempla
tareas de mejoramiento de las imagenes a analizar después, por ejemplo una

segmentacion para separar los objetos del fondo, o tal vez una deteccion de
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bordes para encontrar donde se posicionan los agujeros. En la figura 2.1 se
muestran imagenes de piezas industriales que deben ser procesadas y anali-

zadas.

Figura 2.1: Partes industriales que son revisadas por un sistema de percepcién visual para
la correcta posicién y didmetro de los agujeros.

2.2.2. Exploracion del Espacio 3D

Las iméagenes son proyecciones 2D de escenas 3D. Entonces la informa-
cion de profundidad se pierde y son requeridas las técnicas para recuperar la
topografia de superficies o imagenes volumétricas. Las imégenes de Resonancia
Magnética es un ejemplo de una técnica de imagenes volumétricas moderna,
las cuales se pueden usar para observar en el interior de un objeto 3D. Las
Imagenes de Resonancia Magnética son una técnica muy flexible y depen-
diendo de los parametros usados, diferentes propiedades pueden ser visuali-

zadas(Fig. 2.2).

2.2.3. Clasificacién de Objetos

Otra aplicacién importante es la clasificaciéon de objetos observados en
imagenes. El ejemplo clasico de clasificacion es el reconocimiento de carac-

teres(reconocimiento 6ptico de caracteres u OCR). La figura 2.3 a la izquier-
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Figura 2.2: Imdgenes de Resonancia Magnética de una cabeza humana.

da, muestra el reconocimiento de una etiqueta sobre un circuito integrado. La
clasificacién de objetos incluye también el reconocimiento de objetos en dife-
rentes posiciones. En la figura 2.3 a la derecha, los conectores estan localizados
en orientaciones aleatorias. En este tipo de aplicaciones interesa eliminar todo
el ruido posible, ya que este provoca que los caracteres sean poco observables.

Una tarea de mejoramiento de contraste puede también ser tutil.

AD22222

g e

It

Figura 2.3: Tareas de inspeccién industrial. Izquierda: Reconocimiento Optico de Carac-
teres. Derecha: Conectores.

Anali Alfaro A. Tvan Sipirdan M.



2.3 Representacion de Imagenes 29

2.3. Representaciéon de Imagenes

La informacion contenida en las imagenes puede ser representada de dife-
rentes maneras. Nosotros veremos la representacién espacial, dejando de lado
representaciones también muy ttiles como la representacién en nimero de on-
das(se obtiene al aplicar la Transformada de Fourier a una representacién es-
pacial). Obviamente nos interesa también saber c6mo esa representacién puede

ser manejada por una computadora.

2.3.1. Definicién

Una imagen constituye una distribucién espacial de la irradiacién en un
plano. Matematicamente hablando, la distribucion de irradiacion espacial puede

ser descrita como una funcién continua de dos variables espaciales.

De manera general, la imagen se define como:
f:9—-C (2.1)

donde 2 C R? y C es llamado el espacio caracteristico [6]. El Espacio

Caracteristico puede ser:

» Un intervalo, por ejemplo [0, 255] o [0, o], para imagenes en escala de

grises.

» Un subconjunto de R3, por ejemplo [0, 1]3, para iméagenes a color en RGB.

Para imagenes en escala de grises, la funcién f puede ser vista como una

superficie tridimensional.

Obviamente las computadoras no pueden manejar imdgenes continuas, sino

solo nimeros o arreglos de ellos. Es por eso que se necesita representar las
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imagenes como arreglos bidimensionales de puntos. El proceso de convertir una

imagen continua en una digital se conoce como: muestreo y cuantizacion [15].

El muestreo se refiere a digitalizar los valores de las coordenadas, y la

cuantizacion a digitalizar los valores de la amplitud, respectivamente.

En la figura 2.4 se observa una imagen continua, la cual ha sido cortada a
lo largo del segmento AB, y se ha extraido una funcién unidimensional (arriba
a la derecha). Luego se realiza el proceso de muestreo(discretizacién de las
coordenadas) y cuantizacién(digitalizar las amplitudes que definirédn los tonos

de gris, en el caso de imégenes en escala de grises).
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Figura 2.4: Proceso de muestreo y cuantizacion.

En la figura 2.5, se observa como resulta una imagen digital después de
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aplicar el proceso de muestreo y cuantizacién.

Figura 2.5: A la izquierda imagen continua. A la derecha resultado de la imagen después
del proceso de muestreo y cuantizacion.

Es claro que la imagen digital es una aproximacion de la imagen conti-
nua. Esta aproximacion serda mejor dependiendo de la cantidad de unidades de

muestreo y cuantizacién que se tomaron en cuenta.

Se puede observar que las unidades de muestreo definen la resolucion de
una imagen y las unidades de cuantizacién definen el tamano del espacio ca-

racteristico.

A cada punto sobre la malla bidimensional resultante se le conoce como
pixel(abreviatura del término en inglés picture element). A toda la malla de
pixels se le puede tratar como una matriz numérica de N filas y M columnas(Ver

figura 2.6).

Evidentemente los indices de la matriz dependen del ambiente de progra-
macién en el que se trabaje, pero eso escapa al proposito de este marco teorico,

por lo convenimos en usar la notacion de la figura 2.6.
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Figura 2.6: Representacién matricial de una imagen.
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Capitulo 3

Métodos Clasicos de

Segmentacion de Imagenes

La segmentacion de imégenes consiste en dividir la imagen en estructuras
con significado, por ejemplo los objetos contenidos en una imagen, y de asociar

cada pixel de la imagen como perteneciente a un solo objeto de la imagen.

Una segmentacién perfecta puede ser concebida como la asignacién de todos
los pixels al objeto correcto. Obviamente ésta es una tarea muy complicada
debido a que para realizarla, muchas veces es necesario contar con informacién

a priori de los objetos, ademas de la informacion local.

Después de realizada una segmentacion, se conocen las regiones y las dis-
continuidades entre regiones. Luego esas regiones son empleadas para extraer

informacion relevante sobre los objetos contenidos en la imagen.

Existen muchos métodos de Segmentacién que han surgido durante este

tiempo, es por eso que ha sido necesario clasificarlos de acuerdo a sus propiedades.

Anali Alfaro A. Tvan Sipirdan M.



34

Aunque muchas veces, por ejemplo, dos algoritmos diferentes pueden com-
partir propiedades, esto no necesariamente implica que ambos pertenezcan a

la misma categoria, pues podrian ser propiedades no tan relevantes.

Si consideramos técnicas que obedecen a un enfoque clasico de segmentacion,

la clasificacién serfa la siguiente [33]:

= Basados en Umbrales, se caracterizan por trabajar con umbrales para
segmentar la imagen. Los umbrales actiian como separadores que per-
mitiran decidir que conjunto de tonos de gris pertenece a una determi-
nada region. Estas técnicas son aplicadas sobre una imagen completa,
y también pueden combinarse con otras durante el pre-procesamiento o
post-procesamiento de la imagen, de manera que se obtengan mejores

resultados.

= Basados en Clustering, como su nombre lo indica estas técnicas tratan

de agrupar un conjunto de pixels que son similares bajo algun criterio.

= Basados en Crecimiento de Regiones, estas técnicas intentan seg-
mentar una imagen partiendo desde el centro de un objeto y creciendo
hacia el exterior del mismo hasta encontrar los bordes que lo limitan,

esto proceso es repetitivo para cada objeto dentro de la imagen.

= Basados en Bordes, estas permiten encontrar los bordes en una ima-
gen, los cuales en realidad determinan los limites de cada segmento en

la imagen y asi poder identificar un objeto.

» Basados en Matching, se trata de indentificar determinados objetos en
una imagen, entonces a partir de este conocimiento es posible ubicarlos

en la imagen. A esto se denomina un enfoque matching.
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Existen otros enfoques para segmentar como los métodos Probabilisticos,

Variacionales y de Minimizacién de Energia.

Los Enfoques Probabilisticos consideran asignar una distribucion de proba-
bilidad a los segmentos para cada pixel. Aunque éstas hacen mas complejo el

proceso de segmentar y la posterior implementacién [21, 33].

3.1. Segmentaciéon Multiumbral

3.1.1. Descripcion

Este método de segmentacién es uno de los mas usados debido a la forma
como interpreta la segmentacion, y a su sencilla implementacion. Esta técnica
es una generalizacion del uso de un solo umbral para segmentar una imagen,
en donde el objetivo es sélo separar los objetos del fondo(binarizar), pero si
hablamos de otras tareas mas elaboradas que requieren distinguir entre cada
objeto y el fondo, tales como la deteccién y el reconocimiento de objetos,
sera necesaria una generalizacién que maneje varios umbrales para llevar a

cabo una correcta segmentacion.

La idea de la segmentacion Multiumbral o Multitresholding trata de una
operacion de reasignacion g de los valores de grises de los pixels v;; comparados

con respecto a un solo valor umbral ¢, definido como:

1 Siv(z,y) <t,
9(z,y) = (3.1)
0 Siv(z,y)>t.

Debido a que contamos con un tinico umbral, la imagen resultante estara bi-

narizada, es decir obtendremos pixels con dos tonos de gris, que constituyen
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dos segmentos. Si nuestro objetivo es separar los objetos del fondo, con este
proceso sera suficiente, pero si necesitamos realizar otro tipo de tareas es nece-
sario trabajar con un conjunto de umbrales; esto se conoce como la técnica de
Multiumbrales. Una forma de escoger los umbrales adecuados es utilizando el
histograma de la imagen, donde se observan picos y valles. A cada valle del
histograma se asocia un valor umbral, entonces tendremos un conjunto de um-
brales(Ver figura 3.1). Todos los pixels con un valor menor al de un umbral ¢

son asignados al segmento s;. Formalmente, esto queda expresado como sigue:

(

0 Siv(z,y) <ty
1 Sit; <wv(z,y) <ty

9@, y) =92 Sity <v(z,y) <ts, (3.2)

n Sit, <v(z,y).

\

donde cada segmento s; corresponde a una regién en la imagen.

Figura 3.1: Imagen con su histograma, en donde se observa tres valles como posibles
umbrales.

La técnica de Multiumbrales, es una de las mas frecuentemente usadas pero
a la vez es un proceso complejo, ademas no toma en cuenta aspectos espaciales

de los objetos que componen la imagen [21].
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3.1.2. Proceso

En general, es obvio que la segmentacion de imagenes requiere de multiples
umbrales para obtener una correcta separacién de los objetos y el fondo de
la imagen. Entonces surge la interrogante, ;Cémo seleccionar los umbrales
adecuados para segmentar?. Una estrategia consiste en calcular el histograma
de la imagen, donde se pueden observar picos y valles, entonces por cada valle
en el histograma se asocia un umbral distinto, con lo cual tenemos un conjunto

de umbrales que representan cada segmento o regién en la imagen.

Un método comun para hallar los umbrales que definen la segmentacién de
una imagen dada es usar informacion estadistica sobre los tonos de gris en la
imagen y plantear un problema de optimizacién con la finalidad de hallar los

umbrales.

Definimos lo valores admisibles de tonos de gris Ai, Ao, ..., Ar. La proba-
bilidad discreta de cada tono de gris en una imagen puede determinarse por su
histograma de frecuencias relativas. Sea [;; el tono de gris en el punto (7, j) de
la imagen. La probabilidad P,(es representada por el histograma normalizado
de la imagen) de que el punto (i,7) tenga el tono de gris \,, es igual a la

frecuencia relativa:

P(Lij=X\) =P, = Nro. de puntos de la imagen con tono A,

3.3
Nro. total de puntos en la imagen (3:3)

En base a esta probabilidad, cada valor umbral induce distribuciones, pu-
diendo entonces calcular también la incertidumbre que encierra cada una de
esas distribuciones de probabilidad(entropia). La entropia de un conjunto de

umbrales se define como sigue:
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W(ly, 1y, ,lk)—logQZPv—Flogz Z P, + + log, Z P,
v=1 v=l1+1 v=lp+1
_ Zi}l:l P, log, P, B Zi?:ll-i-l Py, log, P, o (3.4)
Zi}l:l I Z?:ll—l—l I
B Zﬁ:lk—i-l P, 10g2 P,
Yt P
La finalidad es encontrar el conjunto li,ls,...,[; de umbrales que maxi-

micen VU(ly,lo, ..., 1).

Algunas de las limitaciones del uso de este método son que es dificil identi-
ficar correctamente los minimos(minimo valor en un valle) en el histograma. Se
tienen problemas cuando las regiones varian suavemente su nivel (sombreado,
por ejemplo) y se aplica s6lo cuando hay pocas regiones. No se pueden distin-
guir regiones separadas de niveles similares de gris(conectividad). Ademés es
un proceso complejo puesto que se tiene que hacer una busqueda exhaustiva

para encontrar el mejor conjunto de valores de gris que serviran de umbrales.

3.1.3. Algoritmo

En esta seccién se muestra el algoritmo para calcular un conjunto de um-

brales para la segmentacion multiumbral(Ver algoritmo 1).

Este algoritmo es muy complejo, debido a que hace una busqueda exhaus-

tiva del mejor conjunto de umbrales que definan las regiones de una imagen.

El parametro sobre el cual se define la complejidad computacional de este
método es el nimero k£ de umbrales que se buscan. En el peor de los ca-

sos(cuando ini = 0y fin = 255), el algoritmo debe generar todas las posibles
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Algoritmo 1 Algoritmo de Segmentaciéon Multiumbral

Entrada: Imagen I, Nro. de umbrales k
Salida: Imagen segmentada Ig

1: Procedimiento SEGMENTACIONMULTIUMBRAL(/ k)

2: Sea ins el primer tono de gris con histograma # 0

3: Sea fin el dltimo tono de gris con histograma # 0

4: Sea [ el conjunto de k£ umbrales

5: Iniciar [ con los k primeros tono de gris a partir de in:
sum « 0
may < —10000

8: Mientras Verdadero Hacer

9: sum «— Entropia(l)

10: Si sum > may Entonces

11: may <— sum

12: [IMayor «— 1

13: Fin Si

14: p<—k

15: q < fin

16: Mientras [(p) < fin Hacer

17: l(p) —l(p)+1

18: sum «— Entropia(l)

19: Si sum > may Entonces

20: may <— sum

21: IMayor « [

22: Fin Si

23: Fin Mientras

24: Sil(1) = fin — k + 1 Entonces

25: Salir

26: Fin Si

27: Mientras [(p) = ¢ Hacer

28: p—p—1

29: qg—q—1

30: Fin Mientras
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31: l(p) — l(p) +1

32: Mientras p < k£ Hacer
33: lp+1) —Ip) +1
34: p—p+1

35: Fin Mientras

36: Fin Mientras

37: Calcular la nueva imagen Ig en base a [Mayor
38: Retornar /g > La imagen segmentada
39: Fin Procedimiento

combinaciones de 256 tonos de gris en grupos de k umbrales, por lo que la

regla de correspondencia para la complejidad de este algoritmo es:

256!

Tn) = s —

(3.5)

la cual corresponde con el nimero de combinaciones posibles de 256 tonos

de gris en conjuntos de n elementos.

La siguiente tabla muestra el alto grado de complejidad de este algoritmo,

y justifica porque es poco eficiente para segmentar muchas regiones.

n| T(n)
1 256

2 | 16320
3 | 2763520

Cuadro 3.1: Esta tabla muestra el alto grado de complejidad del Algoritmo Multiumbral.

3.1.4. Resultados

En esta seccién mostramos los resultados obtenidos al aplicar la segmentacion
multiumbral sobre imagenes sintéticas y reales. Todas las imagenes mostradas

aqui
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fueron segmentadas con k = 2, es decir solo encontrara 3 regiones.

02/]462

R MEX_ IR MEX_

Figura 3.2: Segmentacién multiumbral de una imagen general.

En la figura 3.2 vemos como el emplear sélo 3 regiones a implicado que
el algoritmo resalte las sombras de los ntimeros, que originalmente son casi

imperceptibles.

Figura 3.3: Segmentacién multiumbral de una imagen cerebral.

El hecho de emplear informacién global de la imagen(en este caso el his-
tograma) para calcular los umbrales que generardn las regiones, y obviando
informacion espacial de los objetos en la escena, hace que el algoritmo genere

objetos que no estan en la escena original. Asi es el caso de las figuras 3.4 y
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3.5, en donde la imagen segmentada muestra pequenos puntos aislados que no

pertenecen a la imagen original.

Figura 3.4: Segmentacién multiumbral de una imagen facial.

Figura 3.5: Segmentacién multiumbral de una imagen sintética.

3.2. Segmentacion por Crecimiento de Regiones

3.2.1. Descripcién

Ya que la idea intuitiva de segmentar una imagen es separar las regiones
que en ellas aparecen, la segmentacién por crecimiento de regiones intenta
hallar esas regiones directamente de la imagen y no por medio de estructuras
globales como el histograma. Ademas ahora se tendra en cuenta la disposicién

espacial de las regiones(las cuales pertenecen a los objetos) en la imagen.
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Si representamos la regién de la imagen entera como R, podemos ver la

segmentacion como el proceso que particione R en n subregiones Ry, Ry, ..., R,
tal que:
n
]_. Ui:l Rz = R
2. R; es una region conexa, 1 = 1,2,...,n.

3. Ri(\R; =0, Vi j, i+j.
4. P(R;) = VERDADERO

5. P(R;UR;) = FALSO, Vi, j, i # j.

donde P(R;) es un predicado légico definido sobre los puntos en el conjunto

R; y () denota el conjunto vacio.

La primera afirmacion implica que todo pixel debe pertenecer a una region.
La segunda afirmacion conlleva a que toda regién en la imagen debe ser conexa,
es decir se asume que los pixels de una regién estan todos conectados de alguna
forma, obviamente porque pertenecen al mismo objeto o region. La tercera
afirmacién asegura que las regiones deban ser totalmente disjuntas, es decir

que un pixel pertenezca a una sola regién a la vez.

3.2.2. Proceso

La segmentacion por crecimiento de regiones intenta agrupar pixels o sub-
regiones basado en un criterio de similitud predefinido que corresponde al

predicado légico P visto anteriormente.

Una estrategia comtin es empezar con un cierto conjunto de semillas, en

base a las cuales se van agrupando pixels vecinos que tengan propiedades
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similares. Entre los principales criterios tomados en cuenta tenemos: la simi-
laridad en la intensidad de los pixels y la varianza, considerando que la seleccién

de este criterio depende del tipo de imagen disponible.

Existen desventajas que hacen que este método sea poco practico en un
nivel general. Uno de los inconvenientes es seleccionar el criterio adecuado, ya
que esto depende de que clase de imagenes queremos segmentar. Por ejem-
plo, una imagen en la que existen objetos diferentes que tienen intensidades
similares, el criterio de similaridad por intensidad no serviria, debido a que

agruparia dos objetos que en realidad son diferentes.

Otro de los principales inconvenientes de este método es la seleccion inicial
de las semillas. Facilmente se puede notar que sin informacién a priori de la
ubicaciéon aproximada de los objetos en la escena, es practicamente imposible
llegar a formular un conjunto inicial de semillas que nos asegure resultados

satisfactorios.

Un inconveniente que también vale la pena senalar es el criterio de parada,
es decir en qué momento de la ejecucion, el agrupamiento de pixels no debe
agregar mas pixels a una region. Una idea intuitiva es la de parar cuando ya

no hayan mas pixels que satisfagan el criterio de similaridad.

3.2.3. Algoritmo

En esta secciéon se muestra el Algoritmo de Segmentacién por Crecimiento

de Regiones (Ver algoritmo 2).

En el algoritmo anterior, la forma del predicado P, dependera del criterio
que se emplee. Por lo general representard un ntimero de tolerancia para la

similitud en intensidad de pixels o la tolerancia en la varianza de los pixels.
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Algoritmo 2 Algoritmo de Segmentacion por Crecimiento de Regiones

Entrada: Imagen I, Predicado P
Salida: Imagen segmentada Ig

1: Procedimiento SEGMENTACIONCRECIMIENTOREGIONES(/,P)

2: Generar el conjunto S de semillas

3: Sea Ig una imagen, tal que Ig = 0

4: Para todo s € S Hacer

5: Sean v; los 4-vecinos sin marca de s en [

6: Si P(s|Jwv;) Entonces

T: Marcar s y v; con su marca de regién en Ig
8: Apilar v; en S

9: Fin Si

10: Fin Para

11: Retornar /g > La imagen segmentada
12: Fin Procedimiento

Por lo que el predicado se convierte en una comparacion entre esta tolerancia

y la medida de similitud entre los pixels.

Para hallar la complejidad de este algoritmo en el peor de los casos, supon-
dremos que el conjunto inicial de semillas esta compuesto por un solo elemento
y que ademas la region a segmentar a partir de la Unica semilla es la imagen
completa. Asi, el tamano de los datos es el nimero de pixels de la imagen, al

cual denotaremos como n.

Al marcar los pixels que ya fueron evaluados, el algoritmo sélo evaluara un
pixel una sola vez en todo el proceso, y ademas tomando en cuenta que la
region la compone toda la imagen I, eso quiere decir que se evaluaran todos
los pixels de la imagen una sola vez, por lo que podemos decir que el algoritmo

de segmentacién por crecimiento de regiones es O(n)(6 de orden lineal).
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3.2.4. Resultados

Para las pruebas realizadas con este algoritmo, hemos empleado como cri-
terio de homogeneidad la similitud de tonos de gris, es decir la diferencia entre
los tonos de gris de un pixel y sus vecinos no debe ser mayor que un valor

umbral. El valor umbral fue configurado en 20.

Figura 3.6: Segmentacién por crecimiento de regiones de una imagen general. El valor
umbral fue configurado en 20

En la figura 3.6 se puede observar como el algoritmo de segmentacién
por crecimiento de regiones separa bien el fondo de los objetos presentes, pero
ignora la parte del fondo que se encuentra encerrado por un objeto.

En las figuras 3.7, 3.8 y 3.9 se puede apreciar resultados un tanto mas
aceptables sobre regiones con menos variacion entre los tonos de gris de sus

pixels.

3.3. Segmentacion Split-Merge

3.3.1. Descripcion

El algoritmo de segmentacion split-merge pretende resolver los inconve-

nientes que se tenfan en la segmentacion de crecimiento de regiones, en donde
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Figura 3.8: Segmentacién por crecimiento de regiones de una imagen facial.

un simple criterio(predicado P) proponia hallar la regién de interés, basindose

en un conjunto inicial de puntos llamados semillas.

Este algoritmo usa una descomposicion recursiva de la imagen tomando en
cuenta el predicado que mide la homogeneidad de una regién. Ademaés se debe
hacer uso de una estructura de datos adecuada para almacenar la informacion
de la descomposicién. La estructura de datos més empleada es el arbol cuater-
nario(también conocido como quadtree). Un arbol cuaternario permitira llevar

control de la descomposicién de la imagen en cuadrantes(Fig. 3.10).
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Figura 3.9: Segmentacién por crecimiento de regiones de una imagen sintética.

Una vez que se ha descompuesto la imagen y se tiene una representacion
jerarquica de las regiones homogéneas de la imagen sera necesario emplear un
algoritmo de crecimiento de regiones para fusionar las regiones homogéneas
vecinas que al fusionarlas sigan formando una regiéon homogénea. Claramente
se puede observar, que en todo momento se hara uso del predicado de homo-

geneidad P.

Es importante tener en cuenta que para que este método resulte efectivo,
las imagenes sobre las que se aplica deben tener dimensiones equivalentes a
cualquier potencia de 2. Asi se puede controlar que el algoritmo realice las

subdivisiones de regiones en cuadrantes del mismo tamano.

3.3.2. Proceso

La forma como actia este algoritmo se divide en dos fases. Primero se debe
descomponer la imagen en regiones homogéneas que satisfagan el predicado de
homogeneidad. Esto se realiza por medio de un algoritmo de descomposicién
cuyo resultado es un arbol cuaternario que representa la jerarquia de regiones
homogéneas. El algoritmo de descomposicién inicia considerando a la imagen
completa como una region, a partir de la que se verifica si cumple con el
predicado P. Cada vez que una regién no cumpla con el predicado P, se divide

en cuatro cuadrantes del mismo tamano y se actualiza la informacién del arbol
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Figura 3.10: Diferentes niveles de descomposicién representados por un quadtree.
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cuaternario. Ahora, el algoritmo se ejecuta recursivamente sobre los nuevos

nodos del arbol, sucesivamente hasta que no haya mas regiones que evaluar.

Para completar el proceso de segmentacién, la descomposicién debe ser
seguida por una fase de fusion. El problema radica en encontrar las regiones

vecinas adyacentes a una regién dada(nodo hoja del arbol cuaternario).

Para el proceso de fusién, se evalua el criterio de homogeneidad para cada
regién junto con sus regiones adyacentes. Cuando dos regiones cumplen con el
criterio, ellas se fusionan en una sola y se actualiza la informacion del arbol

cuaternario.

3.3.3. Algoritmo

En esta seccién se muestra el algoritmo de segmentacién Split-Merge (Ver

algoritmo 3).

Para hallar la complejidad de este algoritmo podemos identificar el tamano
de los datos como el nimero de filas que contiene la imagen, al fin y al cabo
la otra dimension es igual, ya que para que el algoritmo funcione las imagenes

deben ser cuadradas.

En el peor de los casos, la imagen se subdividira hasta que cada regién quede
representada por un solo pixel. Antes de que una imagen se divida, se evalia el
criterio de homogeneidad; el cual, generalmente, toma un tiempo lineal O(n).
Esto unido con el comportamiento de divisiones binarias que se realiza sobre

las regiones hace que el algoritmo de descomposicién sea O(nlogn).

Para la fase de fusién tomaremos en cuenta el tamano de los datos como

el nimero de regiones que se pretenden fusionar. Podemos darnos cuenta que
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Algoritmo 3 Algoritmo de Segmentacién Split-Merge

Entrada: Imagen I, Predicado P
Salida: Imagen segmentada Ig

1: Procedimiento SEGMENTACIONSPLITMERGE(I,P)

2: Iniciar el arbol con I como nodo raiz

3: Para cada Regién R; iterativamente Hacer

4: Si P(R;) = FALSO Entonces

5: Descomponer R; en 4 cuadrantes

6: Actualizar el arbol cuaternario

7: Fin Si

8: Fin Para

9: Para cada Regiones R;, R; adyacentes Hacer

10: Si P(R;\UR;) = VERDADERO Entonces

11: Fusionar R; y R;

12: Actualizar el arbol cuaternario

13: Repetir hasta que no hayan mas regiones que fusionar
14: Fin Si

15: Fin Para

16: Reconstruir Ig desde el arbol cuaternario.

17: Retornar Ig > La imagen segmentada

18: Fin Procedimiento
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en el peor de los casos, cada regién serd un solo pixel, por lo que el tamano de

los datos de las dos fases es la misma, aunque no representen lo mismo.

Una manera 6ptima de llevar control de la adyacencia de las regiones, es
construir un grafo de adyacencia representado por una matriz de adyacencia.
Manipular la matriz para detectar que regiones pueden fusionarse esta en el
orden de O(n?), por lo que finalmente el algoritmo de segmentacion split-merge

estd en el orden de O(n?).

3.3.4. Resultados

El algoritmo split-merge hace uso de dos umbrales para el criterio de homo-
geneidad, uno para cada fase del algoritmo. En los resultados mostrados aqui,
hicimos uso de un valor umbral de 50 para la fase de descomposicién y un um-
bral de 25 para la fase de fusion de regiones. La finalidad de emplear diferentes
umbrales es que para tener un mejor nivel de detalle de las imagenes segmen-
tadas, se tienen que generar la mayor cantidad de regiones descompuestas y
hacer una fase de fusién restrictiva, asi tendremos regiones con mejores de-
talles. Si se desea obtener imagenes con menos detalle, tendriamos que aplicar

el proceso inverso.

Figura 3.11: Segmentacién split-merge de una imagen general.
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Figura 3.12: Segmentacién split-merge de una imagen cerebral.

Figura 3.13: Segmentacién split-merge de una imagen facial.

Figura 3.14: Segmentacién split-merge de una imagen sintética.
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De manera general, podemos apreciar que el algoritmo split-merge realiza
una buena segmentacion de las imagenes, tanto de las reales como para la
imagen sintética mostrada. Sin embargo, tiende a producir regiones inexistentes
debido en gran medida a factores como la iluminacién y las sombras, como
podemos apreciarlo en las figuras 3.13 y 3.14, es decir la imagen resultante
se vuelve mas complicada cuando lo que buscamos en realidad es obtener
imagenes mas simples, como bosquejos en donde cada region identifica un

objeto.
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Capitulo 4

El Funcional de Mumford-Shah

En este capitulo, haremos un analisis mas profundo del funcional propuesto
por Mumford y Shah en 1989. Para nuestro propdsito sera necesario citar otros
problemas y definiciones que llevaron a los autores a formular dicha teoria y
que mas tarde seran ttiles para comprender los problemas inherentes a este

funcional de manera que podamos plantear una solucién practica.

Empezaremos por describir e interpretar los problemas originales que dieron
pie a la formulacion de Mumford y Shah, después nos avocaremos a analizar
dicha formulacién identificando los problemas que presenta y finalmente iden-
tificaremos el comportamiento de la soluciéon del funcional para luego hacer

uso de las herramientas necesarias para calcular su solucién.

4.1. Problemas Inversos en Procesamiento de
Imagenes

Una tarea importante en el procesamiento de imagenes es la reconstruc-
cion de una imagen, en donde dada una imagen corrupta se pretende en-

contrar una imagen limpia y clara. Algunas de las tareas de reconstruccion
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de imagenes mas conocidas son la eliminacién de ruido y la restauracion de
iméagenes borrosas, todas estas pertenecen a la clase de problemas conocidos
como Problemas Inversos. Esto significa que el proceso mediante el cual los
datos son obtenidos desde las caracteristicas fisicas de la escena observada
corresponden a transformaciones que son bien comprendidas y pueden ser mas
o menos modeladas mateméticamente, pero que el proceso inverso no es cono-
cido o no puede ser calculado por métodos directos, lo que hace que la escena

sea dificil de reconstruir.

Un modelo estandar de adquisicién de imégenes esta dado por:

g=Af+n, (4.1)

donde ¢ es la imagen corrupta, f es la imagen "perfecta”, n es el ruido
aditivo, el cual se asume que es aleatorio y con valor medio conocido y varianza
0%, A es un operador lineal que representa la influencia del sistema dptico.
Tipicamente, el efecto de A es suavizar, puede por ejemplo considerarse a A

como un operador gaussiano.

Entonces la idea es encontrar f teniendo ¢ y una estimacién de A y o2. La
solucién més obvia serfa computar A~'g = f + A~n, sin embargo esto no es
factible en la préactica; ya que el operador A muchas veces no es invertible o

su inversa es imposible de computar.

Un mejor enfoque para este tipo de problema es el siguiente: Intentar en-

contrar la "mejor” funcién f que satisfaga

JoAf—g=0

fQ |Af_g|2 = o?

(4.2)
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Existen divesos enfoques para encontrar un buen criterio que caracterize a
la "mejor” funcién f sujeto al cumplimiento de la ecuacién anterior. Entre los
enfoques més clésicos se encuentra el de Tichonov! y el criterio de la Variacién

Total? [7].

4.2. Origen del Enfoque Variacional para la
Segmentacion de Imagenes

Para hablar del enfoque variacional de Mumford y Shah es necesario re-
montarnos al enfoque estadistico propuesto por S. Geman y D. Geman y que
trata acerca de regularizar correctamente el problema inverso en un ambiente
discreto y restaurar correctamente los bordes de una imagen, todo ello aplicado
al problema de la eliminacién de ruido. Es asi como el trabajo de Mumford y
Shah trata de reformular este enfoque llevandolo a un ambiente continuo pero
aplicado al problema de la segmentacién de imagenes, es por eso que puede
considerarse que la eliminacién de ruido y la segmentacién de imégenes tienen

un origen comun.

4.2.1. Una breve descripcion del enfoque de Geman y

Geman

La idea fundamental del enfoque de S.Geman y D.Geman [7, 14] es conside-
rar la imagen observada G como una matriz G = (¢;;)1<ij<n con valores en

tonos de gris en [0, 1] y que es la combinacién de una imagen desconocida F,

IE] enfoque clasico de Tichonov consiste en minimizar alguna norma cuadrética tal como
2 2 . . .
Jo IfI? 0 [, [V f]? bajo las restricciones expuestas.
2Rudin, Osher y Fatemi propusieron encontrar una funcién f que minimizara el funcional
Jo IV f| sujeto a las restricciones expuestas.
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donde F' = (f;j)1<ij<n, y ademéds un ruido aditivo gaussiano N = (n; ;)1<; j<n-

Cada n; j son independientes y tiene una media de 0 y varianza o2.

Ellos consideraron que la mayoria de iméagenes son suaves por piezas® y con
posibles discontinuidades(bordes). Es por ello que introdujeron un conjunto de
bordes o line-process L, donde L = (li+%,j)1§i<n71§j§nv (li7j+%)1§i§n71§j<n y la

variable /[, 3 es 0 0 1, dependiendo del cumplimiento de los siguientes criterios:

1 Si existe una discontinuidad entre (i,7) y (i + 1, 7)
(4.3)

i+t3.0
0 Si U es suave entre (¢,7) y (¢ +1,5)

1 Si existe una discontinuidad entre (i,7) y (4,7 + 1)
- (4.4)
JT3

0 Si U es suave entre (¢,7) y (4,7 + 1)

Tomando en cuenta lo anterior, propusieron la siguiente ley de probabilidad

para F.L:

P(F,L) = —exp{ Z liv1; )(firry — fi,j)2+uli+%,j
(4.5)

F AL =) (figen = fig)® + pdi )}

donde los parametros A y p son dos pesos positivos y Z es calculado para

obtener » ., P(F,L) =1.

3Una funcién(imagen) es suave por piezas o ”piecewise”si para cada intervalo abierto
disjunto, donde cada intervalo determina una region, la funcién es constante
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Ahora, nos encontramos con un problema y es saber de entre todas las

posibles imagenes F y L line-process existentes, cuales son aquellas que tienen
la méas alta probabilidad P(F, L|G).
P(F,L|G) ~ e BLG) (4.6)

donde la energia libre E(F, L, G) esta dada por:

E(F,L,G) Z)\ Livi ) (fivry — fig)?+ Q1 — Lijra)(figer — fii)?)

+ M(li—f—%,j + li,j—i—%)
1 2
+ riz(gm — fij)%

(4.7)

donde G corresponde a los datos dados y por consiguiente puede ser obviado

en la notacién quedando sélo la energia en funcién de F y L, es decir E(F, L).

4.3. El funcional de Mumford-Shah

La propuesta de Mumford y Shah [22] consiste en reformular la ecuacién( 4.7)
en un ambiente continuo. Entonces ellos consideraron una imagen observada
g(x,y) € [0,1] donde (z,y) € Q, siendo Q2 un subconjunto abierto acotado de

R?, es decir ) constituye el dominio de la imagen.

También consideraron descomponer el dominio {2 en diversas regiones R; y
establecer a I' como el conjunto de posibles discontinuidades entre las regiones

R;.
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Q= R\ JBRs. .. R T, (4.8)

Ademsds ellos notaron que la variable L (enfoque de Geman y Geman)
describe las discontinuidades o conjunto salto I' C €2 de una funcién regular por
piezas f(x,y) donde (x,y) € €, mientras las diferencias finitas entre fi11;— fi;
y fij+1 — fi,j son aproximaciones de las derivadas parciales %(m, y)y g—i(x, Y)
respectivamente [7]. Entonces la energia que ellos escribieron usa la notacién
estandar Vf = (g—i, g—g). De esta manera Mumford y Shah propusieron el

siguiente funcional:

E(f,r):y/

NUEVERY (4.9

donde €2 es el dominio, ¢ es una imagen original en escala de grises, I'
denota el conjunto de bordes, f es la imagen suavizada pero discontinua a lo
largo de T, |T'| es la longitud del conjunto de bordes y finalmente v, A y u son

pesos que varian de acuerdo a la fuerza que se quiera imprimir a cada término

dependiendo de la aplicacién que se desea dar al funcional.

La propuesta de Mumford-Shah radica en la minimizacion del funcional
E(f,T') de la ecuacion( 4.9), que estd compuesto de tres términos que pueden

interpretarse de la siguiente manera [22, 32, 6]:

= Kl término fQ\F( f — ¢)%, indica el nivel de fidelidad que controla que

tanto se aproxima la imagen suave f a la imagen original g.

= El término de suavidad fQ\F |V f|?, el cual debe ser pequertio si f cambia

lentamente en las regiones.

» Finalmente el término |I'|, la longitud del conjunto de bordes y que debe

ser pequeno para prevenir que los bordes ocupen toda la imagen.
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Cada uno de estos tres términos esta relacionado a aspectos importantes
que deben considerarse al segmentar una imagen, si eliminamos cualquiera de

los términos del funcional entonces inf E = 0.

= Si suprimimos el primer término, el inf E = 0 se cumple tomando f =0
y I' = (), entonces la imagen segmentada serfa como una imagen comple-

tamente gris.

= Si suprimimos el segundo término, el inf E = 0 se logra haciendo f = g

y I =0.

» Si eliminamos el tercer término, cuando se toma I'(bordes) como una
malla fina de N lineas verticales y horizontales, toda la imagen podria

estar compuesta de bordes.

Mumford y Shah conjeturaron que existe un minimizador para FE, tal que

los bordes son la unién de un conjunto finito de curvas C*-!.

4.3.1. Analisis del Comportamiento de la Solucién del

Funcional

Es necesario realizar el andlisis del comportamiento de la solucion del fun-
cional debido a que nos permitira decidir la mejor manera de solucionarlo
numéricamente. Primero reemplazaremos en el funcional original ( 4.9), el
término de longitud de bordes por una integral equivalente a lo largo del con-
junto I'. Ademas por motivos de simplicidad en las demostraciones, obviaremos

los parametros v, A y p.

B = | =0 / LI [ o (4.10)
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Supongamos que existe un par (f, '), una solucién de ( 4.10). Més aun,

suponemos que (f,I") satisface las conjeturas de Mumford y Shah:

» (C}) T consiste de un ntimero finito de curvas C1! v;, que llegan a 99 y

que llegan a otras sé6lo en sus puntos finales.

» (Cy) f es C! sobre cada componente conexa de Q — T.

Teorema 4.3.1. Sea (f,I') una solucion del problema ( 4.10) que satisface
(C1) y (Cs). Entonces

Af = f— g sobre Q, (4.11)

of n
N 0 sobre 02 y a ambos lados ;- de cada ;, (4.12)
e(fr) —e(f™) + curvy; = 0 sobre ;. (4.13)

donde e(f) = (f —g)* + |V fI?, fT y f~ son las trazas de f a cada lado de

['(cada lado de v;), curvy; es la curvatura de ;.

Demostracion. La prueba de ( 4.11) y ( 4.12) es estdndar. Primero veremos
la variacién de E con respecto a f. En ( 4.14), nosotros escogemos [" = T" y
v=f+60pconf € Ry pesuna funciéon de prueba con soporte compacto.

Entonces

0< B(f+0p.1) = B(R.T) 6" [ (¢ +[Vf)dady

N (4.14)
+20 [ (ol ~ g)+ V- V1 )dody.
o\r
Dividiendo ( 4.14) entre # > 0 y haciendo # — 0" obtenemos
0= / o(f — g)dxdy + V-V fdxdy (4.15)
Q\r o\r
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Escogiendo ¢ con soporte compacto en Q\I' y aplicando la férmula de

Green en ( 4.15) obtenemos

- —g— Af)dxd
0 /Q\Fso(f g — Af)dxedy

es decir

f—g—Af=0, sobre Q\I'

La prueba de ( 4.12) es consecuencia directa de la aplicacién de la férmula
de Green en la prueba anterior. A ( 4.12) también se le conoce como Condicién

de Frontera de Neumann.

Para probar ( 4.13), la idea es evaluar la variacion de E con respecto a T'.
Nosotros proponemos una prueba diferente a la dada por Mumford y Shah en
su teoria original. Los argumentos que vamos a usar serdn de mucha utilidad

para la generacion de una solucion en los capitulos posteriores.

Sea §2;,; el conjunto abierto encerrado por I''y ¢,y = Q0 — Q4 — I'. Nues-

d(x,
W) — v(x,y, 1),

tro objetivo es considerar variaciones de I' de acuerdo al flujo
donde v es una velocidad arbitraria. Nosotros denotamos como I'(t) tal variacién,
t > 0, con I'(0) = T'. Desde que f varia con el movimiento de I', nosotros

denotamos por f(x,y,t) la solucién tnica de inf; E(f,I'(t)) y

fi’nt(xay’t) = f(%yaﬂ

Qint» fewt<x7y7t> = f(x7y’t)|Qe:ct'

Tenemos entonces

s = [ (0G0 o) 9SGy O ey + [ o

I'(t)
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Escribiendo € = Q;,4(¢) U Qepe(t) U L(E), tenemos

J(t) = / (o) — 9, 9))2 + |V ey )Py
Qint—T(t)

+ / [(fewt<x7y7t> - g(l‘, y>>2 + ]me(x,y,t)ﬁ]dxdy + / do
Qeat—I(t)

I(t)

Podemos apreciar que en la expresion de J(t) tanto el dominio de inte-
gracion como los integrandos dependen de ¢. Como estamos interesados en la

primera variaciéon de F, necesitamos estimar J'(t).

= Para los primeros dos integrales necesitamos usar un resultado clasico
sobre la derivativa sobre un dominio integral: Si l(z,y,t) es una fun-
cién regular definida sobre un dominio regular acotado w(t) de RY y si

tenemos

g(t) = / Iz, y,t)dxdy,
w(t)

entonces

J(t) = / Oy, t)ddy + / (.. t)o - Ndo,
w(t) O duw(t)

donde Jw(t) es la frontera de w(t), N es la normal unitaria hacia afuera

a Jw(t), y v es la velocidad de dw(t).

= Considerando el ultimo término, necesitamos conocer como estimar la

derivativa de la longitud. Podemos mostrar que

d
—(/ da) :/ curvl(t)v - Ndo.
dt\ Jrg) r()
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Aplicando los resultados de arriba tenemos

! a in
J(t)ZQ/ (fint — 9) J td:vdy+/ (fint — 9)*v - Ndo
Qine (1) ot ()

a in
+2/ metV( f t)dxdy—l—/ Imet‘zUNdJ
Qine(t) ot Q(1)

0 ex
+2/ (fext_g) gttdl’dy_/ (fext_g)QUNdO' (416)
Qezt(t) F(t)

a exr
+2/ Wm-v( / t)dxdy—/ \V fowt|?v - Ndo
Qeat(t) ot Q)

+/ curvl'(t)v - Ndo.
(1)

Gracias a la formula de Green tenemos

afznt afznt / afmt afznt
\VA S V/ — NF. 2
/Qm(t) Jin ( ot )dmdy /Q i ot dady r@y Ot ON da,

int

pero fi(t, z) es la solucion de
Afint(xa Y, t) = fint(m7 Y, t) - g(ZE, y) en Qint(t)y
% = 0 sobre I'(¢).

Entonces

Qine (8) ot Qine (1) ot

Lo mismo sucede para

a exr a exT
/ vfe:ct'v f ‘ dxdy = _/ (fext(x7y>t)_g(x7y)) f t(l'7y7t)d$dy
Qezt (t) 8t Qezt (t) (925
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Por lo tanto, reemplazando estas ultimas expresiones en ( 4.16) obtenemos

() = /F(t)((fim B 9)2 + |Vfint|2)v - Ndo
[ Ut = 0 + 1V S Nt
T(¢)

+ / curvl'(t)v - Ndo
()

0, con la notacién del Teorema 4.3.1,

J(t) = /F(t)(e(fmt) — e(fext) + curvl'(t))v - Ndo.

Hasta ahora no hemos especificado la variacién de I'(t). Haremos que I" se
mueva a lo largo de su normal hacia afuera de acuerdo a la siguiente ecuacion

diferencial:

(z,9)(0) =T,

donde V' es una velocidad arbitraria. Desde que |N|? = 1, J'(t) puede ser

escrita como

() = / (eU2,0) = el .8) + curs DOV (0), (1)

Si (f,T') es un minimizador del funcional de Mumford-Shah, necesariamente

tenemos que J'(0) = 0, es decir,

0= /F (e(fint (%, ) = e(fear (2, y)) + curvl(1))V (x(t), y(t))do,
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y como V es arbitrario, obtenemos,
e(fint) — €(fext) + curvl’ = 0 sobre I

]

El teorema anterior nos ha permitido descubrir una caracteristica impor-
tante del funcional Mumford-Shah. El funcional Mumford-Shah involucra la
medicion de la curvatura como cantidad geométrica, hecho que nos permitira,
posteriormente, representar este funcional adecuadamente por conjuntos de

niveles.

4.3.2. Problema de Particion Minimo

El funcional ( 4.9) propuesto por Mumford y Shah considera que f es
una aproximacion suave por piezas de la imagen dada g, es decir, f varia
suavemente dentro de las regiones de los objetos. Sin embargo, Mumford y

Shah [22] también propusieron un caso limite del funcional ( 4.9):

E(f.T) = / (f — 9 + uIT|. (4.17)

O\l

donde se considera a f una aproximacion constante por piezas de g, es
decir, f = constante a; sobre cada conjunto abierto R;. En otras palabras, f
ya no es suave dentro de cada regién que compone a un objeto, sino que toda
la regién tiene un valor de intensidad constante. Es mas, Mumford y Shah

llegaron a deducir que a; = mediag,g.

Mumford y Shah denominaron Problema de Particion Minimo a este caso

restrictivo del funcional original.
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Nosotros emplearemos el Problema de Particion Minimo para plantear un

algoritmo para segmentacion de imagenes.
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Capitulo 5

Método de Conjuntos de Nivel

En este capitulo ponemos a disposicion del lector la teoria de fondo que
acompana a uno de los esquemas numéricos mas recientes y robustos que exis-
ten, ya que a superado con creces las expectativas con las que fue ideado por
S.Osher y J.Sethian en 1987, tanto asi que ya en Mayo del 2002 realizando
una tarea de busqueda sobre Google, esta maquina de busqueda arrojé 2800
respuestas acerca del tema y el articulo original de su teoria ha sido citado

més de 530 veces.

Los conjuntos de nivel, proponen controlar el movimiento de interfaces
o curvas evolutivas (también llamados fronts) para detectar los bordes co-
rrespondientes a alguna geometria. Puede tratarse de bordes dindmicos como
las olas rompiéndose en el océano, llamas de fuego, las ondas hechas por la
leche en una taza o bordes estaticos si se trata de imagenes médicas acerca
de tumores, o si se busca encontrar la figura de un dalmata en una alfombra
de puntos. Este método incluso puede aplicarse para dar solucion a problemas
cotidianos como tratar de trasladar un piano a través de un departamento
estrecho y con obstaculos o el de intentar encontrar el camino mas corto por

una coordillera.Ver figura 5.1.
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Figura 5.1: Muestra la trayectoria del camino para mover un piano.

El rango de aplicaciones de los conjuntos de nivel es bastante amplio, en
fisica por ejemplo para fluidos multifase en flujos dindmicos; y para solucionar
problemas computacionales en dreas como computacién gréafica para la creacion
de efectos especiales , para visualizacion, crecimiento epitaxial, visién com-
putacional y procesamiento de imégenes, ya sea bajo su fundamento puro o
combinado con otros métodos, esta teoria matematica resulta muy atractiva

de estudiar.

Mas especificamente en el Procesamiento de Imagenes, en tareas como la
segmentacion de imagenes o la renderizacion, los conjunto de nivel son usados
para definir objetos de interés en la imagen. Otro ejemplo es el despintado
de imagenes, donde se intenta completar regiones de imagenes en donde ha
habido pérdida de informacion, los conjuntos de nivel actiian como curvas
de la imagen que trabajan rellenando las regiones donde hubo pérdida de
informaciéon minimizando la variacién de la nueva informaciéon generada. Un

ejemplo se muestra en la figura 5.2.

Estan también los trabajos orientados a la simulacién de fenémenos fisicos

tales como movimiento del agua, propagacién de llamas de fuego, denotacién
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Figura 5.2: Figura que muestra la sustraccién del texto sobre la imagen, para dejar la
imagen pura.

de ondas, simulacion de humo, logrados con gran realismo y que resultan suma-
mente tutiles en la industria de la produccion cinematografica, como se aprecia

en las figuras 5.3y 5.4.

Figura 5.3: Figura que muestra la simulacién de humo.

En las siguientes lineas hemos querido sintetizar toda la informacion util
para poder comprender el funcionamiento de este método y describirlo desde un
punto de vista analitico, pero usando al mismo tiempo un lenguaje didéctico,

con graficos y ejemplos.
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Figura 5.4: Figura que muestra a la izquierda la simulacién de la cafda de una piedra en
un depédsito de agua. A la derecha dos troncos de madera queméndose.

5.1. Introduccion a los Conjuntos de Nivel

El rol de los conjuntos de nivel en el procesamiento de imagenes se rela-
ciona frecuentemente a las ecuaciones diferenciales parciales. Usualmente los
conjuntos de nivel utilizan algin método EDP, el cual debe cumplir con algu-
nas caracteristicas: 1) Asegurar la Regularidad de las soluciones, 2) Representar
adecuadamente las fronteras y 3)Ofrecer desarrollos numéricos para los con-

juntos de nivel.

Los conjuntos de nivel sirven para particionar el dominio de la imagen
en diferentes regiones. Las interfaces que separan dichas regiones representan
el conjunto de nivel cero. Estas interfaces son representadas por funciones
adecuadas, por lo menos una funcién Lipschitz continua, usualmente la funcién
de distancia con signo, cuando se trata de curvas bidimensionales como es el

caso de las imégenes.

Mientras el movimiento de estas interfaces es controlado por EDP’s, en
otros casos, el movimiento de las interfaces depende de la posicion, el tiempo, la
geometria de la interfaz( su curvatura o la direccién de su normal) y fenémenos

fisicos externos, por tanto podemos decir que este método es conveniente para
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la representacién de funcionales que involucran cantidades geométricas tales

como la curvatura.

Este enfoque actia trasladando el problema a solucionar a una dimension
mas alta, es decir en el caso de las imagenes que son bidimensionales, la solu-
cién es trabajada en el espacio tridimensional en donde las interfaces son super-
ficies cerradas, desafortunadamente la alternativa tradicional conocida como
una parametrizacion intrinseca podria no ser conveniente si se desea soportar
esquinas afinadas y cambios topolégicos(por ejemplo cuando se queman dos lla-
mas de fuego que terminan por fundirse en una), por este motivo para nuestros
propositos computacionales se debe reformar el problema en un espacio dimen-
sional mas alto, donde paraddjicamente un sistema de coordenadas ofrece la
solucion, por eso alguna vez Hermann Weyl, un importante matematico dijo
”La introduccion de un sistema de coordenadas para una geometria es un acto

de violencia..” [30].

Finalmente, podemos concluir diciendo que el método de conjuntos de nivel
ayuda a analizar y manipular los conjuntos de niveles de una funciéon continua

que podria ser o no una imagen.

5.2. Conceptos Previos

El método de conjuntos de nivel puede definirse como una herramienta
matematica y computacional para seguir el movimiento de interfaces o curvas
evolutivas, capaz de soportar la formacién de esquinas y cuspides, cambios

topoldgicos y complicaciones tridimensionales.
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Dicho formalmente, dada una interfaz I'; en R™ acotando una regién abierta
() en un tiempo t, es posible analizar el movimiento de I' en un campo de

velocidad v = (v, vg, ..., Up).

La velocidad v no es méas que un movimiento en direccién perpendicular
(Ver figura 5.5) a la interfaz dependiente ademds de una serie de factores o
propiedades de la interfaz de tal forma que puede formalizarse en una funcién

como esta v = v(L, G, I), donde:

= [, = Propiedades Locales, estan determinadas por informacién geométri-

ca, como la curvatura y la direccion de la normal.
= G = Propiedades Globales, depende de la forma y posicién de la interfaz.

» [ = Propiedades Independientes, precisamente son independientes de la
forma y tienen que ver por ejemplo con la velocidad de fluido que sirve

para transportar la interfaz [31].

Figura 5.5: Figura que muestra la velocidad como el movimiento perpendicular a la inter-
faz.

Otra definicién bésica es la de la curvatura k que se define como la rapidez

con la que una interfaz I' se dobla en cualquiera de sus puntos.
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Por ejemplo un circulo tiene una curvatura constante ya que siempre se
dobla en una misma proporcion sobre cada uno de sus puntos, pero si suponemos
un circulo mas pequeno, éste tiende a tener una curvatura también constante

pero mayor, pues se dobla mas rapido ain.

Algunos puntos a considerar son por ejemplo restringir el movimiento de
cada parte de una curva siguiendo sélo la direccion de su normal con una
velocidad v(proporcional a su curvatura k) e ignorando el movimiento de la
interfaz en su direccién tangencial. Sabiendo que la curvatura k puede ser
positiva o negativa(si lleva sentido horario o antihorario, respectivamente),
obviamente algunas partes de la curva pueden moverse hacia adentro y otras

hacia afuera, ya que se mueven siguiendo a su normal(Ver figura 5.6).

Figura 5.6: En la siguiente figura, se aprecia los cambios de la curvatura en las zonas
convexas y concavas de la interfaz.

También podemos deducir, segun la figura, que las flechas mas largas in-
dican una magnitud mas alta que las flechas cortas, por tanto la curvatura es

mas alta en las zonas convexas.

Mas aun, si seguimos tratando de deducir més aspectos, deberiamos pre-
guntarnos ; Qué sucede si la curva sigue moviéndose de acuerdo a su curvatura?.

Si la curva inicial es un circulo y sus puntos se mueven hacia el centro, entonces
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el circulo tiende a decrecer y a colapsar como un tnico punto. Pero, si evalua-
mos una curva con forma relajada y suave, también tiende a hacerse circular,
como lo podemos apreciar en la figura 5.7. Entonces podemos generalizar este

efecto para cualquier curva simple cerrada(Ver figura 5.8) [30].

R R R
[R A R

Figura 5.7: La figura muestra que el movimiento por curvatura termina por hacer colapsar
cualquier curva simple cerrada a un tinico punto.

Figura 5.8: A la izquierda una curva simple cerrada. A la derecha estd no es una curva
simple cerrada, debido a que se intersecta a si misma.

5.2.1. Representacion de Conjuntos de Nivel

Dado que, las representaciones clasicas que existen(funcional y paramétri-
ca) han sido desechadas por considerarse no convenientes para construir un

modelo computacional como el de los conjuntos de nivel, primero porque no
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permiten fusionar las interfaces; y segundo porque limitan la traslacién del
problema a una dimensién mayor(introduccién sistema de coordenadas), es

necesario plantear una representacion adecuada.

Estando en condiciones de introducir un sistema de coordenadas, usando
el plano zy el cual contiene a la interfaz, anadiremos una coordenada mas z

que mide la altura.

Sea una funcién z = ¢(x,y,ty), donde al punto (x,y) le asignamos una
altura z. Inicialmente si consideramos que la distancia desde el punto (z,y) a

la interfaz en un tiempo ty, dicho valor corresponde a la altura respectiva z.

El propésito de construir esta superficie, es lograr intersectar el plano xy
con la interfaz. En la figura 5.9, observamos una superficie, la cual es llamada
funcién de conjunto de nivel, ésta acepta como entrada un punto en el plano
xy v arroja como salida una altura z. La interfaz plana, es llamada el conjunto
de nivel cero, porque ésta es una coleccién de todos los puntos que tienen como

altura cero, z = 0.

La superficie descrita es una superficie de nivel, que puede ser entendida
por ejemplo, si hacemos un corte extrayendo una lamina de dicha superficie, y
la dejamos caer sobre el plano xy. Sin embargo, la ldmina posee un nivel(Ver

figura 5.9).

= Si cortamos la superficie del conjunto de nivel a una altura cero arriba
del plano xy, la ldmina caeria sobre el plano zy que podria ser la interfaz

original.

= Si cortamos la superficie del conjunto de nivel a otra altura, la lamina

caeria bajo el plano zy, produciendo cualquiera de las otras curvas .
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Funcion Congunto de Mivel 5

=0 (Xl “]"x, Y

Figura 5.9: La superficie de Conjunto de Nivel(en rojo) dibuja la distancia de cada punto
(x,y) a la interfaz (en azul).

Otra forma mas sencilla de ver y entender una funcién de conjunto de nivel
¢ es imaginarla como un mapa topografico con superficies elevadas afuera y
con una laguna dentro, cuyo nivel corresponde al borde(s) de nuestra interfaz.
Pasado un tiempo la altura de la superficie ¢(x,y,t) cambia(Ver figura 5.10),
lo cual representa justamente la evolucion de la interfaz, después que la funcién
termine de evolucionar, para obtener una funcién de conjunto de nivel basta
con cortar la superficie a la altura cero(u otra), en otras palabras mostrar el

contorno cero(u otro).

Seguramente, el hecho de emular el mismo proceso de mover una curva
para mover una superficie, puede sonar extrano, facilmente podemos darnos

cuenta que problemas de dimensiones mas altas, significan mas trabajo.

Finalmente, la razon de la dimension extra, es que estamos en condiciones
de posicionar cada punto (z,y) y ajustar la altura de la funcién del conjunto de
nivel. Esto justifica, el soporte de los problemas debido a cambios topoldgicos,

tales como la fusién o separacién de dos interaces [30].
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=hixyt=1)

Figura 5.10: La superficie de Conjunto de Nivel(en rojo)fue movida, produciendo una
nueva interfaz(en azul).

5.3. Formulacién de los Conjuntos de Nivel

Habiendo revisado ya algunas definiciones béasicas y sabiendo que la cur-
vatura es una componente de muchos fenémenos fisicos, el modelo computa-
cional que a continuacion describimos se sustenta considerando lo que sucede

en una interfaz evolutiva moviéndose con respecto a su curvatura.

Dada una hipersuperficie (N — 1)-dimensional cerrada Iy, produciremos
una formulacién Euleriana para controlar el movimiento de la hipersuperficie

I' propagandose a lo largo de su normal con una velocidad v.

Dicha hipersuperficie es la interfaz y estd dada por una funcién suave ¢(x, t)
representando la interfaz como un conjunto donde ¢(x,t) = 0 (con un nivel
cero que representa el borde de la interfaz) y x = (x1,29,...,2,) € R". Es
decir, ¢(x,t) es la funcién de conjunto de nivel concebida como curvas cerradas

en dos o mas dimensiones y que sirven para dividir un dominio en regiones [31]

[24].
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Entonces expresando la normal N de la interfaz I'; asumida como una

funcién de conjuntos de nivel, tendremos:

Vo

Bz (5.1)

Si bien se dice que la hipersuperficie I' se mueve siguiendo la direccion de
la normal de cada uno de los puntos que la componen, debemos considerar que
es la curvatura la que realmente determina como se mueven estos puntos, es
decir, si lo hacen hacia afuera o hacia adentro de la interfaz, como ya lo hemos
explicado en una secciéon anterior. Entonces es bueno aqui hacer una definicién
mas formal de la curvatura, la cual se expresa como un vector de puntos en

direccion a la normal de la funciéon de conjuntos de nivel.

Vo

k=-V.——
Vol

(5.2)

Ademds sea la regién €, abierta acotada por I'; : {x|¢(x,t) < 0} define la

parte interior de la interfaz, y I'; : {x|¢(x,t) > 0} la parte exterior.
La funcién de conjunto de nivel ¢ tiene las siguientes propiedades [23]:

» Pp(x,t) <0 para x €
= p(x,t) >0 para x ¢
v ¢(x,t) =0 para x € 002 = ['(t),
sabiendo que la idea es hacer pasar la interfaz de propagacién como una

funcién de conjunto de nivel cero. La funcién ¢ puede ser perfectamente una

funcién de distancia con signo, como esta:

B(x,ty) = d(x,T), (5.3)

Anali Alfaro A. Tvan Sipirdan M.



5.3 Formulacion de los Conjuntos de Nivel 81

donde d es la distancia de x a la interfaz I'y(distancia Euclideana) y el signo
+ depende de si el punto x se encuentra afuera o adentro, respectivamente de

la hipersuperficie I'y [4].

_ td(x,T) Six estd fuera de Iy,
d= (5.4)

~d(x,Ty) Six estd dentro de I'y.

2

Ahora tenemos que ¢(x,1y) : R* — R con la propiedad de que:

Fo = [x|o(x, o) = 0], (5.5)

Lo siguiente es introducir una ecuacién evolutiva ¢(x,t) que incluya el
movimiento de I'; cuando el conjunto de nivel ¢ = 0. Para lograr esto, nece-
sitamos que la distancia entre x; y la interfaz de propagacion I'; sea cero. Es
decir, x( es un punto sobre la interfaz inicial Iy, y ademés vy, = N, donde N

naturalmente es la normal.

Ademas sabiendo que, la funcién del conjunto de nivel cero debe corres-

ponderse con la interfaz, eso significa que:

o(x¢,t) =0, (5.6)

Aplicando la regla de la cadena para la ecuaciéon anterior, tenemos:

¢+ Vo(xe,t) - x; =0, (5.7)

Desde que v indica la velocidad en direccién de la normal hacia afuera,

entonces v = N -x;, donde N = % y esto produce una ecuacion de evolucion
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para ¢, esta es:

¢+ 0|V =0, (5:8)
dado un ¢(x,ty) [31] [24].

Pero la ecuacion de arriba no es el modelo final. Consideremos un ¢t > 0y
x € 2 en tanto v este definido fuera de la interfaz, en el espacio completo y

tomando en cuenta estas condiciones:

= Una condicién de bordes: una eleccion general es que la derivativa en la
direccién normal N de desvanesca en los bordes. Asi g—f\’/ = 0 sobre 0f).

= Una condicién inicial en un tiempo ¢ = 0. Una buena candidata es la

funcion de distancia con signo, como hemos visto.

Entonces el modelo final realmente queda ast:

oi(x,t) = v|Vo(x,t)| para (x,t) € Q2x]0, 400,

o(x,0) = d(x,T) , (5.9)

Qly
28

=0 para (x,t) € 0Q2x]0, +o0.

Esta es la ecuacion introducida por S.Osher y J.Sethian, nétese que para

una clerta funcion de velocidad v se obtiene una ecuacién clasica de Hamilton-

Jacobi [4].

5.3.1. Otros aspectos de la Formulacién de los Conjun-

tos de Nivel

El hecho de trabajar bajo una formulacién Euleriana (Hamilton-Jacobi),

trae consigo algunas aspectos deseables [4], como:
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» Primero, la funcién evolutiva ¢(x,t) siempre permanece siendo una fun-
ci6én tanto como v sea suave. Sin embargo, la superficie de nivel ¢ = 0 (y
por ende la hipersuperficie I';), podria cambiar su topologia, romperse,
fusionarse y formar esquinas. Esta es una de las principales ventajas de
esta representacion, pués no necesita considerar los cambios topolégicos

numéricamente.

= Segundo, concerniente a las aproximaciones numeéricas: Se puede usar
una malla discreta fija en el dominio espacial y elegir la aproximacion

por diferencias finitas para las derivativas espaciales y temporales.

= Otra ventaja es que permite la representacion intrinseca de los elementos
geométricos de la interfaz, como la normal y la curvatura, los cuales
pueden ser facilmente expresados con respecto a ¢. Esto es una condicion

necesaria para que cualquier representacién resulte tutil.

= Por 1ltimo, la formulacién de los Conjunto de Nivel puede ser extendida

y aplicada a cualquier dimensién.
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Capitulo 6

Métodos de Conjuntos de Nivel
para minimizar el Funcional de

Mumford-Shah

En el capitulo 4 se expusieron las razones de porque el funcional Mumford-
Shah no podia ser trabajado directamente, por lo que es necesario buscar un
funcional equivalente que sea m&as manipulable y que permita plantear una

solucion para la segmentacion de imagenes.

Una caracteristica esencial del funcional Mumford-Shah es que depende de

la curvatura del conjunto de bordes I'.

Como vimos en el capitulo 5, los conjuntos de nivel ofrecen propiedades con-
venientes que permiten representar funcionales que involucran la curvatura, por
lo que en este capitulo formulamos un funcional equivalente al de Mumford-
Shah, el cual nos permite plantear la solucién al problema de la segmentacién
de imagenes. Otras formulaciones del funcional Mumford-Shah pueden ser vis-

tas en [6, 5, 2, 3].
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6.1. Formulacion del Funcional Mumford-Shah
con Conjuntos de Nivel

Ya que el problema que nos interesa aqui es lograr minimizar el funcional
( 4.17), para facilitar nuestro desarrollo, debemos asumir un caso simple en
donde la imagen f pueda asumirse como una funciéon de piezas constantes, es
decir que se cumpla que f = constante(c;) dentro de cada regién R;, donde
¢; = media(f) sobre cada componente conexa R; de Q\C. Esto es frecuente-

mente conocido como el Problema de Particion Minima.

Dada la curva C = OR. Asociaremos una funcién de conjunto de nivel ¢;

con cada fase! R;. Entonces una fase R; queda definida por:

R, ={(z,y) € Q: ¢;(x,y) > 0},

y los bordes de cada fase son definidos por la unién de los conjuntos de
nivel cero de ¢;. La funcion del conjunto de nivel mueve cada conjunto de nivel
hacia el objeto, la rapidez de este movimiento depende de la proximidad entre
la interfaz evolutiva y el objeto. Pero algunos problemas pueden surgir como
vacios o superposicion, para prevenir esto, es necesario establecer que cada R;

es disjunta y |J, R; = €2, esto se logra satisfaciendo esta condicion :

iH(@) =1,V(z,y) € Q, (6.1)

1Se entiende como fase a un conjunto de regiones que tienen un mismo tono de gris.
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donde H es la funciéon Heaviside unidimensional definida por:

1 Siz>0,
H(z) =

0 Siz<D0.

también sera necesario definir la medida Delta Dirac unidimensional §, que

sera util mas adelante, cuando describamos nuestra solucion.

La condicién( 6.1) debe considerarse como un término adicional de la ener-
gia que se busca minimizar con respecto a ¢;, relacionado a un multiplicador

de Lagrange, de la forma:

[ 1) - sy,

Este término puede ayudar a resolver problemas de transicion de fases,
pero para un nimero pequeno de regiones, sin embargo para efectos de la seg-

mentacion en donde por lo general existen varias fases, ésto debe ser mejorado.

Para mejorar entonces el problema anterior, consideraremos para cualquier
imagen que es necesario sélo logn funciones de conjuntos de nivel para repre-

sentar n fases, incluyendo la solucién a problemas de vacios y superposiciones.

Sea m = logn funciones de conjuntos de nivel ¢; : 2 — R. Los bor-
des de la imagen segmentada estdan dados por los conjuntos de nivel cero
de ¢;. Ademas introduciremos el uso de un vector de funciones de conjun-
tos de nivel ® = (¢1,...,¢,,) y también un vector de funciones Heaviside

H(®) = (H(¢1),--.,H(¢m)) cuyas componentes son sélo 1 0 0. Ademés definire-
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mos las fases en el dominio (2, asi dos pixels (1, 41) y (22, y2) pueden pertenecer
a la misma fase, si y sélo si H(®(x1,y1)) = H(P(x2,12)), es decir, cada fase

estd determinada por la funcién de conjuntos de nivel H(®).

Podemos deducir ademas, que existen n = 2™ posibles fases o clases en el
dominio €2. De esta manera, las fases formulan una descomposicion disjunta y

a su vez, su unién provee el dominio completo.

Si etiquetamos cada fase con I, con 1 < [ < 2™ = n. Seguidamente
introducimos un vector constante de promedios ¢ = (c1,¢3...,¢,), donde
c; = media(f) en la clase I, y considerando una funcién caracteristica x; para

cada clase I, donde x; = H(¢;). Entonces, el funcional puede ser escrito asi:

1
(e, ®) = Z V/Q|f—CI\ZXId1’dy+§ Z M/QWXﬂ, (6.2)

1<I<p=2m 1<i<m

donde el término de longitud estéa dado por:

1
IC| = §ZI:/Q|VXI|’

donde C denota el conjunto de bordes. Y aun podriamos simplicar este término

de longitud, haciéndolo:

e~ [ 1va G,

esto expresa la suma de los conjuntos de nivel cero que corresponden a los
bordes. Algunas bordes podrian tener diferentes pesos en el término total de

longitud, debido a su espesor.
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Figura 6.1: Dos curvas dadas por ¢; = 0 y ¢ = 0, particionan el dominio en cuatro
regiones: {¢1 > 0,¢2 > O}, {d)l > 0,¢2 < 0}, {(,251 < 0,¢)2 > O}, {(251 < O,(Z52 < O}

Por tanto la energia que minimizaremos esta dada por:

Bed= Y v [if-abuddys 3o [ [VH@L 03

1<I<n=2m 1<i<m

Obviamente aqui el conjunto de bordes C esta representado por la unién

de los conjuntos de nivel cero.

Es facil darse cuenta, por ejemplo si deseamos realizar una segmentacién
sencilla en una imagen que contenga un solo objeto, ya que existen n = 2
fases (objeto y fondo), sélo seria necesario m = 1 funciones de conjuntos de
nivel. Pero, si consideramos por ejemplo n = 4 fases entonces requerimos de
m = 2 funciones de nivel. Llegado este punto y basandonos en el Teorema de
los cuatro colores, de la Teoria de Grafos, podemos decir que es posible seg-
mentar una imagen multifase éptimamente, coloreando todas las regiones en
una particion usando sélo cuatro colores, tal que un par de regiones adyacentes
tienen distintos colores. Por lo tanto, con sélo n = 2 funciones de conjuntos
de nivel, podemos identificar las cuatro fases andlogas a los cuatro colores,
formados por funciones de nivel disjuntas {¢; > 0, ¢y > 0}, {¢1 > 0, ¢ < 0},
{$1 < 0,02 >0}, {¢1 <0,ps < 0}. En la figura 6.1 podemos observar las re-

giones que se forman por el particionamiento del dominio.
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Ademas considerando que son los bordes de las regiones los que forman la

particién {¢; = 0} [J{¢2 = 0}, lo cual conforma el conjunto de bordes C.

Segtin lo mencionado, veamos a continuacién como podemos plantear el
funcional ( 6.3), considerando dos funciones de conjuntos de nivel, para lograr

cuatro fases.

Fa(e, @) :1/1/Q]g(x,y)—011]2H(¢1)H(¢2)d1:dy
o / 9, y) — ex0PH(61)(1 — H(6n))dudy
Q
o / 92, y) — e P(L— H(61))H(6y)dudy
“ (6.4)
- / 9 ) — cool2(1 — H(1))(1 — H(g))drdy
o / VH ()]

+ o / VH ()],

donde ¢ = (11, €10, o1, Coo) €s un vector de constantes y ® = (b1, ¢2).

Para efectos de simplicidad en nuestras derivaciones, obviaremos trabajar
con los parametros vy, vy, V3, Vg, f1 ¥ M2, que seran luego considerados en la

solucién final.

6.2. Derivacion de las Ecuaciones de Euler La-
grange

Para derivar las ecuaciones Euler Lagrange® asociadas al funcional( 6.4),

consideraremos por razones de simplicidad derivar estas ecuaciones para el

2Ver Apéndice A.1.4
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término general:

- [ 1vn)

En los resultados obtenidos sélo bastara con reemplazar ¢ por sus respec-
tivos ¢1 y qbg.

Teorema 6.2.1. Sea F(¢) = JoIVH(®)], y ¢ = ¢(x,t), x € R?, entonces la

ecuacion Fuler-Lagrange asociada es:

9o Vo
7 =707 (15 o

con la condicion de frontera: 887‘(5, q =0, donde N es el vector unitario normal

o

a 02 hacia afuera.

Demostracion. Para obtener la ecuacién de Euler-Lagrange, tomaremos la
derivada de F' de acuerdo al tiempo t, entonces determinaremos la derivada de

¢ con respecto a t de manera que decremente al funcional F'.

- [ Vi)
- [ ivel

Derivando con respecto al tiempo, tenemos

2~ [ #@0dvel + [velsio)
, vo
= [ #@0vel + (@) - Vo

Ahora, aplicando la férmula de Green?® al segundo término, tenemos

0F(0) _ [, IR 73 5(9) 90
3 = [ F@0ivel - v (Zhson+ [ et

3Ver Apéndice A.2
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donde g—m 50 = 0 segin la condicién de frontera de Neumann.

Desarrollando el segundo término tenemos

A

50 ool (Z s (8]
Vo

Vol

-/ 5/(¢)¢t|v¢|—¢tv-< )5(¢)—5'(¢)¢t|v¢|

Eliminando el primer y tercer término, obtenemos
OF(¢) / v. (V¢
pu —_— 5 .

Por tanto, para que el funcional decrezca, hacemos

0 =007 (o)

Usando la notacion del teorema

d¢ Vo
o, = 0@V (W) (6.6)

Teorema 6.2.2. Sea

F(¢1) = /Q lg — C11|2H(¢1)H(¢2) T /Q g — C10|2H(¢1)(1 — H(¢2))
+ /Q lg — Co1|2(1 — H(¢1))H(p2) + /Q 9 — Coo|2(1 — H(¢1))(1 — H(¢2))

(6.7)
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y g = g(x), x € R?, entonces la ecuacién Euler-Lagrange asociada es:

% = —6(¢1) | [(g=en)*=(g—co)*] [H(¢2)] + [(9—c10)* = (g—co0)*] [1—H (¢2)]
(6.8)

Demostracion. Para obtener la ecuacion de Euler-Lagrange, tomaremos la
derivada de F (¢1) de acuerdo al tiempo ¢, entonces determinaremos la derivada

de ¢ para hacer que decremente el funcional F(¢,).

F(¢1) = /Q lg — 011|2H(¢1)H(¢2) + /Q lg — Clo|2H(¢1)(1 — H(¢2))
+ /Q g — co|*(1 — H(¢r))H (d2) + /Q g — coo*(1 = H(¢1))(1 — H(¢2))

Derivando con respecto al tiempo, tenemos

aF(;fl) = /{25(¢1)¢1t|9 —ci1PH(¢2) + 6(¢1) 1,19 — cro|*(1 — H(ez))

— 8(¢1)d1,]g — corPH () — 6(d1)d1,]g — cool* (1 — H(¢2))

Factorizando y tomando ¢y, de manera que F(¢;) decrezca tenemos

% = —0(¢1) | [(g—c11)*—(g—cor)?] [H (¢2)] +[(9—c10)*—(9—c00)?] [1—H (¢2)]
(6.9)
U
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Teorema 6.2.3. Sea

(o) = /Q 19— euPH(60) H () + /Q 10— cto2H (6)(1 — H(62))
n /Q 19— corP(1— H(6:)) H o) + /Q 19— oo (1 — H(60)(1 — H(on)

(6.10)

yg=g(r), € R?, entonces la ecuacion Euler-Lagrange asociada es:

% = —0(¢2) {[(9—611)2—(9—(:10)2} [H (1)) + [(9—co1)>—(9—co0)?] [1—H (¢1)]
(6.11)

Demostracion. Para obtener la ecuacién de Euler-Lagrange, tomaremos la
derivada de F'(¢) de acuerdo al tiempo ¢, entonces determinaremos la derivada

de ¢y para hacer que decremente el funcional F'(¢,).

F(¢2) = /Q lg — C11|2H(¢1)H(¢2) T /Q g — C10|2H(¢1>(1 — H(¢2))
+ /Q g — coa[*(1 = H(¢1))H(¢2) + /Q |9 — cool*(1 = H (1)) (1 — H(¢2))

Derivando con respecto al tiempo, tenemos

/ (922,19 — cn1|*H (¢1) — 6(¢2)da, g — cr0l*H (¢1)
+ 6(2) 2. lg — con|P(1 — H(¢r)) — 6(¢p2)da,]g — cool*(1 — H(¢1))

Factorizando y tomando ¢,, de manera que F (¢2) decrezca tenemos

% = —0(¢2) [(9—011)2_(9—010)2} [H(¢1)]+[(9—601)2—(g—000)2] [1—H(¢1)}
(6.12)
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]

En las ecuaciones derivadas anteriormente, los funcionales se derivaron en
funcién de ¢, manteniendo fijas las constantes c¢i1, ¢19, co1, Coo. Ahora, manten-
dremos fija a ¢ y minimizaremos la energia de nuestro funcional con respecto

a estas constantes.

Teorema 6.2.4. Sea g = g(x), v € R?, entonces

c11 = media(g) en {¢p1 > 0,0 > 0},

c10 = media(g) en {¢p1 > 0,0 <0},
X (6.13)

cor = media(g) en {¢p1 < 0,0y > 0},

coo = media(g) en {¢1 <0, ¢2 < 0}.

\

Demostracion. Probaremos los cuatro casos y tomaremos en cuenta el fun-

cional F'.

» Constante ¢;;: Derivamos F (¢11) con respecto al tiempo.

aF(CH)
ot

= /92\g —cullg — enlH (o) H(d2)

Conociendo que la derivada de ¢q; en el tiempo es cero, tenemos

0:/QgH(¢1)H(¢2)—/QCUH(%)H(%)

/QH(¢1)H(¢2) ZCll/H(¢1)H(¢2)
Q Q

Despejando ¢
_ fg gH (¢1)H (¢2)
Jo H(¢1)H (¢2)

C11(¢1, ¢2) (6'14)
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» Constante c;o: Derivamos F (c10) con respecto al tiempo.

3F£§10) _ /QQLQ — ciollg — croleH (1) (1 — H (o))

Conociendo que la derivada de ¢y en el tiempo es cero, tenemos

0= /Q GH(6))(1 — H(6s)) — /Q e H (60)(1 — H(62)

éwwmu—mm»:mﬂ}mmu—mwn

Despejando ¢y

ngH 4/51)(1— H(¢»))

010(¢17 ¢2) fﬂ <¢2>) (615)
= Constante cy;: Derivamos F(cy;) con respecto al tiempo.
2niem) — [ g cnllg - (1~ H(on)) (02)
Conociendo que la derivada de cg; en el tiempo es cero, tenemos
0= [ o1~ HO)HG) ~ [ anlt - Ho)H (o)
Q Q
[ 1= o) H(6) = [ (1~ H(o)H (o)
Q Q
Despejando ¢y,
Joy(l ))H (¢2)
cor(¢1, p2) = ?Q 1— )H () (6.16)
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» Constante cyy: Derivamos F (coo) con respecto al tiempo.

3Fa(;300) B /QQ|9 — coollg — coole(1 — H(¢1))(1 — H(¢2))

Conociendo que la derivada de cq en el tiempo es cero, tenemos

OZKﬁO—H%ﬁﬂfm@D—/wﬂ—H@MG—H@M

/Q g(1 — H(é)(1 — H(¢2)) = coo / (1= H(61))(1 — H(62))
Despejando ¢y
 Jog(1— H6))(1 - H(e)

lf ) =L T H o) (1~ H(62) 10

]

Después de haber derivado las ecuaciones Euler Lagrange de los funcionales
F y F, procederemos a fusionar los resultados obtenidos para obtener las

ecuaciones diferenciales que rigen el comportamiento de ¢; y ¢s.

La ecuacién diferencial para ¢y, segin lo obtenido en ( 6.6) y ( 6.9), tenemos

(e = e = lg = ) (1~ H(6)] f en 0 x (0.0

bajo las condiciones
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La ecuacién diferencial para ¢y, segin lo obtenido en ( 6.6) y ( 6.12),

tenemos

% = 5(¢2){u2V . (%) - {(ul(g — 1)’ — (g — 010)2)H(¢1)

+ (v3(9 — co1)? — va(g — coo)?) (1 — H((ﬁl))] } en Q x (0,00)

bajo las condiciones

¢a(2,0) = ¢h(x) en Q,

0(d2) O __
\V¢22|8_]\? =0 sobre 0f).

Con estas notaciones, nosotros podemos expresar la funciéon que representa

a la imagen f(imagen segmentada) como:

f=cuH(¢1)H(p2) + croH (¢1)(1 — H(p2))

+ co1(1 — H(¢1))H(p2) + coo(1 — H(d1))(1 — H(¢2)).

(6.18)

6.3. Implementacion Numérica

En esta seccion vamos a describir algunos aspectos importantes que nos
permitiran implementar eficientemente las ecuaciones diferenciales mostradas
en la seccion anterior. Al final de esta seccion formularemos el algoritmo para

la segmentacién de iméagenes basado en nuestro modelo.

Como hemos visto, la funcién Heaviside H es una funcién discontinua, y
ya que la funcion Delta de Dirac § se concibe como la derivada de Heaviside,
ésta no esta bien definida. Debido a que la funcién ¢ define el movimiento de la

funciones de conjuntos de nivel, es indispensable regularizar dichas funciones.
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[IR=)3

06 f

0.4t

02f

Figura 6.2: Muestra la grafica de la funcién Heaviside junto con su regularizacién.

35

a1}

25}

[ o)

Figura 6.3: Muestra la gréfica de la funcién Delta de Dirac regularizada.

Para nuestro modelo hemos tomado en cuenta la regularizacién de H propuesta
en [9)]
1

2
H.(z) = 5 (1 + - arctan §>, (6.19)

donde £ es un parametro tal que H. converge a H cuando ¢ — 0. Ahora

teniendo a H. entonces la consiguiente regularizacién de d(Ver figuras 6.2 y

5.(2) =2 (L> (6.20)

6.3) es
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Para discretizar las ecuaciones en ¢ y ¢, haremos uso del esquema de
Diferencias Finitas, siguiendo estas notaciones: sea h el paso de espacio, At
el paso de tiempo, y (z;,y;) = (ih,jh) la malla de puntos, para 1 < i < N
y 1 < j < M, donde N, M son las dimensiones de la imagen. Sea ademas,

i; = ¢(xi,y5,nAt) como una aproximacién de ¢(z,y,t), con n > 0, ®° = .

Las diferencias finitas son

AL¢ij = ¢ij— bicrg,  DL¢ij = Git1j — Pigs
Aldij = dij— dij—1,  ALdij = dijr — dig,
Ademas tomando en cuenta la discretizacién de la divergencia propuesta

en [27],y asumiendo que ¢ y ¢ son respectivamente ¢; y ¢o(para facilitar la

notacion) la discretizaciéon de las ecuaciones diferenciales es

ot —ot, s Hine AL gt
(¢ ) 2 EPVIRY T 3 2
At h \/(Aer’i’j) (¢i,j+l_¢i,j—1)
et (2h)2
Iy Algiy!
h? "~ \/( 1y~ %io1,)’ n (A% ¢ )2
(2h)? h2

— [(1lg — c11(8", ©"))* — v3(g — cor(¢',"))?) H (")
+ (12(g — c10(¢', ")) = valg — coo(9", ©"))?) (1 — H(¥"))]

(6.21)
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t+1
Yij —

t
Pi,j

x  t+1
= 0.(¢k ) H2 ne ALy
TR R (A%p] )? | (Pl a—t,o1)?
\/ i, + i,5+1 i,5—1
h2 (2h)2

t+1
h2 T ot )2 AV ot )2
(<p1+1,] Lpzfl,g) ( +<Pl’])
(2h)2 +
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(6.22)

Finalmente planteamos el siguiente algoritmo:

Algoritmo 4 Algoritmo de Segmentacion Mumford-Shah

Entrada: Imagen g
Salida: Imagen segmentada f

1: Procedimiento SEGMENTACIONMUMFORDSHAH(g)

2:
3:
4:

10:

11:
12:

Inicializar ¢{ y ¢9 con la funcién de distancia con signo, ¢ = 0
anterior =0
actual = 10000

Repetir
anterior = actual
Computar ¢y, 10, co1 y oo por ( 6.14),( 6.15),( 6.16) y ( 6.17).
Obtener ¢/t y ¢4t por (16.21) v ( 6.22).
actual = Evaluar Funcional (¢}, 5™, c11, c10, o1, coo, 9)

Hasta |actual — anterior| < T

Componer la imagen segmentada f por ( 6.18).
Retornar f > La imagen segmentada

13: Fin Procedimiento

El umbral T representa la minima diferencia de valores del funcional en el

tiempo que serd permitida en el algoritmo. En imagenes en donde se necesi-

ta conservar la mayor cantidad de detalles, T deberia ser lo suficientemente

pequeno. En las pruebas realizadas en este trabajo, nos encontramos con
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0 < T < 10 y mas especificamente, 0 < T' < 1 para mantener el maximo
nivel de detalle, y 1 < T < 10 para realizar un proceso mas rapido y con

bosquejos de segmentacion con menos detalles.

Para calcular la complejidad de nuestro algoritmo, tomaremos en cuenta,
algunos aspectos importantes. La inicializacién de las funciones ¢{ y ¢9 con
la funcién de distancia con signo(linea 2) es O(1), debido a que, para efectos
de implementacion, la inicializacion de las funciones antes mencionadas se rea-
liz6 una tnica vez, con dimensiones considerablemente mayores a todas las
iméagenes de prueba con las que contamos para este trabajo. Estas funciones
se almacenaron en memoria permanente, por lo que en la implementacion del
algoritmo sélo se realiza un proceso de cargado de éstas funciones, dependiendo

del tamano de la imagen.

Para el cdlculo de las constantes ¢y, ¢19, o1, coo(linea 7) en el peor de los
casos, el computo de éstas constantes se realizard en un tiempo O(n x m),

donde n, m son las dimensiones de la imagen.

El proceso de obtener ¢{*! y ¢4t se realiza en cada ¢(z,y), por lo que es

de orden O(n x m), al igual que la evaluacién del funcional.

Por lo tanto, el tiempo que toma una sola iteracién de nuestro algoritmo es
O(n x m). Si asumimos que para una imagen determinada, el algoritmo la seg-
menta en d iteraciones, entonces nuestro algoritmo es del orden O(n x m x d).
El factor d depende de la cantidad de detalles de la imagen, ya que las imagenes

mas simples necesitaran menos iteraciones que las imdgenes mas complejas.
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6.4. Resultados

Concluimos este capitulo presentando algunos resultados obtenidos sobre
imagenes reales y sintéticas, producto de la aplicacion del algoritmo Mumford-
Shah. Mostraremos la imagen original g y la aproximacién constante por piezas
f. En nuestros experimentos, nosotros elegimos los siguientes parametros:
v =vy =v3 =1y =1, h = 1(paso espacial), At = 0,1 (paso de tiempo). Sélo
los pardmetros de longitud p; y pe no son los mismos en todas las pruebas
realizadas. Para todas nuestras pruebas, asumimos p; = po = . Si nosotros
deseamos segmentar todos o la mayoria de objetos como sea posible y de
cualquier tamano, entonces p debe ser pequeno. Si por el contrario queremos
segmentar solo objetos grandes y no detectar objetos pequenos como puntos

de ruido, entonces o debe ser grande.

Ademas, empleamos las regularizaciones H, y d. con € = 1. En los siguien-
tes resultados, mostramos a la izquierda la imagen original g , al centro la

imagen segmentada f y a la derecha el conjunto de bordes I'.

Todas las pruebas se realizaron en una computadora de 2,8GHz con 512MB

de RAM.

02

R MEX_ [J ME

Figura 6.4: Segmentacién de una imagen con la presencia de multiples objetos de la misma
clase. Tamafo 175 x 162. u = 0,01 - 2552
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La imagen original mostrada en 6.4 presenta objetos bien diferenciados del
fondo, por lo que la segmentacion ha sido buena. Ha logrado separar adecuada-
mente los objetos del fondo y ha preservado la forma de los objetos presentes

en la escena.

Figura 6.5: Muestra la segmentacién de una imagen médica de la corteza cerebral. Tamafio
131 x 173. u = 0,001 - 2552.

En la imagen 6.5 se aprecia la correcta segmentacion de las cuatro regiones
mas saltantes de la imagen original, preservando los detalles y la forma de los

objetos presentes en la imagen original.

Figura 6.6: Imagen facial real. Tamafio 192 x 192. u = 0,01 - 2552
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En la imagen 6.6 observamos una buena segmentacién de las componentes

principales del rostro, ojos, cejas, nariz y boca.

(2

Figura 6.7: Imagen sintética. Tamafio 64 x 64. u = 0,01 - 2552,

La segmentacion de la imagen sintética 6.7 es bastante buena, el algoritmo

ha logrado encontrar una imagen f que contiene objetos bien definidos.
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Capitulo 7

Analisis de Resultados

A continuacién presentamos el andlisis de una serie de imagenes de todo
tipo, sometidas al proceso de segmentaciéon, usando los diferentes métodos ya

descritos en este trabajo.

Este analisis trata de evaluar los logros alcanzados al segmentar las imagenes,
aplicando los métodos clasicos de segmentacion frente a los resultados obtenidos

por segmentar usando el algoritmo de Mumford-Shah.

Esta evaluacion ha sido elaborada principalmente mediante inspeccién vi-
sual, y radica en el andlisis de los indicadores tomados para considerar que una

segmentacion es éptima. Estos indicadores fueron descritos en el capitulo 1.

Las imagenes consideradas para ser segmentadas forman parte de una base
de datos construida para llevar a cabo nuestro objetivo, y esta conformada
por diversas categorias de imagenes que permitiran evaluar diversos aspectos,
evidentemente dependiendo del contexto de la imagen, que ayudaran a conocer
las fortalezas y debilidades del desempeno de los algoritmos clasicos y del

algoritmo de Mumford-Shah.
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También debemos conocer los aspectos importantes de cada algoritmo
clasico. Para el algoritmo multiumbral, se emple6 un k£ = 2, es decir sélo
encontrara 3 regiones. Para el algoritmo de crecimiento de regiones, el crite-
rio de homogeneidad tomado en cuenta es el de la similitud de tonos de gris
entre pixels vecinos. Se consideraron pixeles similares aquellos cuya diferencia

en tonos de gris no era mayor a 30.

Para el algoritmo de crecimiento de regiones implementado aqui, se conside-
r6 como entrada una unica semilla colocada dentro del objeto de interés en la
imagen, con el objetivo de que segmente dicho objeto del fondo y del resto de

objetos presentes en la escena.

Para el algoritmo Split-Merge, se emple6 como criterio de homogeneidad,
la similitud en tonos de gris de pixels vecinos. El valor umbral para el proceso

de descomposicion fue 25, al igual que el valor umbral para la fusion.

Iniciamos evaluando la imagen 7.1 que muestra originalmente una imagen

7.1(a) de corte comun, que se caracteriza por presentar objetos bien definidos.

En la Fig. 7.1(b) apreciamos el resultado de segmentar la imagen al aplicar

el algoritmo Multiumbral.

Se puede apreciar una segmentacion aceptable con adecuada separacion de
los objetos de la escena con el fondo, ademas de una buena segmentaciéon de

los objetos importantes de la escena, en este caso los ntimeros y letras.

Podemos apreciar también que el algoritmo ha mantenido la forma de los
objetos de interés, a pesar de que ha creado regiones oscuras alrededor de
los niimeros, debido a las sombras que son casi imperceptibles y que dan la

sensacion de que el algoritmo ha creado objetos innecesariamente.
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2} MEX_

(d) (e)

Figura 7.1: (a)lmagen Original.(b)Imagen segmentada usando Multiumbral. (c)Imagen
segmentada usando Crecimiento de Regiones.(d)Imagen segmentada usando Split-Merge.
(e)Imagen segmentada usando Mumford-Shah.
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En la Fig. 7.1(c) podemos apreciar el resultado de segmentar la imagen
original 7.1(a) usando crecimiento de regiones. Aqui evidentemente es casi
imposible elegir una semilla de tal forma que ésta sea capaz de segmentar todos
los objetos, pues cada uno presenta intensidades de gris bien diferenciables. Es
facil ver que no se mantienen adecuadamente la forma de los objetos, ya que

ha eliminado las partes interiores de los ntimeros y letras.

En la Fig. 7.1(d) apreciamos la segmentacién aplicando el algoritmo Split-
Merge. En cuanto a la separacion de los objetos y el fondo, al parecer lo logra
bien, el problema es que practicamente la imagen segmentada es muy similar
a la original, crea una region por cada objeto de manera que la imagen se
vuelve mas compleja, es decir, no uniformiza ni reduce el niimero de regiones
que permiten que la imagen sea mas simple, que es justamente el objetivo de

segmentar.

Finalmente analizemos la imagen segmentada producto de aplicar el al-
goritmo Mumford-Shah, imagen 7.1(e). Presenta una adecuada diferenciacion
de las clases de objetos de la imagen, lldamense fondo, nimeros y letras. De
lo anterior podemos afirmar que en términos generales se observa una bue-
na segmentacion de los objetos significativos ademas de mantener la forma y

dimensiones originales de los objetos.

La figura 7.2(a), se trata de una imagen de tipo médico, que se caracteri-
za por presentar una iluminacién y contraste bastante aceptables, contiene
objetos grandes pero también detalles finos, ademas a simple vista se pueden

observar la presencia de tres regiones bien definidas.

Analizando para la segmentacién Multiumbral, imagen 7.2(b), de acuerdo

al primer indicador, debemos decir que no existe una buena diferenciacion
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{d) (e}

Figura 7.2: (a)lmagen Original.(b)Imagen segmentada usando Multiumbral. (c)Imagen
segmentada usando Crecimiento de Regiones.(d)Imagen segmentada usando Split-Merge.
(e)Imagen segmentada usando Mumford-Shah.
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de los objetos saltantes y el fondo, pues se observa la fusién de las regiones
conformadas por los detalles finos que forman parte de los bordes de los objetos

caracteristicos de la imagen.

Dando un vistazo también podemos ver que se observa la presencia de
puntos blancos, ésto puede interpretarse como que no existe una total homo-
geneidad en la region correspondiente a la masa cerebral, debido en parte a la
imagen original que tiene cierta iluminacion en esa misma zona, seguramente
al momento de segmentar estos pixels mas iluminados se cuelan a manera de

ruido.

Una consecuencia de la fusiéon entre los bordes que rodean a los objetos
significativos y los objetos significativos, es la pérdida de los detalles finos de
los bordes, ésto también hace que se pierda la forma y tamano real de los

objetos, en realidad la segmentacion hace que se cree un objeto nuevo.

En el caso de la segmentacion por crecimiento de regiones, imagen 7.2(c), si
bien la eleccion de la semilla ha permitido segmentar el objeto mas significativo
en la imagen(masa cerebral) y el fondo, ésto no es lo més deseable pues deberia

de segmentarse todos y cada uno de los objetos que conforman la imagen.

Nuevamente, la fusion trae como consecuencia que durante la segmentacion
de los objetos significativos (masa cerebral)se pierda gran parte de la informa-
cién que tiene que ver con los detalles finos que se encuentran en los bordes.
Ademas se pierde informacion acerca del tamano y forma original de los obje-

tos.

En cuanto a la segmentaciéon lograda por aplicar el algoritmo Split-Merge,
Fig. 7.2(d), la separacién de los objetos y el fondo es adecuada, ya que la

imagen original presenta regiones bien difereciables.
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Si bien se logra capturar los detalles, el problema es que se crean regiones

innecesarias, principalmente en las zonas donde existen mas iluminacién.
Conserva adecuadamente el tamano y forma real de los objetos.

Finalmente, el caso de la imagen segmentada usando Mumford-Shah
Fig. 7.2(e), consigue una segmentacion éptima con una separacion adecuada
de los objetos saltantes, la parte comprendida por las bandas que rodean a
dichos objetos y el fondo. es decir identifica las tres regiones que a simple vista

conforma la imagen original, Fig. 7.2(a)

A diferencia de otros métodos, Mumford-Shah presenta regiones homogéneas,
ain cuando la iluminacién de la imagen en la zona central claramente deja

apreciar dos tonos distintos del fondo.

La segmentacion de los objetos significativos es aceptable, sobre todo en
el caso de las bandas que rodean la masa cerebral(exterior y centro) lo que
origina la preservacion de los detalles de los objetos, por ésto también es que

se conserva de mejor manera la forma y las dimensiones de los objetos.

La figura 7.3(a) presenta una imagen facial frontal que posee una ilumi-
nacién y contraste aceptable y que por su naturaleza tiene objetos significativos

mas complejos como las cejas, los ojos, los labios y la nariz.

En la Fig. 7.3(b) se muestra la imagen segmentada con el algoritmo multi-
umbral. Presenta una segmentacion aceptable del rostro y la parte superior
del fondo de la imagen. También se puede apreciar una buena segmentacion de
los componentes principales del rostro(ojos, cejas, nariz y boca). Aunque hay
deficiencias a nivel del fondo en la parte inferior que tiene tonos de gris muy

similares a los usados para segmentar objetos como orejas y aretes.
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Figura 7.3: (a)lmagen Original.(b)Imagen segmentada usando Multiumbral. (c)Imagen
segmentada usando Crecimiento de Regiones.(d)Imagen segmentada usando Split-Merge.
(e)Imagen segmentada usando Mumford-Shah.
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Ademsds la imagen segmentada 7.3(b) mantiene la forma correcta y dimen-

siones de los elementos significativos.

La Fig. 7.3(c) es el resultado de la segmentacion de la imagen facial con el
algoritmo de crecimiento de regiones. No existe una buena separacion de los
objetos significativos y el fondo debido a las deficiencias del criterio de simili-
tud, pues éste es restringido y permite que la luz y las sombras se consideren

parte del rostro.

Ademas, no se mantienen la forma de los objetos, ya que depende mucho
del criterio de similaridad de los pixels vecinos, que varian mucho en un mismo

objeto.

La Fig. 7.3(d) presenta el resultado del algoritmo split-merge. Logra seg-
mentar adecuadamente el objeto principal(rostro) del fondo de la imagen, el
problema es que crea regiones adicionales, las cuales corresponden a las zonas
del rostro que presentan rasgos de sombras y donde hay presencia ligera de
luz. Esto puede representar una dificultad en el sentido de que la imagen se

vuelve mas compleja, cuando lo que se busca es hacerla més sencilla.

Ya que la imagen segmentada y la original son muy parecidas, practica-
mente los rasgos faciales han permanecido como regiones individuales, asi tam-

bién, otras caracteristicas como las orejas, el cabello y los aretes.

Ademas, preserva adecuadamente la forma y dimensiones de los objetos de

la imagen original.

En la Fig. 7.3(e) se muestra el resultado de la segmentacién Mumford-
Shah para la imagen facial. Se observa una buena segmentacion del fondo y los

objetos. Se han segmentado adecuadamente todas las caracteristicas faciales
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(b) (c)

(d) (e)

Figura 7.4: (a)lmagen Original.(b)Imagen segmentada usando Multiumbral. (c)Imagen
segmentada usando Crecimiento de Regiones.(d)Imagen segmentada usando Split-Merge.
(e)Imagen segmentada usando Mumford-Shah.

mé&s importantes(ojos, boca, cejas y nariz). El resultado es una imagen mas
simple que la original, pero que preserva las caracteristicas principales. Reduce
al maximo el nimero de regiones, haciéndolas uniformes y manteniendo la

forma y dimensiones de las caracteristicas significativas.

La figura 7.4(a) presenta una imagen sintética totalmente nitida, adecuada

iluminacion y contraste, y con objetos bien definidos.

En la Fig. 7.4(b) se muestra el resultado de aplicar el algoritmo de seg-

mentacién multiumbral para la imagen sintética 7.4(a).

Se puede observar que no existe una adecuada segmentacién, pues las cua-
tro regiones de la imagen original han sido segmentadas en sélo dos regiones.
La primera region esta formada por la fusién de los circulos mas oscuros y

la segunda region la conforman el fondo y el circulo més claro, lo cual dista
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mucho de la realidad. Ademas parte del fondo original aparece segmentado con

ruido.

La imagen segmentada parece estar ruidosa por la mala segmentacion del

fondo de la imagen.

En la Fig. 7.4(b) existe una mala segmentacién de los objetos significa-
tivos, pues los transforma al fusionarlos, y a la vez crea nuevos objetos, los
cuales no estan presentes en la imagen original. Ademas se observa pérdida de

informacion del fondo de la imagen.

En la Fig. 7.4(c) se presenta la segmentacion de la imagen sintética con
el algoritmo de crecimiento de regiones. La separacién de los objetos y el
fondo es mala. El criterio usado para la devolucién de las semillas origina
la unién del fondo y de los objetos mas oscuros como una sola region, mientras
el objeto restante forma una regién distinta. Por tanto, no existe una buena
segmentacion de los objetos significativos, y a la vez no se conserva la forma y

las dimensiones originales de los objetos.

En la Fig. 7.4(d) se muestra el resultado de aplicar el algoritmo split-
merge en la imagen sintética 7.4(a). Presenta una adecuada segmentacién de los
objetos y el fondo, creando para ello una region caracteristica para cada objeto
y el fondo. Por ello, existe una buena segmentacién de los objetos significativos,

y ademéas mantiene la forma y tamano de los objetos originales.

En la Fig. 7.4(e) se observa la imagen segmentada con el algoritmo Mumford-
Shah propuesto. Se hace notoria una buena segmentacion de los objetos signi-

ficativos y del fondo, manteniendo su forma y sus dimensiones.
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(d) (e)

Figura 7.5: (a)lmagen Original.(b)Imagen segmentada usando Multiumbral. (c)Imagen
segmentada usando Crecimiento de Regiones.(d)Imagen segmentada usando Split-Merge.
(e)Imagen segmentada usando Mumford-Shah.

En la Fig. 7.5(a) se muestra una imagen sintética a la que se le ha anadido
una cantidad considerable de ruido. El criterio que evaluaremos en esta imagen,

sera la sensibilidad al ruido de los algoritmos clésicos y del algoritmo propuesto.

El algoritmo de segmentacion multiumbral(Fig. 7.5(b)) es totalmente sen-
sible al ruido, debido a que sélo toma en cuenta la informaciéon global de las
intensidades de los pixels, los cuales varian mucho en un mismo objeto ante la
presencia de ruido. El algoritmo de crecimiento de regiones(Fig. 7.5(¢)) tam-
bién es sensible al ruido. Esto es debido a que, al existir ruido en el objeto de
la imagen, el criterio de homogeneidad es sensible al ruido, el cual hace que la

intensidad dentro del objeto varia considerablemente. Por el mismo motivo, el
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algoritmo Split-Merge(Fig. 7.5(d)) segmenta demasiadas regiones, consideran-

do incluso al ruido como regiones.

En la segmentacién con nuestro algoritmo(Fig. 7.5(e)), vemos que la sen-
sibilidad al ruido se ha reducido en comparacién con los otros algoritmos. El
algoritmo ha logrado, exitosamente, segmentar el objeto del fondo, definiendo
bien sus bordes. Aunque se hacen notorias algunas marcas en la imagen seg-
mentada por el hecho de que la imagen original no es adecuada por el ruido,

la segmentacién es buena.

Cabe recalcar que para obtener el resultado de la Fig. 7.5 se emplearon
los siguientes parametros: u = 0,15 x 2552, T = 0,0006. La imagen tiene
un tamano de 100 x 100 y el algoritmo realizdé 600 iteraciones para hallar el

resultado mostrado.

A continuacién mostramos una tabla con los tiempos(en segundos) que

emplearon los 4 algoritmos analizados para realizar las segmentaciones.

Imagen | Multiumbral | Crec. Regiones | Split-Merge | Mumford-Shah
4627 7 3 4 13
Cerebro 7 1 2 6
Rostro 8 6 2 37
Circulos 2 1 1 2
Ruidosa 7 1 3 154

Cuadro 7.1: Tiempo de ejecucién de los algoritmos clasicos y de Mumford-Shah.

7.1. Otros resultados

En esta seccién mostraremos otros resultados adicionales obtenidos al aplicar
nuestro algoritmo de segmentacién basado en el Funcional Mumford-Shah. Las

iméagenes mostradas presentan a la imagen original a la izquierda, la imagen
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118
segmentada al centro y la imagen que representa al conjunto de bordes, a la

derecha. Ademas se especificara el pardametro p, el niimero de iteraciones y el

tiempo empleado por el algoritmo para segmentar las imégenes.

™

T =10

Figura 7.6: Imagen sintétic

a. Tamano 64 x 64, u = 0,01 x 255 x 255. 6 iteraciones. 1s.

T=5

Figura 7.7: Imagen cerebral. Tamatio 117 x 131, u = 0,01 x 255 x 255. 13 iteraciones. 8s.
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Figura 7.8: Imagen cerebral. Tamaiio 129 x 154, u = 0,01 x 255 x 255. 10 iteraciones. 7s.
T=5

Figura 7.9: Imagen microscépica de glébulos rojos. Tamanio 196 x 140, u = 0,01 x 255 x 255.
7 iteraciones. 7s. T'= 10

%,
gt

Figura 7.10: Imagen facial. Tamafio 118 x 184, u = 0,01 x 255 x 255. 30 iteraciones. 28s.
T=1
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Figura 7.11: Imagen comtin de arroces. Tamafio 192 x 192, u = 0,01 x 255 x 255. 37
iteraciones. 55s. T' = 0,52
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Capitulo 8

Conclusiones

En este capitulo presentaremos las conclusiones a las que hemos llegado

después de finalizar nuestro trabajo.

» La mayoria de algoritmos clasicos de Segmentacion de Imagenes contem-
plan factores globales como la tonalidad de gris, pero no usan la infor-
macién espacial de los objetos presentes en la imagen, por lo que dejan
de ser utiles en muchos casos en donde se requiere separar e identificar

objetos en una escena.

= El Funcional de Mumford-Shah provee un marco de trabajo adecuado
para un algoritmo de segmentacién de imégenes 6ptimo, que mejore el

funcionamiento de los algoritmos clasicos existentes.

» El problema de desarrollar el Funcional de Mumford-Shah para obtener
una imagen segmentada que cumpla las condiciones establecidas por este
funcional es un problema inverso, el cual necesita ser regularizado. Este
tipo de problemas no tienen solucion directa, lo que hace que los métodos

para resolverlo no sean faciles de desarrollar.
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= La formulacién original de Mumford-Shah es una formulacion intuitiva,
en la que se define el comportamiento de una imagen bien segmenta-
da, pero matematicamente hablando, la desventaja principal de la for-
mulaciéon de Mumford-Shah es la no uniformidad de los términos que

comprenden medidas de superficies y longitudes de curva.

= Muchos estudios sobre el tema indican que la mejor manera de analizar
el funcional de Mumford-Shah es obteniendo una formulaciéon débil en
la que se tiene que reemplazar el término de longitud de bordes por la
medida Haussdorff del conjunto de bordes. Este cambio es debido a la

necesidad de definir el espacio de funciones en el que existe una solucién.

= La descripcién analitica de la solucién del Funcional Mumford-Shah per-
mite conocer que la solucién depende de la curvatura del conjunto de
bordes, por lo que el Funcional involucra medidas geométricas. Este pun-
to es muy importante, pues nos permite decidir el uso de Conjuntos de

Nivel para formular un nuevo funcional numéricamente manipulable.

= El Problema de Particién Minimo, como caso especial del Funcional
Mumford-Shah, ha resultado un excelente criterio para mantener el pro-
blema de segmentaciéon mucho mas simple sin dejar de obtener buenos

resultados al aplicarlo.

= El método de Conjuntos de Nivel posee el marco de trabajo idéneo para
buscar la solucion del Funcional Mumford-Shah como un problema de
evolucion de curvas, en donde intentamos buscar las mejores curvas que

cumplan con el criterio del funcional.

= El Teorema de los Cuatro Colores, de la teoria de grafos, y su aplicacion

en el coloreamiento de mapas, han permitido que nuestra formulacion
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del Funcional Mumford-Shah con Conjuntos de Nivel sélo emplee dos
funciones de conjuntos de nivel para describir cualquier imagen, tomando
en cuenta que se generaran 4 fases. Vale la pena senalar que una fase
puede contener a varios objetos, por lo que sélo se necesitan 4 fases para

segmentar cualquier tipo de imagen.

= Un aspecto muy importante de la evolucion de nuestra solucién en las
Ecuaciones Diferenciales Parciales es la Condicién de Neumann. Esta
condicion describe el comportamiento de las funciones de conjuntos de
nivel en la frontera, es decir en los bordes de la imagen. La buena im-
plementaciéon de esta condicién durante todo el proceso de evolucién

permiten que los resultados obtenidos sean buenos.

» El efecto de los pardmetros que controlan la longitud de los bordes(u
y p2) es muy importante, ya que son ellos los que controlan si la seg-
mentacién contiene mas detalles o sélo representan un bosquejo sim-
ple sin muchas caracteristicas. Dependerda mucho del tipo de imagen
que se quiere segmentar para poder asignarle un valor adecuado a es-

tos parametros.

= Nuestro algoritmo es sensible a imagenes con bajo contraste y pobres
condiciones de iluminacion. Planteamos que las imagenes que presentan
estos problemas deberian antes pasar por un pre-procesamiento, ya sea de
mejoramiento de contraste o de correccién de luz. Resulta casi imposible
pensar que el algoritmo pueda reconocer una sombra o un brillo en un

objeto.

= La aplicacion del Problema de Particion Minimo ha permitido que los re-
sultados obtenidos sean imagenes simples, pero sin perder las caracteristi-

cas esenciales de las originales. Imagenes segmentadas simples haran que
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un posterior proceso de analisis de imagenes o visién computacional re-

quieran menos trabajo y sean mas exactos.

= Los tiempos obtenidos con nuestro algoritmo son superiores a los de los
algoritmos clasicos. Pero debemos tener en cuenta que el algoritmo multi-
umbral empleado en este trabajo sélo segmenta 3 regiones, el algoritmo
por crecimiento de regiones no ofrece resultados generales para poste-
riores procesos y el algoritmo Split-Merge produce imagenes un poco
menos o igual de complejas que las originales. Las imagenes resultantes
con nuestro algoritmo ofrecen una buena segmentacion de los objetos
significativos de la escena, los cuales pueden ser usados para extraer
caracteristicas en procesos posteriores. Ademads, nuestras imagenes seg-
mentadas son lo suficientemente simples como para apoyar el desempeno

de posteriores procesos.

= Nuestro algoritmo es poco sensible al ruido, debido a los parametros que
controlan la longitud de los bordes. Cuando p es grande, el algoritmo seg-
menta aceptablemente los objetos en presencia de ruido. Esto es debido
a que cuando p es grande, el algoritmo no toma en cuenta los detalles de

la imagen, dejando de lado los puntos aislados que conforman el ruido.

= Nuestro algoritmo es aplicable a muchas tareas. Hemos demostrado que
puede emplearse para apoyar la tarea de profesionales como médicos,
haciendo las imagenes mas simples pero preservando las caracteristicas
de la imagen, como forma y tamano. También en el reconocimiento de
rostros, y sobretodo, en la etapa de extraccién de caracteristicas, ya que
preserva todas las caracteristicas faciales importantes en este tipo de apli-
caciones. Entre otras aplicaciones posibles estan el reconocimiento 6ptico

de caracteres y la visién computacional aplicada a procesos industriales.
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Apéndice A

Aspectos Matematicos

En este apéndice daremos a conocer todos los aspectos matematicos im-

portantes que empleamos en el desarrollo de este trabajo.

A.1. Calculo Variacional

A.1.1. Definicion de Funcional

Sea M una clase de funciones y(z). Si a toda funcién y(z) € M le corres-
ponde, segin una regla, un nimero determinado J se dice que en la clase M

estd definida la funcional J y se escribe J = J[y(x)].

La clase M de funciones y(z) en la que estd definida la funcional J[y(z)]

se denomina campo de definicién de la funcional.

A.1.2. Extremo de un Funcional

El problema fundamental del cdlculo variacional radica en extremar un
funcional, esto significa encontar una funcién que cumpla con ser un extremo

débil de dicho funcional, es decir, que de entre todas las funciones que satis-
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fagan las condiciones de frontera de nuestro problema y(a) = A e y(b) = B

hay que hallar una funcién que maximice o minimice un funcional, tal como:

b
J(y(z)) = / Fla.y.y)

Pero ahora surge la pregunta ;Para qué valores una funciéon es maxima o
minima?. La condiciéon necesaria para considerar a un punto como extremo

local de una funcién diferenciable y = y(x) es:

oy

i

Si todos los puntos en z que cumplen con este requerimiento se denomi-
nan puntos estacionarios, la ecuacién de Euler-Lagrange provee la condicién
necesaria para establecer la estacionaridad de un funcional, pero antes de rea-
lizar ello debemos describir el teorema fundamental del calculo variacional que

sera 1til en un posterior desarrollo [20, 12].

A.1.3. Teorema Fundamental del Calculo Variacional

El siguiente teorema esta intimamente relacionado a muchas expresiones

de tipo variacional.

Teorema A.1.1. Sea la funcion continua' n € C° se cumple que:

/ n(x)m(z) = 0:Vm(z) € C° (A1)

donde n(x) =0, para a < x < b.

! Esta notacién expresa el grado de continuidad de una funcion n. Si n es continua,
nosotros decimos que n € C° siendo C° el espacio de funciones continuas. Ademds, C* es el
espacio de funciones cuya primera derivada es continua, y asi sucesivamente.
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Demostracion. Probaremos este teorema por contradiccion, diciendo:

Sin(zg) > 0 para algin zg € [a, b]. Sabiendo que n(zx) es segin el enunciado de
arriba continuo, entonces existe un vecindario U = (zg— €, zo+¢€) de xy cuando
n(xz) > 0. Ahora seleccionando una funcién m(x) tal que m(z) > 0 para x C
(zo—€, o+€) y m(z) = 0 para todos los otros = € [a, b]. Entonces [ n(z)m(z) >
0, lo cual es una contradiccion. De manera similar puede analizarse cuando

n(z) <0 [20, 11]. O

A.1.4. Ecuacion de Euler-Lagrange

Ahora, volviendo sobre el problema de encontrar una funcién y(z) € V
que extrema al funcional J(y), donde V define un espacio de funciones suaves.
Aqui es necesario indicar que no todas las funciones y(x) son aptas para nues-
tra busqueda de un extremo, aqui entran a tallar las condiciones de frontera

justamente para restringir estos valores de y(z) con respecto a un intervalo

[1, To].

Cual funcién y(z) minimiza el funcional:

=)= | " Fla,y, o), (A2)

1

de acuerdo a las condiciones de frontera

y(z1) = y(r2) = 1o (A.3)

Si suponemos que la funcién y(z) minimiza el funcional .J, entonces nosotros
procederemos a expandir la funcién y(x) utilizando una funcién auxiliar h(z) €
C! definida también bajo el mismo intervalo [z, z5] y tal que h(z;) = h(z2) = 0.

Si ahora consideramos también un pequeno pardmetro positivo €, entonces la
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funcién queda expresada asi:

y(z) + eh(x) (A.4)

La funcién anterior ( A.4) se denomina funcién de desviacién, el término
eh(z) representa pequenos cambios en la funcién y(x) sobre el intervalo [x1, 5],
por eso se le llama la variacién de y(x), esto se denota como Jy(z) := eh(z).
La funcién de desviacién y(z) + eh(x) siempre pasa a través de los valores de

frontera estipulados en ( A.3), desde que €(x1) = €(x3) = 0.

W)

win)

s 2

Figura A.1: Se observa que la funcién eh(z) es afiadida como variacién a la funcién y(x)
con valores de bordes fijos. La funcién de desviacién se denota como y + €h.

Si consideramos a y(z) y h(z) como funciones fijas entonces J(y + €h)
evoluciona dependiendo de e podriamos denotar esto asi J(¢). Esta funcién

J(€) deberfa ser minima si hacemos que € = 0. Entonces

Vh(z) : J(y + €h) es minimo para € = 0,

Si la condicién anterior no se cumple para cualquier ho(z), podriamos optar
por elegir un valor € # 0 para hacer que J(y + €h) sea mas pequeno que J(y),
es decir J(y + eh) < J(y) esto parece contradictorio, pero deja entre ver que

minimizar el funcional depende directamente del valor que asuma € por lo tanto
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se debe evaluar J con respecto a este parametro. Esta ecuacion se conoce como
la condicion de estacionaridad :

()

La ecuacién ( A.5) se considera una condicién necesaria para determinar un
extremo local. Ahora, reemplazando la ecuacién ( A.4) en la ecuacién( A.2),

la ecuacién reescrita quedaria asi:

J(y + €h) = / F(z,y+eh,y + €eh')dx. (A.6)

1

Después aplicando un proceso de expansiéon mediante las series de Taylor

en J(y + eh) acerca de F(z,y,y’) obtendremos lo siguiente:

OF OF
J(y + €h) / F(x,y,y dx—i—a—(xyy)dx—l—a—y(xyy)eh( x)dz
+8y (z,y, el () dx (A7)

Teniendo esta ecuaciéon procedemos a omitir términos de orden €? o més

grande, después de realizado esto tenemos:

dJ(y + €h) _/I2 OF (z,y,y) OF (z,vy,y') ,,
(—de >6:0 -/ —8y h(z) + —83// B ()

1
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De acuerdo a la condicién de estacionaridad establecida en la ecuacién
( A.5), toda la expresion obtenida en la ecuacién de arriba debe ser igual a

cero. Entonces tenemos:

(dJ(y + eh)
0= —F——
de —o

w2 (OF , oF
/ | (a—y@:, b )+ G (o <x>) da

Para desarrollar esta integral consideraremos que el primer término se
vuelve cero ya que al integrar en el intervalo [z, 25| los valores de estos corres-
ponden a los de las condiciones de frontera que son n(z;) = n(zz) = 0. El
segundo término lo trabajaremos aplicando integracién por partes generando

lo siguiente:

oF N 0 OF ,
/ (a_y(x’y’y ) — %a—y,(fb’,y,y )) h(x)dx

Podemos hacer que la expresion de arriba sea equivalente a tener
(F(x,y,y')h(z)) dx, entonces serd posible aplicar el teorema fundamental del

célculo variacional haciendo que (F(x,y,y')h(z)) dx = 0, es decir:

OF 0 <8F

or n_ 9 (98 N\ — A.
8y(ﬂf,y,y) pe ay,(:my,y)) 0 (A.8)

Finalmente, la ecuacion obtenida es la ecuacion de Euler-Lagrange, la cual
determina una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden que permite

encontrar la funcién y(x). Si la funcién y(x) satisface esta ecuacion, el funcional

J(y(z)) es estacionario [20, 28].
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A.2. Formula de Green

Teorema A.2.1. Sea u,v € C?*(Q). Entonces:

/Vv-Vuda::—/uAvd:v—i—/ @uds.
Q Q aq On

A.3. Coloreamiento de Mapas

El Teorema de los Cuatro Colores estd intimamente ligado con el colorea-
miento de mapas [35]. Sea un mapa conteniendo diversos paises, se desea cono-
cer cuantos colores seran necesarios para colorear el mapa completo de tal
forma que dos paises fronterizos no queden coloreados del mismo color. Este
enunciado constituye uno de los problemas més clasicos del teorema de los
cuatro colores, es conveniente, sin embargo, indicar que este mapa debe ser un

grafo planar,? y k-colorable?.

Aplicando el teorema de los cuatro colores para mapas, entonces podemos
establecer que cada mapa, que cumpla lo dicho en el parrafo anterior, es

4-colorable.

No ilustraremos la prueba de este teorema, ya que ésta es bastante extensa
y complicada, por eso sélo nos limitaremos a afirmar que cada grafo planar es

4-colorable.

2grafo planar, es aquel grafo el cual puede ser dibujado en el plano de tal forma que todos
sus arcos pueden representarse por lineas rectas, sin que estas se cruzen entre ellas.

3Un grafo es K-colorable, si es un grafo sin loops, y ademds si a cada uno de sus nodos
podemos asignarle uno de los k colores, de tal forma que dos nodos adyacentes no tengan el
mismo color.
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Figura A.2: Figura que muestra un la coloracién de un grafico 4-colorable.
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