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l)ResumenEl Voronoi-Tree es una estru
tura de datos para búsquedas por similaridad en espa
ios métri
os [DN87℄.Esta estru
tura ha demostrado tener buen desempeño en espa
ios de alta dimensión, sin embargo, es estáti
a,es de
ir, no esta diseñada para la inser
ión y elimina
ión de objetos una vez 
onstruida, lo que impli
a queno puede ser usada en una serie de apli
a
iones interesantes.El presente trabajo des
ribe la propuesta de una versión dinámi
a del Voronoi-Tree 
on la implementa
iónde las optimiza
iones y del método de Planos Fantasmas propuestos para el egnat en [UN03, Uri05℄ basadoen el gnat [Bri95℄, demostrando que di
hos métodos pueden ser implementados en otras estru
turas de tipoárbol. Finalmente se demuestra que es posible dar pleno dinamismo a la estru
tura y ofre
er un métodoade
uado y de bajo 
osto para la elimina
ión, además, manteniendo un buen desempeño en la búsqueda.Palabras 
laves: bases de datos, estru
turas de datos, algoritmos, espa
ios métri
os, 
onsultas porsimilaridad.1. Introdu

ión1.1. Ante
edentesUno de los problemas de gran interés en 
ien
ias de la 
omputa
ión es el de �búsqueda por similaridad�,es de
ir, en
ontrar los elementos de un 
onjunto más similares a una muestra. Esta búsqueda es ne
esaria enmúltiples apli
a
iones, 
omo ser en re
ono
imiento de voz e imagen, 
ompresión de video, genéti
a, mineríade datos, re
upera
ión de informa
ión, et
. En 
asi todas las apli
a
iones la evalua
ión de la similaridad entre*Par
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dos elementos es 
ara, por lo que usualmente se trata 
omo medida del 
osto de la búsqueda la 
antidad desimilaridades que se evalúan.Interesa el 
aso donde la similaridad des
ribe un espa
io métri
o, es de
ir, está modelada por una fun
iónde distan
ia que respeta la desigualdad triangular. En este 
aso, el problema más 
omún y difí
il es en aquellosespa
ios de �alta dimensión� donde el histograma de distan
ias es 
on
entrado, es de
ir, todos los objetos estánmás o menos a la misma distan
ia unos de otros.El aumento de tamaño de las bases de datos y la apari
ión de nuevos tipos de datos sobre los 
uales no interesarealizar búsquedas exa
tas, 
rean la ne
esidad de plantear nuevas estru
turas para búsqueda por similaridad obúsqueda aproximada. Asimismo, se ne
esita que di
has las estru
turas sean dinámi
as, es de
ir, que permitanagregar o eliminar elementos sin ne
esidad de 
rearla nuevamente.1.2. Mar
o teóri
oLa similaridad se modeliza en mu
hos 
asos interesantes a través de un espa
io métri
o, y la búsqueda deobjetos más similares a través de una búsqueda en rango o de ve
inos más 
er
anos.De�ni
ión 1 (Espa
ios Métri
os): Un espa
io métri
o es un 
onjunto X 
on una fun
ión de distan
ia d :X2 ! R, tal que 8x; y; z 2 X ,1. d(x; y) � 0 and d(x; y) = 0 ssi x = y: (positividad)2. d(x; y) = d(y; x): (Simetría)3. d(x; y) + d(y; z) � (d(x; z): (Desigualdad Triangular)De�ni
ión 2 (Consulta por Rango): Sea un espa
io métri
o (X,d), un 
onjunto de datos �nito Y � X , una
onsulta x 2 X , y un rango r 2 R. La 
onsulta de rango alrededor de x 
on rango r es el 
onjunto depuntos y 2 Y , tal que d(x; y) � r.De�ni
ión 3 (Los k Ve
inos más Cer
anos): Sea un espa
io métri
o (X,d), un 
onjunto de datos �nitoY � X , una 
onsulta x 2 X y un entero k. Los k ve
inos más 
er
anos a x son un sub
onjunto A deobjetos de Y, donde la jAj = k y no existe un objeto y 2 A tal que d(y,x) sea menor a la distan
ia dealgún objeto de A a x.El objetivo de los algoritmos de búsqueda es minimizar la 
antidad de evalua
iones de distan
ia realizadas pararesolver la 
onsulta. Los métodos para bus
ar en espa
ios métri
os se basan prin
ipalmente en dividir el espa
ioempleando la distan
ia a uno o más objetos sele

ionados. El no trabajar 
on las 
ara
terísti
as parti
ularesde 
ada apli
a
ión tiene la ventaja de ser más general, pues los algoritmos fun
ionan 
on 
ualquier tipo deobjeto[CNBYM01℄.Existen distintas estru
turas para bus
ar en espa
ios métri
os, las 
uales pueden o
upar fun
iones dis
retas o
ontinuas de distan
ia. Algunos son BKTree [BK73℄, Metri
Tree [Uhl91℄, GNAT [Bri95℄, VpTree [Yia93℄, FQTree[BYCMW94℄, MTree [CPZ97℄, SAT [Nav02℄.Algunas de las estru
turas anteriores basan la búsqueda en pivotes y otras en 
lustering. En el primer 
aso sesele

ionan pivotes del 
onjunto de datos y se pre
al
ulan las distan
ias entre los elementos y los pivotes. Cuandose realiza una 
onsulta, se 
al
ula la distan
ia de la 
onsulta a los pivotes y se usa la desigualdad triangular parades
artar 
andidatos.Los algoritmos basados en 
lustering dividen el espa
io en áreas, donde 
ada área tiene un 
entro. Se alma
enaalguna informa
ión sobre el área que permita des
artar toda el área mediante sólo 
omparar la 
onsulta 
on su
entro. Los algoritmos de 
lustering son los mejores para espa
ios de alta dimensión, que es el problema másdifí
il en la prá
ti
a.Existen dos 
riterios para delimitar las áreas en las estru
turas basadas en 
lustering, hiperplanos y radio
obertor (
overing radius). El primero divide el espa
io en parti
iones de Voronoi y determina el hiperplano



al 
ual pertene
e la 
onsulta según a qué 
entro 
orresponde. El 
riterio de radio 
obertor divide el espa
io enesferas que pueden interse
tarse y una 
onsulta puede pertene
er a más de una esfera.De�ni
ión 4 (Diagrama de Voronoi): 
onsidérese un 
onjunto de puntos f
1; 
2; : : : ; 
ng(
entros). Se de�neel diagrama de Voronoi 
omo la subdivisión del plano en n áreas, una por 
ada 
i. q 2 al área 
i sí y sólosí la distan
ia eu
lidiana d(q; 
i) < d(q; 
j) para 
ada 
j , 
on j 6= i.El Voronoi-Tree o VT es una estru
tura basada prin
ipalmente en el diagrama de Voronoi y usa el 
riteriode radio 
obertor para des
artar elementos durante la búsqueda. Está basado en la estru
tura del árbol binariollamado Bisertor-Tree o BST [KM83℄, el 
ual es 
onstruido sele

ionando dos puntos 
lave y dividiendo el restode los puntos de a
uerdo a 
uál de ellos está más 
er
a. Este pro
eso se realiza re
ursivamente en ambos hijos.En el VT se sele

ionan 3 puntos 
lave para parti
ionar el espa
io, 
ada punto restante es asignado a la
lave más 
er
ana, de�niéndose así el subárbol de in�uen
ia. Cada subárbol es parti
ionado re
ursivamente. Ladiferen
ia 
on el Bisertor es al 
rear un nuevo nodo, éste debe in
luir al padre 
omo su primer objeto. Estoresulta de interés debido a que 
omo existe repli
a de objetos dentro del árbol, no es la mejor alternativa parala implementa
ión del método de Planos Fantasmas.Para el presente trabajo se implementó una versión genéri
a del VT, donde se eligen k 
entros para dividirel espa
io.Para la búsqueda por rango en el VT, se 
ompara la 
onsulta 
on 
ada 
entro, se determina que áreas estándentro del rango de in�uen
ia y se pro
ede re
ursivamente en 
ada uno de esos subárboles, el resto de los 
entrosse des
arta.El dinamismo es po
o 
omún en las estru
turas para espa
ios métri
os [CNBYM01℄, sin embargo, algunasestru
turas permiten inser
iones e�
ientes una vez 
onstruidas. Respe
to de la elimina
ión, resulta parti
ularmente
ompli
ada, debido a que las estru
turas podrían verse seriamente afe
tadas y habría que re
onstruirlas par
ialo totalmente, 
on el 
osto que 
onlleva. Resultados experimentales de estru
turas dinámi
as pueden en
ontrarseen [NR02, Uri05℄.Para este artí
ulo se sele

ionaron las pruebas realizadas sobre dos espa
ios métri
os. El primero, un di

ionariode palabras en 
astellano de 86,061 objetos, donde la distan
ia utilizada es la distan
ia de edi
ión, la 
ual entrega
omo resultado el número mínimo de inser
iones, elimina
iones o reemplazos de 
ara
teres para que una palabrasea igual a otra. El segundo es un espa
io de ve
tores de 
oordenadas reales de dimensión 10 generados 
ondistribu
ión de Gauss 
on media 1 y varianza 0.1 
uya 
antidad de objetos es de 100,000, para este espa
io seutilizó la distan
ia Eu
lidiana. Se 
onsidera que ambos espa
ios muestran 
laramente el 
omportamiento delgnat.2. Voronoi-Tree2.1. Constru

ión del VTLa estru
tura VT tiene la propiedad que el algoritmo de inser
ión original al igual que el del gnat [Bri95℄, esen sí dinámi
o, es de
ir, 
omo no es ne
esario 
ono
er a priori la forma del árbol, al insertar un nuevo objeto,este en
uentra su lugar, independiente de si la estru
tura está o no 
onstruida anteriormente.La 
onstru

ión bási
a del gnat es 
omo sigue:1. Se sele

ionan k puntos (
entros), p1; : : : ; pk de la base de datos la 
ual se va a indexar.2. Se aso
ia 
ada punto restante del 
onjunto de datos al 
entro más 
er
ano a él. El 
onjunto de puntosaso
iados al split pi se denota 
omo Dpi .3. Para 
ada pi, se 
al
ula el radio 
obertor r
 (pi) = max_d (pi; Dpi), la máxima distan
ia Dist (pi; x) dondex 2 Dpi .
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(b) Elimina
ión de un 
entro, vistade un Plano FantasmaFigura 1: Voronoi-Tree: parti
ión del espa
io, representa
ión de subplanos.4. Si tuviere que 
rearse una nueva hoja H para alma
enar un nuevo punto p, se debe tomar en 
uenta, queal momento de introdu
ir p, también se debe alma
enar al 
entro padre de p en H. Con ésto se puede de
irque:a) Los árboles de Voronoi no tienen hijos ex
éntri
os, esto quiere de
ir que un hijo no puede tener unradio más grande que su padre.b) Un VT es transitivo en el sentido siguiente: d (p; padre(p)) = min f(p; p0) =p0 2 ante
esores(p)g5. El árbol se 
onstruye re
ursivamente para 
ada elemento en Dpi .Cada 
onjunto Dpi va a representar un subárbol 
uya raíz es pi, o lo que es lo mismo, 
ada Dpi va a 
orresponderal plano de Voronoi 
uyo 
entro es pi. En la �gura 1 (a) se muestra algún momento en la 
onstru

ión de unplano P(S), 
uyo split o 
entro es S, las divisiones internas 
orresponderían a los subplanos interiores de S.2.2. Búsqueda en el Voronoi-TreeUna búsqueda en un VT, se realiza re
ursivamente 
omo sigue:1. Se asume que se desea bus
ar todos los puntos 
on distan
ia d � r a el punto x. Sea P la representa
ión del
onjunto de puntos del nodo a
tual (ini
ialmente la raíz del VT ) el 
ual posiblemente 
ontiene un ve
ino
er
ano a x. Ini
ialmente P 
ontiene todos los puntos split del nodo a
tual.2. Se toma un punto p en P, se 
al
ula la distan
ia d(x,p).3. Si d(x; p)� r
(p) > r, enton
es se elimina p de P.4. Finalmente, se 
omprueba si: d(x; p) � r, enton
es p pertene
e al rango de 
onsulta.5. Se repiten los pasos 1, 2, 3 y 4 hasta pro
esar todos los puntos restantes en P.6. Para todos los puntos pi 2 P , se pro
ede re
ursivamente sobre Dpi .



3. Planos Fantasmas sobre el Voronoi-Tree3.1. Considera
iones en la elimina
iónEl objetivo bási
o es poder tener una estru
tura que ofrez
a total dinamismo y a su vez mantener la e�
ien
iaen las 
onsultas, y ahora reinser
iones y elimina
iones. Enton
es, en la de�ni
ión del pro
eso de elimina
ión sedeben tomar en 
uenta 
iertas premisas importantes, entre éstas:1. Después de la elimina
ión, la estru
tura debe mantener las mismas 
ara
terísti
as de antes, es de
ir, serun VT, o 
ontener VTs, lo que permitirá reinser
iones y búsquedas por rango.2. No degradar en demasía la e�
ien
ia en las búsquedas, o permitir sólo un determinado aumento en el 
ostode búsqueda.Se ha dese
hado desde el ini
io la op
ión de mar
ar el elemento o nodo 
omo borrado sin su elimina
ión físi
a. Estono es a
eptable, debido a que, espe
ialmente en espa
ios métri
os, en la mayoría de las apli
a
iones los objetosson muy grandes (por ejemplo imágenes), y es indispensable eliminarlo físi
amente. Sin embargo, es posiblemantener el nodo sin el objeto, un ejemplo de esto fue propuesto en [NR02℄ manteniendo Nodos Fi
ti
ios, parauna versión dinámi
a de la estru
tura SAT. Sin embargo, este método no permite realizar 
ompara
iones dondeno existen objetos. El problema de este método es que al haber nodos donde falten algunos objetos, no se puederealizar 
ompara
iones, y por lo tanto habría que in
luir di
hos subárboles durante todas las búsquedas. Sinembargo, el problema mayor se produ
e durante la inser
ión, debido a que se presentan más de una alternativadonde insertar el objeto, lo que impli
aría quebrar la forma de 
onstru

ión del VT.Des
artando ini
ialmente el 
aso en que el dato se en
uentra en una hoja, lo 
ual no ofre
e 
ompli
a
ión enla elimina
ión, se analizará el 
aso general, es de
ir, 
uando el objeto se en
uentra en un nodo interno del árbol.Existe una 
omplejidad notoria en la elimina
ión de un dato en estru
turas de tipo árbol. En el Voronoi-Treeexisten bási
amente tres problemas durante la elimina
ión:1. Podrían verse afe
tados los radios 
obertores de los an
estros al dato eliminado, por lo que di
hos radiospodrían quedar sobre dimensionados.2. Determinar que ha
er 
on el árbol 
uya raíz es el objeto eliminado y el radio 
obertor alma
enado paraéste.3. Como la estru
tura repli
a 
ada raíz de un subárbol ha
ia las hojas, impli
a ne
esariamente repli
ar elpro
eso de elimina
ión en el 
aso de eliminar di
ha raíz.3.2. Planos FantasmasUna primera alternativa que bus
aría mantener la estru
tura en su forma original es la re
onstru

ión delsubárbol afe
tado, aquel 
uya raíz fue eliminada.Esto se logra usando un objeto 
ualquiera 
omo reemplazo y re
al
ulando todas las distan
ias a partir delnodo donde se en
ontraba el objeto eliminado. Sin embargo, esto tiene el mismo 
osto que la re
onstru

ión delsubárbol por reinser
ión de todos sus des
endientes.La re
onstru

ión del subárbol puede ser a partir de la raíz o desde el nodo afe
tado, teniendo la primerala desventaja de aumentar las evalua
iones de distan
ia, pero 
on la garantía de que no existirían 
entros 
onradio 
obertores sobre dimensionados.La ne
esidad de reinsertar todos los elementos del subárbol, es para mantener la 
oheren
ia de los rangos,sin embargo, es posible en
ontrar algunos subárboles que podrían insertarse 
ompletos, pero no impli
aría quese eximieran de algún 
ál
ulo de distan
ia.Finalmente este método resulta extremadamente 
ostoso debido a la 
antidad de evalua
iones de distan
iapor 
ada elemento a eliminar.
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tura original, sin elementos eliminados.El método de Planos Fantasmas propone reemplazar el objeto eliminado por otro que o
upe su lugar enel nodo, es de
ir, el nuevo objeto sería el 
entro del plano y 
onservaría el mismo radio 
obertor del elementoeliminado. Como no hay re
ál
ulo de rangos, la estru
tura 
ambiaría de forma a partir de este nodo produ
iéndosesolapamiento (overlap) de los planos, lo 
ual impli
a un nuevo elemento a 
onsiderar en los métodos de inser
ión,elimina
ión y búsqueda.Este método se denomina planos fantasmas debido a que bajo un mismo subárbol 
oexistirán dos planos.Uno fantasma, 
uya raíz es el objeto eliminado y sus hijos son aquellos que lo eran antes de eliminar di
hoobjeto. El otro plano, 
orresponde al plano real 
uya raíz es el objeto que reemplazó al eliminado y 
uyos hijosson verdaderamente los más 
er
anos a la nueva raíz. Algunos de los objetos del plano fantasma no pertene
eránal plano real. Durante la inser
ión, los nuevos objetos se 
ompararán 
on el 
entro real.La ele

ión del objeto de reemplazo resulta interesante, esto porque, dependiendo de la ubi
a
ión del elemento,el árbol puede resultar más o menos afe
tado. La alternativa general es elegir algún dato a partir de este nodo,de esta manera, sólo un subárbol es afe
tado y el resto del árbol permane
e inta
to y 
onserva absolutamentetodas las propiedades de un VT. La �gura 1 (b) representa el solapamiento de planos al eliminar el objeto S1 dela �gura 1 (a) al reemplazarlo por otro. Enton
es llamaremos plano fantasma a P (S1) antes de su elimina
ión,el 
ual es representado en la misma �gura por líneas no 
ontinuas.En [Uri05℄ se proponen 
uatro alternativas de ele

ión del objeto de reemplazo. Cada alternativa reemplaza enforma de�nitiva el objeto eliminado por otro, mar
ando el nuevo 
entro (subárbol) 
omo afe
tado y 
onservandoel radio 
obertor original. La mar
a permite 
onsiderar los subárboles en forma espe
ial en los pro
esos deelimina
ión y búsqueda. Las diferentes alternativas planteadas son:Reemplazo por el des
endiente más 
er
ano : Una solu
ión natural es elegir el elemento más 
er
ano quesea des
endiente del objeto eliminado, es de
ir, algún elemento dentro de su subárbol. Esta alternativaevita que el 
orrimiento del plano sea mayor. Sin embargo, la ele

ión del más 
er
ano a S1 no garantizaque el plano siga igual, por lo tanto, es posible que varios puntos queden fuera del plano real formado porel nuevo dato y otros de planos adya
entes queden dentro (ver �gura 1 (b)).Como el pro
eso es re
ursivo, es muy probable que subplanos interiores sufran el mismo efe
to, y porlo tanto, para una elimina
ión se 
rearían varios planos fantasmas dentro de un subárbol, además de losprodu
idos por la repli
a
ión del pro
eso de elimina
ión.Para visualizar 
omo es afe
tada la estru
tura después de eliminar un 
entro, 
onsidere la �gura 2, la 
ualrepresenta un árbol que no 
ontiene datos eliminados. Esta �gura podría representar el plano indi
ado enla �gura 1 (a) antes de eliminar objetos.Si el 
entro eliminado es S1, siendo el más 
er
ano a él S15, enton
es la estru
tura quedaría según se
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(b) reemplazo dire
to del último hijo ubi
adoen una hoja.Figura 3: Voronoi-Tree: Árbol después de la elimina
ión de un 
entro usando planos fantasmas.representa en la �gura 3 (a), donde el asteris
o representa la mar
a de afe
tado, tanto en el nodo 
omo enel 
entro. El elemento Sh es el ubi
ado en una hoja que sería el último en moverse.Es importante notar que dada la elimina
ión de un sólo elemento, el árbol se puede ver afe
tado en variosplanos o subárboles interiores, esto dependiendo de la 
antidad de niveles y la ubi
a
ión de los más 
er
anos.Reemplazo por el más 
er
ano en el nodo : Una modi�
a
ión a esto, sería el reemplazo del más 
er
ano,pero dentro de todos los subárboles que salen del nodo, de esta manera, la superposi
ión de planos seríamínima, sin embargo, esto podría afe
tar además a subárboles adya
entes, lo que deformaría aún más elVT.Para los dos métodos anteriores, hay que 
onsiderar los 
ostos adi
ionales por búsqueda del más 
er
ano, además,tomando en 
uenta que si el objeto de reemplazo no está ubi
ado en una hoja, se realiza una nueva búsquedadel más 
er
ano para este último objeto. Este pro
eso es re
ursivo hasta que uno de los objetos de reemplazoesté en una hoja. Este método impli
aría que por 
ada elimina
ión existirían varios nodos y split mar
ados 
omoafe
tados, además de las repli
as, lo que afe
taría en los 
ostos a los métodos de elimina
ión y búsqueda.Es importante señalar, que aunque un nodo se vea afe
tado, no ne
esariamente todos sus subárboles lo serán,lo que quiere de
ir que algunos de ellos siguen siendo VTs.Reemplazo por Des
endiente más Cer
ano Ubi
ado en una Hoja : Una ter
era alternativa es el reemplazopor el objeto más 
er
ano ubi
ado dentro de alguna hoja des
endiente del elemento a borrar. Esto podríao
asionar un solapamiento mayor de los planos, pero 
on la garantía que se realiza sólo una búsqueda delmás 
er
ano y úni
amente hay que re
orrer el árbol hasta su primera hoja.Reemplazo por des
endiente hoja : La última alternativa es el reemplazo dire
to el elemento a borrar porel último des
endiente que éste en alguna hoja del subárbol. Esta propuesta evita los 
ál
ulos de distan
iao
asionados por la búsqueda del más 
er
ano, es de
ir, 
osto 0 en términos de evalua
iones de distan
ia.Las dos últimas alternativas tienen dos 
ara
terísti
as importantes. La primera, es que sólo basta re
orrer elárbol hasta su primera hoja. La segunda, que el movimiento del objeto no o
asiona overlap en los subárboles



interiores, por lo tanto, se puede de
ir que sólo un nodo y las repli
as del 
entro borrado son afe
tados y nootros des
endientes, es de
ir, el subárbol 
ompleto a partir del elemento borrado sigue siendo un VT.El árbol de la �gura 2 apli
ando del último método, dejaría la estru
tura 
omo se muestra en la �gura 3 (b),
onsiderando que la hoja donde se bus
a el reemplazante es la misma que para el primer algoritmo.En [Uri05℄ se demuestra experimentalmente que la última alternativa se 
omporta mejor que ter
era en lamayoría de los 
asos, salvo algunas ex
ep
iones en la elimina
ión. Durante la búsqueda, a bajos rangos y 
onpor
entajes redu
idos de datos eliminados la ter
era alternativa tiene un 
omportamiento un po
o mejor quela 
uarta op
ión. Sin embargo, esta mejora sólo al
anza a un 1% y de
ae a medida que aumenta el rango debúsqueda y la 
antidad de datos eliminados, siendo �nalmente superado por la última alternativa.3.3. Búsquedas después de la elimina
iónPara el algoritmo de planos fantasmas, el de�nir una mar
a de 
entro afe
tado, permite 
onsiderar a este
entro en forma espe
ial en los distintos métodos. La mar
a alma
ena la distan
ia entre el objeto eliminado ysu reemplazante, lo que indi
aría 
uanto se movió el plano.Es interesante mostrar que para el método de planos fantasmas, el algoritmo de inser
ión después deelimina
iones no sufre modi�
a
ión, aunque los nuevos datos serían insertados en el plano real y no el fantasma,es de
ir, 
omo hijo de un 
entro que realmente existe.3.3.1. Búsquedas por rango y elimina
ionesSi se han realizado inser
iones luego de elimina
iones, enton
es la manera trivial de resolver la búsqueda porrango es in
luir en el 
onjunto respuesta el subárbol 
uyo 
entro está mar
ado, de esta manera se in
luyen lasposibles respuestas que estén tanto en el plano real 
omo en el fantasma.Si el grado los nodos del árbol es elevado y existiesen mu
hos 
entros mar
ados dentro de un nodo, enton
eses posible estar in
luyendo en las búsquedas más subárboles de los ne
esarios (todos los mar
ados).Una optimiza
ión a lo anterior evita bus
ar en todos los mar
ados usando un fa
tor de in
ertidumbre. Si sereemplaza S1 por Sh, enton
es I = d(Sh; S1), el 
ual es el valor alma
enado en la mar
a de borrado. Por lo tanto,
ualquier de
isión respe
to de ese subárbol puede estar erróneo por �I . Por ejemplo, durante la elimina
ión, albus
ar un dato si d(q; S1) > d(q; S2), se des
arta S1, ahora, si S1 fue eliminado, enton
es igualmente podemosdes
artar Sh si d(q; Sh) > d(q; S2) + I .Durante la búsqueda por rango se puede usar la misma optimiza
ión, por lo que se puede des
artar Sh sid(q; Sh)� r
(Sh) > r + I , donde r
(Sh) = r
(S1) + I .Cabe re
ordar que si dentro de los subplanos (o subárboles) de di
ho 
entro, existiese un nodo no mar
ado,enton
es en este subplano no hay solapamiento, por lo tanto se apli
a el método original y se mantiene lae�
ien
ia dentro de este subárbol.La segunda optimiza
ión propuesta para el egnat [Uri05℄ es una té
ni
a propia de las estru
turas basadas enpivotes. La idea es alma
enar la distan
ia de un objeto a sólo un pivote. El pivote será el padre de di
ho objetoy la distan
ia es 
al
ulada al momento de la inser
ión, por lo que no hay 
ál
ulos adi
ionales de distan
ia.Esta optimiza
ión sería válida solamente para aquellos 
entros que nun
a han sido padres, usualmente aquellosubi
ados en las hojas. Esto debido a que di
hos 
entros podrían estar mar
ados, por lo que la distan
ia 
on supadre no sería 
orre
ta, además, se utiliza el mismo espa
io usado para alma
enar el radio 
obertor. Manteniendola distan
ia al 
entro se puede usar la desigualdad triangular para evitar el 
ál
ulo dire
to de la distan
ia deun objeto 
onsulta sobre los objetos que tienen las propiedades indi
adas en el párrafo anterior. Esto es de lasiguiente manera:Sea q el objeto 
onsulta, p el 
entro raíz de un subárbol 
ualquiera, si los elementos hijos de p que no hansido padres, r el radio de búsqueda e Ip la mar
a de borrado insertada en p si este fuese un plano fantasma(I : distan
ia del objeto eliminado al objeto usado 
omo reemplazo), enton
es, siDist(si; p)� Ip > Dist(q; p) + r + Ip o Dist(si; p) + Ip < Dist(q; p)� r � Ip
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Centros : 20Figura 4: Costos de elimina
ión promedio para el di

ionario Español y efe
tos de las optimiza
iones respe
tode la versión original (
olumna dere
ha).se puede determinar que el objeto si no está dentro del rango de búsqueda, de lo 
ontrario hay quene
esariamente ha
er la 
ompara
ión dire
ta.4. Resultados experimentales4.1. Elimina
ionesPara los experimentos se utilizaron dos espa
ios, el primero 
orresponde a un espa
io de palabras, undi

ionario en español de 86.061 objetos, donde la distan
ia utilizada es la distan
ia de edi
ión. El segundoes un espa
io de ve
tores de 
oordenadas reales de dimensión 10 generados 
on distribu
ión de Gauss 
on media1 y varianza 0.1, 
uya 
antidad de objetos es de 100.000, para este espa
io se utilizó la distan
ia Eu
lidiana.Para las elimina
iones, se 
onstruyó la estru
tura 
on el 90% de los datos y sobre ella se eliminó el 10 o 40%de los objetos, generados en forma aleatoria y en orden aleatorio.Las �guras 4 y 5 muestran en la 
olumna izquierda los 
ostos de elimina
iones del 10% y 40% usandolas optimiza
iones, la 
olumna dere
ha muestra los por
entajes de disminu
ión respe
to de la versión sinoptimiza
iones.El método utilizado para la elimina
ión es el de reemplazo por el último des
endiente ubi
ado en una hoja.4.2. BúsquedasPara los experimentos de búsquedas, se reservó un 
onjunto del 10% de objetos, el 
ual es el que se bus
ará.Para el 
aso de los di

ionarios, los rangos de búsqueda fueron 1, 2, 3 y 4. Para el 
aso de ve
tores, a priori se
al
uló el rango que re
uperaban el 0.01, 0.1 y 1 por 
iento de la base de datos. Para el 
aso de búsquedas 
onelimina
iones, se eliminó el 10 y 40% de la base de datos y se reinsertó la misma 
antidad, sobre esto se realizóla búsqueda del 10% restante.
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Figura 5: Costos de elimina
ión promedio para el espa
io de Gauss y efe
tos de las optimiza
iones respe
to dela versión original (
olumna dere
ha).La �guras 6 muestra los 
ostos de búsqueda sobre la estru
tura sin elimina
iones, 
on elimina
ión e inser
iónde un 10% de datos y elimina
ión e inser
ión de un 40%. La 
olumna dere
ha muestra los efe
tos de laoptimiza
ión y el por
entaje de redu

ión de evalua
iones de distan
ia respe
to de la versión original. El métodode búsqueda in
luye las optimiza
iones. Respe
to del espa
io de palabras, la apli
a
ión de las optimiza
ionesimpli
an mejoras sobre el 50% en el mejor 
aso, para 20 
entros y sin elimina
iones; en el peor 
aso, la estru
tura
on 4 
entros y 
on 40% de objetos eliminados y reinsertados, las optimiza
iones impli
aron mejoras de 16%aproximadamente.5. Con
lusionesSe ha presentado una versión dinámi
a de la estru
tura Voronoi-Tree, la 
ual permite realizar inser
iones yelimina
iones e�
ientemente sin afe
tar la 
alidad de las búsquedas.Se ha demostrado experimentalmente la e�
ien
ia del método de planos fantasmas y las optimiza
iones sobreuna estru
tura de tipo árbol.Es importante desta
ar que la optimiza
ión que modi�
a la estru
tura y mantiene la distan
ia al padre(pivote), logra redu

iones de entre 17% y 35% para la búsqueda por rango en la estru
tura sin elimina
iones.En el espa
io de palabras logra mejoras del orden del 50%.Respe
to de los experimentos, se puede 
on
luir, 
omo era de esperar, que la búsqueda se degrada a aumentarel por
entaje de objetos eliminados, sin embargo, el aumento en las evalua
iones de distan
ia respe
to de laestru
tura sin elimina
iones sigue siendo ade
uado.Las alternativas propuestas también han sido ini
ialmente las más e�
ientes en el trabajo que se realiza en laa
tualidad, que es proveer de una estru
tura dinámi
a e�
iente que trabaje en memoria se
undaria, aquí tambiénson relevantes junto 
on las evalua
iones de distan
ia, los a

esos a dis
o y el tamaño de la estru
tura en dis
o.Algunas extensiones futuras al presente trabajo impli
an en
ontrar me
anismos de ele

ión del objeto dereemplazo para disminuir los 
ostos de búsquedas. También se propone analizar y experimentar el método de



planos fantasmas sobre otros árboles 
omo también sobre otros tipos de estru
turas métri
as, 
omo ser las deltipo arreglos. Finalmente, proye
tar la estru
tura a memoria se
undaria y paralelizar los algoritmos.Referen
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