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Resumen

El Arbol de Aproximacion Espaciab@-tre§ es una estructura de datos para busqueda en es-
pacios métricos recientemente propuesta. Se ha mosttedtieqe buen desempeiio comparada
contra estructuras de datos alternativas en espaciosadéirakinsion o consultas de baja selectivi-
dad. La principal desventaja que presesaéireefue la de ser una estructura de datos estatica, es
decir, era dificultoso agregarle o eliminarle nuevos eldosemna vez construida. Esto la descarta-
ba para muchas aplicaciones interesantes.

Ya hemos propuesto un buen método para manejar insercéonelsa-tree En este articu-
lo proponemos y analizamos experimentalmente distintedos para realizar eliminaciones.
Mostramos que es posible eliminar elementosatree pagando un bajo costo por permitir total
dinamismo y manteniendo aln una buena eficiencia de bdaque

Palabras claves:bases de datos, estructuras de datos, algoritmos, esps&iosos.
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1. Introduccion

Actualmente las bases de datos han incluido la capacidddde@nar nuevos tipos de datos tales
como iméagenes, sonido, video, etc. Estos tipos de datodioies de estructurar para adecuarlos
al concepto tradicional de busqueda. Asi, han surgidicapbnes en grandes bases de datos en las
gue se desea buscar objetos similares. Este tipo de blssgaemnoce con el nombre desqueda
aproximada o fisqueda por similitug tiene aplicaciones en un amplio nUmero de campos. Algunos
ejemplos son bases de datos no tradicionales; bUusqueéstdgrecuperacion de informacion; apren-
dizaje de maquinay clasificacion; sblo para nombrar ynooes.

La necesidad de una respuesta rapida y adecuada, y un usntefgle memoria, hace necesaria
la existencia de estructuras de datos especializadas cugan estos aspectos.

El planteo general del problema es: existe un univ&rsie objetosy una funcion de distancia
positivad: U x U — R* definida entre ellos. Esta funcion de distancia satisfasdres axiomas
que hacen que el conjunto sea espacio retrico: positividad estrictad(z,y) = 0 < x = y),
simetria ((z,y) = d(y,)) y desigualdad triangulaki(z, z) < d(x,y) + d(y, 2)). Mientras mas
“similares” sean dos objetos menor sera la distancia etlivss. Tenemos unbase de datofinita
S C U, que es un subconjunto del universo de objetos y puede saopesada (v.g. para construir
un indice). Luego, dado un nuevo objeto del universoduary ¢), debemos recuperar todos los
elementos similares que se encuentran en la base de daiisnEiios consultas tipicas de este tipo:

BUsqueda por rango:recuperar todos los elementos$lgue estan a distanciade un elementq
dado.
Blsqueda dek vecinos nas cercanosdadog, recuperar log elementos mas cercanog ansS.

La distancia se considera costosa de evaluar (pensar,gopkej, en comparar dos huellas dac-
tilares). Asi, es usual definir la complejidad de la busigueomo el nUmero de evaluaciones de dis-
tancia realizadas, dejando de lado otras componentestatestiempo de CPU para computaciones
colaterales, y atin tiempo de E/S. Dada una base de dat¢§ e n objetos el objetivo es estruc-
turar la base de datos de forma tal de realizar menose@&luaciones de distancia (trivialmente
bastarian).

Un caso particular de este problema surge cuando el espacin eonjuntoD-dimensional de
puntos y la funcion de distancia pertenece a la fanfijide Minkowski:L, = (3, <<, [7: — y:[?) /7.

Los casos especiales mas conocidosgsen1 (distancia de Manhattary),= 2 (distancia Euclidea)
y p = oo (distancia maxima), es decit,, = maxi<i<q |z; — y;l

Existen métodos efectivos para buscar sobre espétidsnensionales, tales como kd-trees [1]
o R-trees [4]. Sin embargo, para 20 dimensiones 0 mas esastags dejan de trabajar bien. Nos
dedicamos en este articulo a espacios métricos geneaalegue las soluciones son también ade-
cuadas para espacigsdimensionales. Es interesante notar que el concepto deetgiionalidad” se
puede también traducir a espacios métricos: la caratitar'tipica en espacios de alta dimension con
distanciasl, es que la distribucion de probabilidad de las distancesetun histograma concentra-
do, haciendo asi que el trabajo realizado por cualquieriahgo de blsqueda por similaridad sea mas
dificultoso [2, 3].

Para espacios métricos generales existen numerosogdasgtara preprocesar la base de datos
con el fin de reducir el nUmero de evaluaciones de distaBtidpdas aquellas estructuras trabajan
basicamente descartando elementos mediante la desigualangular, y la mayoria usa la técnica
dividir para conquistar.



El Arbol de Aproximacion Espaciak@-treg es una estructura de esta clase propuesta reciente-
mente [5, 8], que se basa sobre un nuevo concepto: mas qde divespacio de busqueda, aprox-
imarse al query espacialmente. Ademas de ser algoritmeicte interesante por si mismo, se ha
mostrado quesa-treeda un mejor balance espacio-tiempo que las otras estraotaistentes so-
bre espacios métricos de alta dimension o consultas garsbkectividad, lo cual ocurre en muchas
aplicaciones.

El sa-tree sin embargo, tiene algunas debilidades importantes.ib@pa es que es relativamente
costoso de construir en bajas dimensiones, comparado intices. La segunda es que en bajas
dimensiones o para consultas con alta selectividamk pequefios), el desempeifio de su blusqueda
es pobre respecto de alternativas simples. La tercera essquiea estructura de datos estatica: una
vez construida, es dificil agregarle o eliminarle elerosrd ella. Estas debilidades hacersaitree
inadecuado para aplicaciones importantes tales como dask#os multimedia.

El dinamismo completo no es comln en estructuras de dagtiscas [3]. Aunque es bastante
usual permitir inserciones eficientes, no ocurre lo mismo les eliminaciones. En varios indices
uno puede eliminar algunos elementos, pero existen detados elementos que nunca pueden ser
eliminados. Esto es particularmente problematico en eétremio de los espacios métricos, donde
los objetos podrian ser muy grandes (v.g. imagenes) g gatispensable eliminarlos fisicamente.
Nuestros algoritmos permiten eliminar cualquier elemel@ansa-tree lo cual es destacable sobre
una estructura de datos cuya concepcion original fue rdancante estatica [5].

Ademas de los logros anteriores, ya encontramos comamebtgandes mejoras en tiempo de
cons-truccion y busqueda para espacios de baja dinreagionsultas de alta selectividad. El método
consiste en limitar la aridad del arbol e involucra nuevgsr@tmos sobre esta estructura de datos.
A menor aridad el arbol es mas barato de construir. Sin egoban tiempo de blasqueda, la mejor
aridad depende de la dimension del espacio y de la selismtivde la consulta. En particular, para
dimensiones bajas, obtenemos mejores tiempos de conétrycde busqueda simultaneamente.

El resultado final es una estructura de datos que puedeilsen ina amplia variedad de aplica-
ciones. Esperamos quesal-treedinamico reemplace a la version estéatica en los desasnegnideros.

Ya obtuvimos un buen método para soportar solo insersisobre eka-tre¢7], que ademas posee
un parametro que le permite adaptarse mejor a diferentesndiones. Eda-treeoriginal se adaptaba
a la dimension pero no 6ptimamente. Ahora mostramos aillelefue también se pueden realizar
eliminaciones obteniendo asi una estructura totalmenéardca.

Para los experimentos de este articulo hemos seleccia@glespacios métricos. El primero
es un diccionario de Inglés de 69069 palabras. La distaxia distancia de edicién, es decir, el
minimo namero de inserciones, eliminaciones o reemplarocaracteres que deben hacerse para
igualar las palabras. El segundo espacio es un espacio 88 06ctores aleatoriamente generados
con una distribucion de Gauss con media 1 y varianza 0.1jrdension 101, distribuidos en 200
clusters y utilizando distancia Euclidea. Considerames @mbos espacios sirven para ilustrar el
comportamiento deda-tree

En los todos los casos, construimos los indices con a lo &80 % de los puntos y usamos
siempre el 10 % restante (aleatoriamente elegido) comaegudtara los experimentos con elimina-
ciones, en un indice de elementos, seleccionamos una fraccion aleatoria deelmseliminamos
del indice. Los resultados sobre estos dos espacios s@seapativos de otros varios espacios meétri-
cos testeados: imagenes de la NASA, diccionarios en anugibjes, otras dimensiones, etc.



2. Arbol de Aproximaci 6n Espacial

Para mostrar la idea general de la aproximacion espacidilizan lasbusquedas del vecinoas
cercano(aunque después veremos como resolver todos los tipasndeltas).

En este modelo, dado un punte& Uy estando posicionado en algun elemeanto S el objetivo
es moverse a otro elemento flgue esté mas cerca “espacialmente; deiea. Cuando no es posible
realizar mas este movimiento, se ha alcanzado el elemexg@encano ade S.

Estas aproximaciones son efectuadas solo via los “vetifada elementa € S tiene un con-
junto de vecinosV(a). La estructura natural para representar esto es un grégadirLos nodos son
los elementos del conjunto y los elementos vecinos son tashes por un arco. La basqueda procede
sobre tal grafo simplemente posicionandose sobre un nbicasio a y considerando todos sus veci-
nos. Si ninglin nodo esta mas cercay@giea, entonces se responde aomo el vecino mas cercano
aq. En otro caso, se selecciona algin vedinea que esta mas cerca geuea y se mueve a. Para
obtener eka-treese simplifica la idea general comenzando la busqueda erdarfijmy asi realmente
se obtiene un arbol. Ba-treeesta definido recursivamente; la propiedad que cumpléda 1y a su
vez cada uno de los siguientes nodos) es que los hijos essanarca de la raiz que de cualquier otro
punto deS. En otras palabra§'r € S,z € N(a) & Vy € N(a) — {z},d(x,y) > d(z, a).

Finalmente, el radio de cobertuRda) se usa para podar la bUsqueda, no entrando en los sulsarbole
tales quel(q, a) > R(a) + r, porque ellos no pueden contener elementos (tiles.

Por falta de espacio se refiere al lector al articulo sshreeeoriginal [5, 8] para mas detalles
sobre esta version de la estructura.

2.1. \ersbn dinamica

Hemos considerado previamente varias alternativas deciaeeen [6, 8]. Alli los mejores méto-
dos resultaron los llamados “timestamping” e “insercianafringe”. Luego en [7] propusimos una
nueva técnica basada sobre ideas de estos dos métodagoEtrabajos previos solo se analizaron
inserciones y no eliminaciones.

Timestamping permitia insertar un elemento con una ¢acmiuy similar a la version estatica,
registrando el tiempo en que se insertd cada elementoté&tstima tuvo un desempefio muy similar
al de la version estatica y evitaba la reconstruccioninsarcion en la fringe, en el otro sentido,
limitaba el tamaio maximo del arbol en el cual se podsaiitar un nuevo elemento, con la idea de
reconstruir solo pequeios subarboles. La técnica @osife no insertar en el punto en que la version
estatica requeriria hacerlo, y si hacerlo en un punt®lmajo del arbol. Sorpresivamente, esta técnica
mejord el desempefio en dimensiones bajas.

Siguiendo esta linea determinamos que el hecho claveesuaaion en la aridad de estos arboles.
Mas aln la principal razon del pobre desempefical¢reeen espacios de baja dimension es su
aridad excesivamente alta (el arbol adapta su aridad atitamente a la dimension, pero no lo
hace 6ptimamente). Por lo tanto , nos concentramos dimnectie sobre la maxima aridad permitida
y la transformamos en un parametro para sintonizar. La mi&onica que usabamos para limitar
el tamafio del arbol a reconstruir la utilizamos para Bmi& aridad del arbol. Mas atn, mezclamos
esta técnica con timestamping y no neceistamos asi ca@apehcosto de reconstruccion, y de esta
manera obtuvimos lo mejor de ambas soluciones.

Observar que uno de los aspectos agradablesaeleteoriginal era que no tenia ninglin parametro,
y asi cualquier inexperto podia usarlo. Nuestro nuevamatro no es perjudicial en este sentido, ya



gue puede ser tomado como para obtener el mismo desempeio gadreeoriginal. En otro senti-
do, obtuvimos grandes mejoras en dimensiones bajas tonagetoadamente la aridad maxima del
arbol. Para mas detalles ver [7].

Para construir incrementalmentesal-treefijamos una aridad maxima para el arbol y también
guardamos un timestamp del tiempo de insercion de cadaestemCuando insertamos un nuevo
elementar, lo agregamos como vecino en el punto mas apropiado stdaasidad del nodo alin no
es la maxima. En otro caso, a pesar de gusta mas cerca de ese nodo que de cualquiera de sus
vecinos, forzamos a queelija el vecino mas cercano del nodo corriente y bajamog arbel hasta
gue alcancemos un nodo, tal que se satisfagargesté mas cerca de &l que de cualquiera de sus
vecinos y ademas que su aridad no sea maximal (esto eveetual ocurre en una hoja del arbol).
En este punto agregamos al final de la lista de los vecinos, le colocamos el timestaonpente a
x € incrementamos el timestamp corriente. La Figura 1 ilietproceso de insercion. La funcion se
invoca comdnsertar(  «a, z) , dondea es laraiz del arbol y es el elemento a insertar.

Insertar (Nodo a, Elemento 1)

1. R(a) < mix(R(a),d(a,z)) , c < argminyy,)d(b,z)
2. If d(a,z) <d(c,z) N|N(a)| < MazArity Then

3. N(a) + N(a)U{z}, N(z)+« 0

4 R(z) < 0, time(z) < CurrentTime

5. Else Insertar ( ¢, X)

Figura 1: Insercidon de un nuevo element@n unsa-treedinamico con raizi. MaxArity es la
maxima aridad del arbol ¢'urrentTime es el tiempo corriente, que se incrementa luego de cada
insercion.

Notar que si se visitan los vecinos de izquierda a dereclentes los timestamp en orden cre-
ciente y también que el timestamp del padre es siempre mpsque el de sus hijos. Pero, ahora
no estamos seguros que el nuevo elemerge haya insertado como vecino del primer nadoas
cercano a que a su vecindad/(a) en su paso. Es posible que la aridacude fuera la maximay
gue hayamos forzadozaa elegir un vecino de. Consideraremos pronto como esto afecta el proceso
de blsqueda.

El sa-treeahora se puede construir comenzando con un UnicomddodeN (a) = 0y R(a) = 0,

y luego realizar sucesivas inserciones. En [7] se puede\aiysen detalle el proceso de insercion y
comparaciones entre el costo de construccion incremestaido nuestra técnica contra la cons-
truccion estatica. Alli se muestran diferentes aridgagden todos los casos la construccion mejora a
medida que reducimos la aridad del arbol, siendo muchomaeje la construccion estatica. Por lo
tanto, esto que la aridad reducida es un factor clave pasa logj costos de construccion. Como un
ejemplo podemos mencionar que la construccion increrhental espacio de vectores de dimension
15 cuesta al menos un 50 % menos que la estéatica, en el edpacatores de Gauss cuesta cerca de
un 80 % menos y en el de strings cuesta cerca de un 8% mas.t&ldeomsercion con aridad es
Alog 4 n. Sobre aridad ilimitada la aridad promedio4s= O(logn), asi el costo de construccion por
elemento e®)(log” n/ loglog n) [8]. Ahora consideramos como una aridad reducida afettarapo

de blusqueda.

2.1.1. Hisquedas

Cuando buscamos debemos considerar dos hechos. El primguee ecuando se insertd un ele-
mentoz, se pudo no haber elegido a un naden su paso como su padre porque su aridad ya era



maximal. Asi en lugar de elegir el mas cercanoemtre{a} U N (a), pudimos haber tenido que elegir
sblo entreN (a). Esto significa no tenemos que considerarem la minimizacion. El segundo hecho

es considerar que, cuando se insert) Ao se encontraban en el arbol elementos con timestamp mas
alto, asir podria elegir su vecino mas cercano so6lo entre aqudkosentos mas viejos que él.

Por lo tanto, consideramos los vecings, ..., b;} dea desde el méas viejo al mas nuevo, sin
tener en cuenta @, y realizamos la minimizacion a medida que atravesamdstk Esto significa
que vamos a entrar en el subarboligesi d(q, b;) < min(d(q,by),...,d(q,bi_1)) + 2r. Repetimos
de nuevo la razon: entre la insercion idey b;,; pudieron haber aparecido nuevos elementos que
elegieron &, solo porqué;, ; no estaba presente aln, asi podemos perder un elemeatergsramos
enb; porque ahora existg, ;.

Podemos usar mejor la informacion del timestamp para redlitabajo a realizar en los vecinos
mas viejos. Digamos qu#gq, b;) > d(q, b;1;) + 2r. Tenemos que entrar en el subarbobdsiempre,
porqueb; es mas viejo. Sin embargo, solo los elementos con timgstaas pequefio que el dg ;
se deberian considerar cuando busquemos dentiolds elementos mas jovenes ya han vistg,a
y ellos no pueden ser interesantes para la busqueda sidesi&o de);. Como los nodos padres son
mas viejos que sus descendientes, tan pronto como entmstien nodo dentro del subarbol e
con timestamp mas grande que elige; podemos parar la bisqueda en esa rama, porque todo su
subarbol sera alin mas joven.

La Figura 2 muestra el algoritmo de blsqueda, el cual seawomdusquedaRango( a, ¢, r, o)
inicialmente, donde es la raiz del arbol. Notar que siempre se contieeq), excepto en la primera
invocacion. A pesar de la naturaleza cuadratica del logglicito en las lineas 4 y 6, el query se
compara s6lo una vez contra cada vecino.

BlUsquedaRango (Nodo a, Query ¢, Radio r, Timestamp )
1. If  time(a) <t A d(a,q) < R(a)+r Then
2. If d(a,q) <r Then Informar a
dpin 00
For b; € N(a) en orden creciente de timestamp Do
If d(bl, q) < dmin +2r Then
k< min {j >, d(b;,q) > d(b;,q) +2r}
B UsquedaRango ( b;, q, r, time(by))
dmm — min{dmm, d(bi, q)}

©ONo Ok

Figura 2: Buscandg con radior en unsa-treedinamico.

La Figura 3 compara esta técnica contra la estatica. Easel de los strings, el método estatico
da un tiempo de blusqueda levemente mejor comparado cecricd’ dinamica. En el caso de los
vectores de dimension 101 con distribucion de Gauss atagnelsa-treedinamico con cualquiera
de las aridades elegidas superamos ampliamente a larvestética. Los experimentos en este espa-
cio y otros de baja dimension muestran que pequefas agdadhiben mejoras significativas sobre
el tiempo de busqueda del método estatico. La mejor @duppdaa la blsqueda depende del espacio
meétrico, pero la regla general es que aridades bajas soradypara dimensiones bajas o pequeiios
radios de busqueda.

Consideramos el nimero de evaluaciones de distancia andediempo de CPU, porque el costo
de CPU sobre el numero de evaluaciones de distancia esdidpe en eka-treg a diferencia de
otras estructuras.



Es importante notar que hemos obtenido dinamismo y tambigorado el desempefio de la
construccion. En algunos casos también hemos mejoragbaamente las basquedas, mientras que
en otros casos hemos pagado un pequeiio precio por tenerisiima. En general, esta estructura se
vuelve una eleccion muy conveniente. Esta técnica sdatiplmente para las busquedas del vecino
mas cercano con los mismos resultados. Se realizan lgsddiss de vecino mas cercano simulando
una blsqueda por rango y se va reduciendo el radio de hidsqueedida que se desarrolla. Omitimos
detalles por falta de espacio.

Costo de Busqueda por elemento para n = 69069 palabras Costo de Busqueda por elemento para n = 100000 vectores en dim 101

50000 35000

45000 | N
30000 1
40000 -
35000 - 25000 Estatico —— -
Aridad 4 ——
Aridad 8 ——
20000 | Aridad 16 —=s— |
Aridad 32 —=—

30000
25000

20000 15000 [

Evaluaciones de distancia
Evaluaciones de distancia

Estgtigo —
Aridad 4 —=—
Aridad 8 —e— 10000 -
Aridad 16 ——
Aridad 32 ——
5000 - - 5000 .

1 2 3 4 0.01 0.1 1

Radio de Busqueda Porcentaje recuperado de la base de datos

15000 |

10000

Figura 3: Costos de blsqueda Estatica versus Dinamica.
3. Eliminaciones

Para eliminar un elementq el primer paso es localizarlo en el arbol. A diferenciaalmbyoria
de las estructuras de datos clasicas, hacer esto no eslegteva simular la insercion dey ver
a donde nos guia en el arbol. La razén es que el arbol &xeedte cuando se insertbra Si = se
insertara de nuevo, podria elegir ir por un paso diferemt arbol, el cual no existia al momento de
la primera insercion.

Una solucion elegante a este problema es realizar unaibdagpor rango con radio cero, es decir,
una consulta de la forma;, 0). Esto es razonablemente barato y nos llevara por todoadasds en
el arbol donde se podria haber sido insertado a

En otro sentido, es dependiente de la aplicacion si estgusida es 0 no necesaria. La aplicacion
podria retornar informacion cuando se inserta un objeta éase de datos. Esta informacion podria
contener un puntero al correspondiente nodo del arbolrggagdo en el arbol punteros al padre
permitiriamos ubicar el paso sin costo adicional (en i@osde evaluaciones de distancia). Asi, en
lo que sigue, no consideramos la localizacion del objetaacparte del problema de eliminacion,
aunque hemos mostrado como hacerlo si es necesario.

Hemos analizado varias alternativas para eliminar elemsahi¢sde usa-treedinamico. Desde
el comienzo hemos descartado la opcion trivial de marcatesthento como eliminado sin elimi-
narlo realmente. Como se explico, esta solucion probadee sea inaceptable en la mayoria de las
aplicaciones. Asumimos que el elemento tiene que ser aiifisicamente. Podemos, si se desea,
mantener su nodo en el arbol, pero no el objeto mismo.

Claramente una hoja del arbol siempre se puede removeirgjurma complicacion, asi que nos
ocuparemos en como remover nodos internos del arbol.

3.1. Nodos Ficticios

Nuestra primera alternativa para eliminar un elemengs dejar su nodo en el arbol (sin con-
tenido) y marcarlo como eliminado. Llamamos a estos ndidtisios Aunque es poco costoso y



simple al momento de la eliminacion, debemos ver ahoraodtewar a cabo una blsqueda consis-
tente cuando algunos nodos no contienen objetos.

Basicamente, si el nodoc N (a) es ficticio, no tenemos suficiente informacion para podiaev
entrar en el subarbol decuando hemos alcanzada.gAsi no podemos incluir &aen la minimizacion
y debemos entrar siempre a su subarbol (excepto si podesao®utimestamp dé para podar la
bUsqueda).

La bUsqueda realizada en tiempo de insercion, en otridsemiene que seguir sélo un paso en
el arbol. En este caso, se es libre de elegir insertar elonelemento en cualquier vecino ficticio del
nodo corriente, o en el vecino mas cercano no ficticio. Sibago, una buena politica es tratar de no
incrementar el tamafo de los subarboles cuya raiz esdmfiaticio, porque eventualemente ellos se
deberan reconstruir (ver mas adelante).

Asi, aunque la eliminacion es simple, se degrada el poodedisqueda.

3.2. Reinsertando Sulrboles

Una idea muy difundida en la comunidad de busqueda por renghidea es que reinsertar los
elementos de una pagina de disco es beneficioso porque,aorelementos en el arbol, el espacio
puede agruparse mejor. Seguimos este principio ahora pasy un método con eliminaciones mas
costosas, pero con buen desempefio de blusqueda.

Cuando se elimina un nodg desconectamos el subarbol con ratesde el arbol principal. Esta
operacion no afecta la correctitud del arbol restantey pbora tenemos que reinsertar los subarboles
con raices en los nodos @& ). Para hacerlo eficientemente tratamos de reinsertartsalbarcom-
pletos, siempre que sea posible.

Para reinsertar un subarbol con rgjzseguimos los mismos pasos que si insertaramos un NUevo
objetoy y encontramos el punto de inserci@nLa diferencia es que asumimos gues un objeto
“gordo” con radioR(y). Es decir, podemos elegir poner el subarbol completo canyraomo un
nuevo vecino de solo sid(y, a) + R(y) es menor qué(y, b) para cualquieb € N(a). Similarmente,
podemos elegir bajar por el vecin& N (a) slo sid(y, ¢) + R(y) es menor qué(y, b) para cualquier
b € N(a). Cuando ninguna de estas condiciones se cumple, estanzasidera dividir el subarbol
con raizy en sus elementos: uno es el elemenydos otros son los subarboles con raidgy ). Una
vez dividido el subarbol, continuamos el proceso de ingercon cada uno de los componentes por
separado.

Cada vez que insertamos un nodo o un subarbol, obtenemivsastamp nuevo para el nodo o la
raiz del subarbol. Los elementos dentro del subarb@raltyéin sus nuevos timestamps manteniendo
el ordenamiento relativo dentro de los elementos del fuwhaka manera mas sencilla de hacerlo
es asumir que los timestamps se almacenan relativos a las pigdse. De este modo, no se tiene
gue hacer nada. Necesitamos, sin embargo, almacenar enarmlal diferencial maximo de tiempo
almacenado en el subarbol, para actualizar adecuadaménterentTime cuando se reinserta un
subarbol completo. En tiempo de insercion esto se haeni@nte y por simplicidad se omite en el
pseudocodigo.

Durante la reinsercion, también modificamos los radiosaertura de los nodas del arbol
atravesados. Cuando insertamos un subarbol completmtsngue sumadi(y, a) + R(y), lo que
es mayor que lo necesario. Esto involucra un costo en tierafmudqueda por haber reinsertado un
subarbol completo de una sola vez.

Notar que puede parecer que, cuando buscamos el lugar pesertar los subarboles de un nodo
2 eliminado, uno podria ahorrar tiempo comenzando la kEg&en el padre de; sin embargo, el



arbol ha cambiado desde el momento en que se cred el slibarb, y ahora pueden existir nuevas
elecciones.

La Figura 4 muestra el algoritmo para reinsertar un arbal @z y en unsa-treedinamico
con raiza. La eliminacion de un nodo se hace primero localizandolo en el arbol (digamos;
N (b)), luego removiéndolo desd¥(b), y finalmente reinsertando cada subarpat N(x) usando
ReinsertarT(  a, y) .

ReinsertarT (Nodo «, Nodo y)

1. If |N(a)| < MazArity Then M « {a} UN(a) Else M < N(a)

2. ) < argming,,d(b,y)

3. co + argminge ;s _g.,3d(b,y)

4. If  d(ci,y) + R(y) <d(co,y) Then // mantener junto el sub arbol
5. R(a) < max(R(a),d(a,y) + R(y))

6 If ¢ =a Then // insertarlo aqu 1

7 N(a) + N(a) U{y}

8. time(y) < CurrentTime /| el sub arbol se corre autom  aticamente
9. Else ReinsertarT ( c1, ) Il bajar

10. Else // dividir el sub arbol

11. For z¢€ N(y) Do ReinsertarT ( a, 2)

12. N(y) <0, R(y)« 0

13. ReinsertarT ( a, y)

Figura 4: Algoritmo simple para reinsertar un subarbol @ny en unsa-treedinamico con raiz.

3.3. Reinsertando Subrboles de a Elemento

La reinsercion de subarboles completos acarrea, en@gespacios, un inconveniente adicional
gue puede degradar el desempefio de la busqueda. Si seettedmrtar un subarbol con rajz el
proceso atraviesa un paso desde la raiz del arbol hagt Beun punto en el que o reinserta el
subarbol completo o debe dividirlo, y reinsertay  a cada uno de los subarboles con raices en
N(y). En cada uno de los nodasque atraviesa en ese paso actualiza, inevitablemeni®agla
un valor posiblemente mayor que el necesadi@ (y) + R(y)). Esto provoca que dichos radios de
cobertura puedan quedar sobredimensionados (aln si agreeréinsertar completo al subarbol).

Asi una alternativa, similar a la anterior, que no provagaredimension en los radios de cober-
tura es reinsertar de a uno los elementos del subarbol top.r&n este caso la busqueda tiene un
mejor desempefio, aunque no asi la eliminacion. El dlgorpara realizar la reinsercion elemento a
elemento se consigue variando el algoritmo de Figura 4.dglgso de eliminacion en este caso es el
mismo que ya se describio anteriormente.

3.4. Optimizacion.

Otra optimizacion al proceso de reinsercion de subagbotiliza mas inteligentemente los time-
stamps. Supongamos quesera eliminado, y sed(x) el conjunto de los ancestros dees decir,
todos los nodos en el paso desde la raiz Rara cada nodeque pertenece al subarbol con raiz
tenemos quei(z) C A(c). Asi, cuando se insertd el nodpse compar6 contra todos los vecinos
de cada nodo erl(z) cuyo timestamp sea menor que el ddJsando esta informacion podemos
evitar evaluar las distancias a esos nodos cuando losteauss al momento de reinsertaiEs decir,
cuando buscamos el vecino méas cercang sabemos que el que esta éfr) esta mas cerca de



¢ que cualquier otro vecino mas viejo, asi tenemos que derai solo los mas nuevos. Notar que
esto es valido en la medida que reentremos por el mismo pestedue insertado previamente. Esta
optimizacion también es aplicable al método de reingerde a elementos.

El costo promedio de la reinsercion de subarbol es comaesigsumimos que reinsertamos
los elementos de a uno, que el arbol tiene siempre aridgcque esta perfectamente balanceado.
Entonces, el tamafio promedio de un subarbol aleatorignsdegido se vuelving , n. Como cada
una de las (re)inserciones cuestdog , n, el costo promedio de eliminacion eslog? n. Esto es
mucho mas costoso que una insercion.

4. Combinando Metodos

Tenemos tres métodos. Nodos ficticios elimina elementososito pero degrada el desempefio de
la busqueda del arbol. Reinsercion de subarboles y temegeatos hacen una reinsercion de subarbol
costosa pero tratan de mantener la calidad de la busquiaidde Observar que el costo de reinsertar
un subarbol no seria muy diferente si &l contiene noddsiis. Asi, podriamos remover todos los
nodos ficticios con una Unica reinsercion de subarbol iylpdanto amortizar el alto costo de la
reinsercion sobre muchas eliminaciones.

Nuestra idea es asegurar que cada subarbol tenga a lo safraaciona de nodos ficticios.
Decimos que tales subarboles son “balanceados”. Cuandmmas un nuevo nodo como ficticio,
verificamos si no tenemos un desbalanceo. En ese caso, setdescse reinsertan sus subarboles.
La Unica diferencia es que nunca reinsertamos un subéaulyal raiz sea un nodo ficticio, sino que
descomponemos el subarbol y descartamos la raiz ficticia.

Una complicacion surge porque remover el subarbol caurguede desbalancear varios ances-
tros der, aln siz fuera solo una hoja que puede removerse directament®, si alancestro no tiene
como raiz un nodo ficticio.

Entonces, optamos por una solucion simple. Buscamos ektananas bajé de x que se haya
desbalanceado y reinsertamos todo el subarbol coh.iat esta complicacion, reinsertamos subarbo-
les completos (o0 elemento a elemento) s6lo cuando ellosmeigan nodos ficticios.

Esta técnica tiene un buen desempefio. Aln si reinsestioa@lementos uno por uno (en lugar
de subarboles completos) y tendriamos la garantia goseréariamos un subarbol sélo cuando una
fracciona de sus elementos son ficticios. Esto significaria que &iera el tamafo del subarbol a
reconstruir, pagariamos(1 — «) reinserciones por cada eliminacion hecha en el sub&eohqui,
el costo amortizado de una eliminacion seria a lo sume a) /a veces el costo de una insercion, es
decir,(1 — a)/a Alog 4 n. Asintdticamente, el arbol trabajaria como si permé&srente tuviera una
fracciona de nodos ficticios. Por lo tanto, podemos controlar el b&lamire costos de blsqueda y
de eliminacion. Notar que nodos ficticios puros se cornre@p@a = 1y reinsercion de subarboles
pura (o de a elementos pura) corresponde-al.

4.1. Comparacbn Experimental

Comparemos ahora los tres métodos para realizar elinoinegisobre el espacio de palabras u-
sando aridad 16. La Figura 5 muestra el costo para el prim#r (lquierda) o 40 % (derecha) de la
base de datos. Sobre la izquierda mostramos el caso dercgnseompleta (es decir, reinsertando
los subarboles después de cada eliminaciof), con y siptienizacion final propuesta. Como se
puede observar, ahorramos cerca del 50 % de los costos deaaliom con la optimizacion. También
mostramos que raramente se pueden reinsertar subarboiptetos, porque reinsertar los elementos
de a uno tiene el mismo costo. Asi se podria usar el algorgimplificado sin sacrificar mucho.



También mostramos el método combinado eor= 1%, 3% and 5%. A la derecha mostramos
valores mayores de, desde 0% (reinsercion completa) hasta 100 % (nodos distmirros), como
asi también porcentajes mas grandes de eliminaciobés jsaremos de ahora en mas la version
optimizada de reinserciones).

Comparamos los métodos eliminando diferentes porcentigiéa base de datos para que se apre-
cie no solo el costo de eliminacion por elemento sino témipiara mostrar el efecto acumulativo de
las eliminaciones sobre la estructura (por la sobredimearde los radios de cobertura).

Se puede observar que, atn con reinsercibn completastl de eliminacion individual no es
tan alto. Por ejemplo, el costo de insercion promedio emesgbacio es cercano a 58 evaluaciones de
distancia por elemento. Con el método optimizado cadarmgdiondOn cuesta cerca de 173 evaluaciones
de distancia, es decir, 3 veces el costo de una insercioméEldo combinado mejora sobre este:
usandon tan pequefio como 1% tenemos un costo de eliminacion ded&asvones de distancia,
gue se acerca al costo de las inserciones, ynce8 % éste se reduce a 35.

Costo de Eliminacion para n = 69069 palabras, Aridad 16 Costo de Eliminacion para n = 69,069 palabras, Aridad 16

u T u T T T T T 4500 u T T T T

Reinsercion de subarbol — Reinsercion completa (0% ficticios ) —+—
Reinsercion de subarbol (opt) —— 4000 | 1% nodos ficticios

Reinsercion de a elemento (opt) —=— 3% nodos ficticios —x—

2000 - Comb. -- 1% nodos ficticios (opt) —e— 3500 | 10% nodos ficticios —e

Comb. -- 3% nodos ficticios (opt) —=— 30% nodos ficticios —
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Figura 5: Costos de eliminacion usando los diferente®duast.

Consideremos ahora como el costo de blusqueda es afeatadimspeliminaciones. Buscamos
sobre un indice que contiene la mitad de los elementos daskade datos. Esta mitad se construye
insertando mas elementos y luego eliminando suficienéesezitos para dejar el 50 % del conjunto en
el indice. Asi, comparamos la bUsqueda sobre conjueioaidmo tamafo donde un porcentaje de los
elementos se ha eliminado para dejar el conjunto de esetaraf ejemplo, 30 % de eliminaciones
significa que se insertaron 49335 elementos y luego se eionn14801, de manera tal de dejar
34534 elementos (la mitad del conjunto).

La Figura 6 muestra los resultados. Como se puede ver alneic@ercion completay = 0 %) la
calidad de la bsqueda se degrada, aunque apenas notategme monotbnicamente con el nUmero
de eliminaciones realizadas. A medida querece, los costos de busqueda se incrementan debido a
la necesidad de entrar en cada hijo de los nodos ficticiosiféeedcia en costos de busqueda deja de
ser razonable tan pronto como= 10 %, y de hecho es significativo atn para- 1 %. Asi uno tiene
gue elegir el correcto balance entre costos de eliminacliilsqueda dependiendo de la aplicacion.
Un buen balance para stringses- 1 %.

La Figura 7 muestra los datos para permitir comparar el cambilos costos de blsqueda a
medida que crece el para el espacio de las palabras (las graficas de arriba)aygbaspacio de
vectores de dimension 101 con distribucion de Gauss (&f&gs de abajo).



Costo de Busqueda para n = 34534 palabras, Aridad 16, alfa = 0% Costo de Busqueda para n = 34534 palabras, Aridad 16, alfa = 1%
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Figura 6: Costos de blsqueda usando diferentes métodelgrdracion. A la izquierda el caso de
a = 0%,y aladerecha de 1 %.

5. Conclusiones

Hemos presentado una version dinamica de la estructudatdssa-tree la cual es capaz de
realizar inserciones y eliminaciones eficientemente staf su calidad de busqueda. Muy pocas
estructuras de datos para buscar en espacios métricoosgetamente dinamicas, y en particu-
lar muy pocas son capaces de eliminar elementos. Ademéasmngas mostrado que mejoramos el
comportamiento deta-treeen espacios de baja dimension, tanto para los costos dewandn y
bUsqueda.

El sa-treeoriginal era una estructura de datos prometedora paraibdacen espacios métricos,
con varias desventajas que la hacian poco practica: edtio cle construccion en espacios de baja
dimension, pobre desempefio de las busquedas en esgadiaga dimensidon o consultas con baja
selectividad, y no ser capaz de realizar inserciones y eiomnes.

Hemos salvado todas estas debilidades. Nuestro resew@edinamico se presenta como una
estructura de datos practica y eficiente que se puedeantdiz un amplio rango de aplicaciones,
mientras mantiene las buenas caracteristicas de laestue datos original.

Como un ejemplo para dar una idea del comportamiento derouastvosa-treedinamico, con-
sideremos un espacio de vectores de dimension 15 geneabaddsriamente con distribucion uni-
forme en el cubo real unitario y usando aridad 16. Ahorranhé2 63 % del costo de construccion
estatica, y mejoramos en promedio el tiempo de busquedd.b%. Una eliminacion con reinser-
ciobn completa de elementos cuesta en promedio 143 evahexcde distancia, lo cual es 2.43 veces
el costo de una insercion. Si permitimos 10 % de nodos fitien la estructura, entonces el costo de
una eliminacion baja a 17 y el costo de bUsqueda se vueéMea peor que la version estatica.

Ademas en el espacio de vectores de dimension 101 coibd@tm de Gauss (un espacio de baja
dimension) y aridad 4, se obtienen mejoras significatimda eonstruccion y en las busquedas, tanto
antes como después de realizar eliminaciones. Los costeste espacio usanda-treedinamico
representan aproximadamente un 20 % de los obtenidos cetaBte. En este espacio es interesante
notar no solo las mejoras obtenidas respecto de la veesiatica, sino también que en él, cuando
varian los porcentajes eliminados, cambia radicalmené walor dea es mas conveniente. Mas
adelante nos proponemos analizar la razon.

Actualmente estamos trabajando en hacer qae-¢leetrabaje eficientemente en memoria secun-
daria. En ese caso seran relevantes tanto el nimero deeiales de distancia como el de accesos a
disco.



Costo de Busqueda para n = 34534 palabras, Aridad 16, 10% eliminado Costo de Busqueda para n = 34534 palabras, Aridad 16, 40% eliminado
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Figura 7: Costos de blsqueda usando diferentes métodeldnaacion, comparanda. Sobre la
izquierda eliminamos el 10 % de la base de datos, sobre laldest 40 %.
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