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BÚSQUEDA APROXIMADA PERMITIENDO ERRORES

El problema de la búsqueda aproximada en texto 
onsiste en bus
ar las o
urren
ias

de un patrón en un texto, permitiendo que las o
urren
ias no sean ne
esariamente 
opias

exa
tas del patrón, sino que sean su�
ientemente próximas de a
uerdo a alguna métri
a

parti
ular. El problema tiene gran importan
ia en áreas 
omo re
upera
ión de la informa-


ión, biología 
omputa
ional y bases de datos de texto.

El objetivo de este trabajo es estudiar este problema en un 
ontexto de re
ursos muy

limitados. En este trabajo supondremos que no hay tiempo su�
iente para leer 
omple-

tamente el texto y entregar una respuesta. Esto tiene mu
ho sentido en la a
tualidad:

desde el punto de vista prá
ti
o, la existen
ia de bases de datos de tamaños muy grandes

ha motivado el desarrollo de algoritmos que evitan la le
tura 
ompleta de la entrada por

tomar tiempos ina
eptables. Desde el punto de vista teóri
o, la 
omprensión de lo que

puede determinarse a tiempo sublineal en el tamaño de la entrada es tema de investiga
ión

re
iente pero muy a
tiva.

El aspe
to innovador de la tesis es enfrentar el problema de búsqueda utilizando

una formula
ión débil que tiene poten
iales apli
a
iones prá
ti
as y admite solu
iones más

e�
ientes que aquellas que se obtienen para el problema original, a 
ambio de posibles erro-

res en la respuesta. Denominamos nuestra formula
ión búsqueda aproximada permitiendo

errores.

La prin
ipal 
ontribu
ión de este trabajo es la introdu

ión y de�ni
ión formal del

problema de búsqueda aproximada permitiendo errores para el 
aso en-línea, es de
ir,


uando se asume que no hay tiempo o espa
io su�
iente 
omo para prepro
esar el texto. Se

presentan algoritmos para esta formula
ión, apoyados por análisis teóri
os y experimentales

que permiten entender su 
ompetitividad 
on respe
to a algoritmos tradi
ionales para

búsqueda aproximada.

El trabajo se 
omplementa 
on algunas extensiones de las ideas desarrolladas para el


aso en línea a otros problemas rela
ionados. En parti
ular, se estudia 
omo adaptar las

ideas planteadas al problema de búsqueda aproximada de múltiple, donde varios patrones

se bus
an sobre un mismo texto y a la búsqueda fuera de línea, en la 
ual se permite

prepro
esar el texto. Ambas extensiones muestran la robustez de los 
on
eptos introdu
idos

en este trabajo.



frase:

Este trabajo está dedi
ado a

iv
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Capítulo 1

Introdu

ión

Hasta ha
e algunos años atrás, en
ontrar un algoritmo para un problema a tiempo

lineal en el tamaño de la entrada se 
onsideraba óptimo. En realidad, 
uesta imaginarse

algo mejor, pues pare
iera que ante 
ualquier problema no trivial lo mínimo que se tiene que

ha
er es leer la entrada 
ompleta. Sin embargo, la 
re
iente demanda por pro
esar datos


ada vez más grandes motiva el 
uestionamiento de qué es lo que se puede determinar

algorítmi
amente en tiempo sublineal.

Aquí nos preguntamos: ¾Qué se puede ha
er en tiempo sublineal para el problema de

bus
ar una frase dentro de un do
umento?

1.1. Motiva
ión

1.1.1. Una introdu

ión a la búsqueda aproximada en texto

El problema de la búsqueda exa
ta en texto 
onsiste en en
ontrar las apari
iones de un

patrón (
orto) dentro de un texto (largo). Por ejemplo, una búsqueda del patrón abra en

el texto abra
adabra arrojaría dos o
urren
ias, mientras que una búsqueda de 
abra en el

mismo texto no arrojaría ninguna o
urren
ia. Este problema es un 
lási
o de las 
ien
ias

de la 
omputa
ión.

Una variante interesante del problema anterior es la búsqueda aproximada en texto,

que 
onsiste en bus
ar todas las apari
iones de un patrón en un texto, pero permitiendo

que el 
al
e no sea exa
to. Por ejemplo, si ahora ha
emos una búsqueda de 
abra en el

texto abra
adabra, pero permitiendo que a lo más una letra del patrón no se 
orresponda


on el texto, en
ontraríamos dos o
urren
ias: 
abra 
on abra y 
abra 
on dabra.

Búsqueda aproximada es de utilidad 
uando no se puede 
on�ar en la exa
titud del

texto y/o el patrón. Por ejemplo:

Búsqueda en textos 
on errores de tipeo, ortografía o de re
ono
imien-

to ópti
o de 
ara
teres: variantes de este problema podemos 
itar mu
has, tales


omo la búsqueda en la Web o la búsqueda en libros digitalizados vía re
ono
imiento



1.1 Motiva
ión 2

ópti
o

1

[TNB04℄. En ambos 
asos, si una palabra no está 
orre
tamente ingresada/re-


uperada, ningún método de búsqueda exa
ta podría en
ontrarla. También existe el

problema inverso: la palabra puede estar 
orre
tamente ingresada, pero la búsqueda

puede estar mal es
rita, 
omo típi
amente o
urre al bus
ar algún nombre de origen

extranjero.

Las apli
a
iones de este tipo no están restringidas sólo a efe
tuar búsqueda dire
tas.

Corregir errores de ortografía 
on algún pro
esador de texto es una apli
a
ión típi
a

en la que se utiliza búsqueda aproximada. De he
ho, podemos ver el problema de


orregir ortográ�
amente una palabra 
omo en
ontrar la palabra de un di

ionario

más similar a ella.

Otro ni
ho importante de apli
a
iones de búsqueda aproximada se en
uentra en

el área de Re
upera
ión de la Informa
ión [BYRN99, FPS97, ZD96℄, que trata de

la búsqueda de informa
ión o 
ontenido relevante en textos de gran tamaño (por

ejemplo, la Web). Debido a 
orrup
ión en el texto, las herramientas de búsqueda

aproximada son muy utilizadas en esta área.

Búsqueda de se
uen
ias de ADN: la búsqueda de se
uen
ias espe
í�
as de ADN

(o proteínas) en otras se
uen
ias aún más largas es una opera
ion fundamental en

biología 
omputa
ional. Podemos representar una se
uen
ia de ADN 
omo un texto

sobre el alfabeto {A,C,G,T}, de modo que el problema de búsqueda de se
uen
ias

se puede modelar 
omo en
ontrar las apari
iones de un patrón en un texto. Sin

embargo, realizar esto en forma exa
ta no resulta ser prá
ti
o debido, entre otras

razones, a las altera
iones que sufren las se
uen
ias debido a 
iertas muta
iones. Para

manejar esto, una alternativa es introdu
ir una medida de similaridad de modo que

dos se
uen
ias, una de las 
uales es una muta
ión de la otra, se 
onsideren 
er
anas.

Con esto, el problema se puede enfrentar 
on herramientas de búsqueda aproximada

[Gus97, Wat95, CCY03℄.

Búsqueda de patrones 
uando el texto o el patrón son re
ibidos a través

de un 
anal que no es 
on�able: la transmisión físi
a de datos es, en gene-

ral, sus
eptible a errores. Esto se debe a limita
iones intrínse
as de los 
anales de

transmisión. En esta situa
ión, si el patrón o el texto son re
ibidos 
on errores, una

búsqueda exa
ta puede no resultar de mu
ha utilidad. Sin embargo, 
on una de�ni-


ión de similaridad de palabras ade
uada, podemos bus
ar el patrón en el texto en

forma aproximada y obtener, posiblemente, las o
urren
ias esperadas.

Es pre
iso notar que para 
ada apli
a
ión se debe de�nir una no
ión espe
í�
a de

similaridad. Por ejemplo, en textos es
ritos 
on te
lado, la transposi
ión (inter
ambiar dos


ara
teres 
onse
utivos) es un error muy fre
uente. Pero en textos es
ritos 
on lápiz y papel

este error es prá
ti
amente inexistente. Se puede de
ir que 
abra y 
arba son 
er
anas

para el primer 
aso, pero no así en el segundo. Por eso, la mayoría de las estrategias de

búsqueda 
on errores in
orporan una medida de distan
ia: para 
ada par de palabras existe

un número indi
ando 
uán 
er
anas son. Normalmente, la de�ni
ión de distan
ia se basa

en opera
iones: 
ada error típi
o (transposi
ión, por ejemplo) se ve 
omo una opera
ión y

1

Más 
ono
ido 
omo OCR.
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ión 3

tiene asignado un 
osto (más bajo mientras más fre
uente es), y la distan
ia entre palabras

se de�ne 
omo la suma de los 
ostos más e
onómi
a posible de una se
uen
ia de opera
iones

que transforme una palabra en la otra.

1.1.2. Desafíos 
omputa
ionales en búsqueda aproximada en texto

Computa
ionalmente hablando, la búsqueda aproximada ha sido signi�
ativamente

más difí
il de enfrentar que la exa
ta. En el 
aso de la búsqueda exa
ta, si nos restringimos

a algoritmos basados en 
ompara
iones de 
ara
teres, una medida de 
omplejidad es el

número de 
ompara
iones que éste realiza y ya desde �nes de los setenta que se 
ono
en

algoritmos que al
anzan la 
ota inferior en esta medida [KMP77℄. En el 
aso de la búsqueda

aproximada, para los modelos de error más 
omunes el mismo logro se obtuvo mu
ho más

tarde, a prin
ipios de los '90 [CM94℄. Cabe desta
ar que esta área ha sido objeto de

investiga
ión 
ontinua por mu
hos años, y lo sigue siendo, aunque en menor medida, en la

a
tualidad.

Por estos días, un nuevo elemento está agregando nuevos desafíos a este problema. A

pesar de los buenos algoritmos existentes, el tamaño de las bases de texto a
tuales está

llegando a volúmenes tan grandes

2

que leer el texto 
ompleto para responder una búsqueda

resulta ser ina
eptable. A
tualmente, las solu
iones a este problema típi
amente 
aen en

las siguientes 
ategorías:

Algoritmos de indexado [NBY99a, NBY00, NdMN

+
00, NBYST01℄: se 
ara
teri-

zan por leer el texto una sola vez para 
onstruir una estru
tura (
ostosa de generar

en tiempo y/o espa
io), denominada índi
e. Ante 
ualquier búsqueda sobre ese texto,

el algoritmo se apoya en el índi
e para entregar una respuesta en forma más e�
iente.

Esta alternativa es viable 
uando se desea realizar búsquedas sobre textos que son


onsultados mu
has ve
es (para amortizar el 
osto de la 
onstru

ión del índi
e),

y bajo el supuesto de que se dispone del texto y del tiempo ne
esario 
omo para

pre
omputar el índi
e.

Algoritmos sublineales [CL90, Ukk92, TU93, CM94, NBY99b, BYN99℄: se 
ara
-

terizan por el he
ho de que en una gran mayoría de las búsquedas leen el texto sólo

par
ialmente para responder una 
onsulta. La respuesta suele ser entregada rápida-

mente en esos 
asos, aunque pueden ser lentos en el resto.

Sin embargo, ambas solu
iones no son satisfa
torias en todas las situa
iones. Y aunque

aún hay espa
io para optimiza
iones, éste 
ada vez es menor.

1.1.3. Un nuevo enfoque para el problema de búsqueda aproximada en

texto

Desde ha
e mu
ho tiempo, varias propuestas en diferentes 
ampos de las 
ien
ias

de la 
omputa
ión sugieren la búsqueda de solu
iónes más débiles 
omo alternativa a lo

2

Por ejemplo, en el 
ontexto de la bioinformáti
a, la búsqueda de una se
uen
ia parti
ular en el ADN

humano equivale a una búsqueda sobre un texto de 3Gb [CCY03℄.
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ipales resultados 4

que en su momento se 
onsidera uso �ex
esivo� de re
ursos de 
omputador. Por ejemplo,

las ρ-aproxima
iones para problemas NP duros [Ho
97℄ son una alternativa donde no se

pueden en
ontrar algoritmos e�
ientes. Otro ejemplo son los algoritmos tipo Monte
arlo

[Rub81, Fis96℄ que mu
has ve
es ofre
en más velo
idad a 
ambio de posibles errores en

las respuestas. Lo que se de�ne 
omo ex
esivo uso de re
ursos varía de 
aso a 
aso, y en

algunas apli
a
iones esta de�ni
ión tiende a ser 
ada vez más restri
tiva 
on el paso del

tiempo. Ello porque si bien tenemos 
omputadores 
ada vez más rápidos, las demandas


re
en a velo
idades muy superiores. Por ejemplo, hoy en día algunas bases de datos en sí

mismas resultan ser ex
esivamente grandes, y la búsqueda por algoritmos sublineales en el

tamaño de la entrada ha empezado a 
obrar importan
ia 
uando se trata de manejarlas.

En búsqueda en texto, las té
ni
as para manejar los 
ada vez más 
re
ientes volúmenes

de datos parten del supuesto que la salida de 
ada algoritmo propuesto sea exa
tamente

el 
onjunto de las o
urren
ias bus
adas. Aunque esta propiedad es del todo deseable, esto

impone 
iertos requerimientos de tiempo y/o espa
io ina
eptables en 
iertas situa
iones.

Por ello, explorar la alternativa de utilizar algoritmos más e�
ientes en uso de re
ursos,

pero que entreguen la respuesta 
on algún tipo de error, resulta una posibilidad interesante.

El problema de los datos de gran tamaño no es la úni
a razón prá
ti
a para estudiar

este tipo de algoritmos �débiles�. En algunas apli
a
iones de búsqueda en texto, una res-

puesta aproximada puede ser 
asi tan buena 
omo una respuesta exa
ta. Por ejemplo, si

nos interesa saber el área o 
ategoría de 
ierto do
umento de la web mediante el 
onteo

de las apari
iones de algunas palabras 
lave, normalmente lo que su
ede es que o bien el

texto tiene es
asas apari
iones de esas palabras 
lave, o bien tiene mu
has. Y saber si un

patrón apare
e po
as ve
es o mu
has sólo requiere una estima
ión razonable del número de

apari
iones, algo que podría eventualmente ser entregado por un algoritmo más e�
iente

que uno de búsqueda aproximada.

Junto 
on lo anterior, en problemas muy rela
ionados 
on búsqueda en texto hay

eviden
ia de algoritmos que 
omparten esta �losofía. Por ejemplo, en el problema de ali-

neamiento de se
uen
ias de ADN, una heurísti
a (denominada BLAST [CM94℄) se utiliza


omúnmente en la prá
ti
a. Aunque existe un algoritmo exa
to basado en búsqueda aproxi-

mada, este toma un tiempo ina
eptable. Un segundo ejemplo es un un trabajo re
iente

a
er
a de la posibilidad de estimar débilmente la distan
ia de edi
ión a tiempo sublineal

en el tamaño de la entrada [BEK

+
03℄.

Apoyados por lo anterior, en el Capítulo 4 de�niremos una variante del problema

de búsqueda aproximada, que denominaremos búsqueda aproximada permitiendo errores,

para el 
ual veremos que es posible en
ontrar algoritmos signi�
ativamente más rápidos

que los existentes para la búsqueda aproximada tradi
ional, a 
ambio de posibles errores

en la respuesta.

1.2. Resumen de prin
ipales resultados

En este trabajo abordamos el problema de búsqueda aproximada en un 
ontexto

nuevo, que denominamos búsqueda aproximada permitiendo errores. Nuestra 
ontribu
ión

es un estudio algorítmi
o de este problema.
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En el Capítulo 4 se de�ne la no
ión de algoritmo para búsqueda aproximada per-

mitiendo errores, que esen
ialmente 
orresponde a un algoritmo probabilista que reporta

un sub
onjunto de las o
urren
ias aproximadas de un patrón en el texto, 
on 
ierta pro-

babilidad mínima (en la aleatoriedad del algoritmo) de que 
ada o
urren
ia se en
uentre

presente en el sub
onjunto entregado.

Los Capítulos 4, 5 y 6 presentan algoritmos que resuelven el problema de búsqueda

en el sentido de la de�ni
ión anterior en tres diferentes 
ontextos. En el Capítulo 4 se

estudia el problema de búsqueda aproximada en línea de un sólo patrón. Aquí se presenta

la mayor parte de las ideas nuevas de este trabajo. En el Capítulo 5 se extienden los

algoritmos obtenidos en el 
apítulo anterior al 
aso en que múltiples patrones son bus
ados

simultáneamente en un mismo texto. Finalmente, en el Capítulo 6 se estudia la búsqueda

fuera de línea, es de
ir, 
uando se permite prepro
esar el texto. Aquí se introdu
e una

no
ión de búsqueda 
on errores algo diferente a los 
asos anteriores, ya que ahora el espa
io

utilizado por los algoritmos juega un papel fundamental.

Cada algoritmo propuesto va a
ompañado de un análisis que entrega algunas garantías

teóri
as que éstos ofre
en. En parti
ular, se estudia el tiempo esperado de eje
u
ión de 
ada

algoritmo dada una 
ierta probabilidad de perder 
ada o
urren
ia. En algunos algoritmos,


uando es relevante, también se estudia el espa
io utilizado. El Cuadro 1.1 resume las

propiedades prin
ipales.

Finalmente, el Capítulo 7 
ontiene una evalua
ión prá
ti
a de los algoritmos pro-

puestos. Experimentalmente se mide el 
omportamiento prá
ti
o de un algoritmo para

búsqueda 
on errores basado en q-gramas (Q-PE) y de un algoritmo para búsqueda 
on

errores basado en la té
ni
a de Chang y Marr (CM-PE).
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Algoritmo

Tiempo Toleran
ia Pérdida Observa
iones

Se

ión

E
n

l
í
n

e
a
,

u
n

p
a
t
r
ó
n

Cara
teres lejanos

k2n/σ me−(2k+1)σ

3.2

CL-PE

kn log m/m1−α log m m− log m α ∈ (0, 1) �jo

4.3

q-gramas [Ukk92℄

n m/ logσ m

3.3

Q-PE

n logσ m/m m/ logσ m (k logσ m/m)t t > 0 ajustable

4.4

Chang y Marr [CM94℄

n(k + logσ m)/m m

3.4

CM-PE

n logσ m/m m (k/m)t
t > 0 ajustable

4.5

E
n

l
í
n

e
a

m
ú

l
t
i
p

l
e

QMP-PE

n logσ(rm)/m m/ logσ m (k logσ(rm)/m)t
r número de patrones

5.2.1 t > 0 ajustable

[FN04℄

n(k + logσ(rm))/m m
r número de patrones

5.1

CMMP-PE

n logσ m/m m (k/m)t
r número de patrones

5.2.2 t > 0 ajustable

F
u

e
r
a

d
e

l
í
n

e
a

Índi
e q-gramas [NBY98℄

kn/σq m/ logσ m

6.2

Q-FL

tn logσ k/σq + tnm2 logσ k/σm/kσ m 1/kt t > 0 ajustable

6.2.1

Q-FL2

n log k/σq + nm2 log k/σm/2k m 1/k

6.2.3

Tabla 1.1: Resumen de las propiedades de los algoritmos propuestos y 
ompara
ión 
on algoritmos tradi
ionales similares. Se


omparan los algoritmos propuestos (CL-PE, Q-PE, CM-PE, QMP-PE, CMMP-PE, Q-FL, Q-FL2) 
on respe
to a algoritmos

similares para búsqueda aproximada tradi
ional. Los algoritmos similares, es de
ir, basados en la misma idea, se en
uentran indi
ados

a través de �las 
onse
utivas del mismo 
olor. El parámetro n denota el largo del texto, m es el largo de 
ada patrón, k es el error

permitido y σ es el tamaño del alfabeto. Todos los valores son asintóti
os, se omitió la nota
ión O(·) por problemas de espa
io.



Capítulo 2

Con
eptos y preliminares

2.1. Búsqueda aproximada en texto

En la introdu

ión presentamos el problema de búsqueda aproximada 
omo la bús-

queda de o
urren
ias aproximadas de una palabra 
orta (patrón) dentro de una palabra

larga (texto). Ahora daremos una de�ni
ión más rigurosa, ade
uada para los propósitos

de este trabajo.

Comenzaremos 
on una revisión de la nota
ión estándar para lenguajes formales:

asumiremos que las palabras utilizan siempre un 
onjunto de 
ara
teres �jo y �nito, que

denominamos alfabeto. Usualmente, denotaremos el alfabeto por Σ y a su 
ardinal por σ.
Las palabras se de�nen 
omo se
uen
ias de 0 o más 
ara
teres y el 
onjunto de todas las

palabras se denota por Σ∗
.

Para es
ribir una palabra s explí
itamente, utilizaremos la nota
ión s = s1s2 . . . sn,

si ∈ Σ. Denotamos el largo de s por |s| = n y a si lo denominamos el i-ésimo 
ará
ter de

s. En el 
aso parti
ular de la palabra de 0 
ara
teres, nos referiremos a ella 
omo ε.

De�nimos también la 
on
atena
ión de palabras 
omo sigue: si s = s1s2 . . . sn y t =
t1t2 . . . tm, la 
on
atena
ión de s y t, denotada st es la palabra st = s1s2 . . . snt1t2 . . . tm.
Finalmente, es
ribiremos si..j = sisi+1 . . . sj para referirnos a la subpalabra de s formada

por los 
ara
teres entre las posi
iones i y j (ambas in
luidas).

En el problema de búsqueda en texto aproximada, el esquema general es el siguiente:

d : Σ∗ × Σ∗ → R ∪ {∞} es una fun
ión de distan
ia entre palabras.

T ∈ Σ∗
es el texto donde se desea en
ontrar las apari
iones aproximadas de un patrón.

Denotamos su largo por n = |T |.

P ∈ Σ∗
es el patrón a bus
ar. Denotamos su largo por m = |P |.

k ∈ R es el máximo error permitido.

y el problema se es
ribe formalmente 
omo sigue:
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Problema: Búsqueda aproximada

Entrada: T ∈ Σn
, P ∈ Σm

, k ∈ N y d(·, ·)

Salida: Posi
iones j en el texto T , tal que existe i 
on d(P, Ti..j) ≤ k.

La salida se restringe a entregar sólo las posi
iones de término para asegurar que

el tamaño de la respuesta sea a lo más lineal en el tamaño del texto. Esto deja de ser


ierto si se entregan todos los pares (ini
io, término), impidiéndonos de inmediato hablar

de algoritmos lineales o sublineales para este problema.

Por lo general, utilizaremos el término 
al
e u o
urren
ia para referirnos a las sub-

palabras Ti..j tal que d(P, Ti..j) ≤ k y el término ventana de texto para referirnos a una

subpalabra de texto Ti..j junto a sus posi
iones de ini
io i y de término j.1

En la literatura normalmente se es
ogen fun
iones de distan
ia d(·, ·) que evalúan el


osto de 
onvertir una palabra en la otra a través de transforma
iones bási
as que a
túan

sobre subpalabras. Por ejemplo, la opera
ión de sustitu
ión 
ambia un 
ará
ter a por otro

distinto b. Si se desea tranformar bar
o en tarso se ne
esitan 2 sustitu
iones (b por t y 


por s). Podríamos de
ir enton
es que la distan
ia entre ambas palabras es 2 (suponiendo

que 
ada sustitu
ión 
uesta 1 y que es la úni
a opera
ión permitida).

Más pre
isamente, las distan
ias que utilizaremos siempre estarán de�nidas de la si-

guiente forma: d(A,B) es el mínimo 
osto de una se
uen
ia de opera
iones que transforman

A en B (o ∞ si no existe se
uen
ia alguna). El 
osto de una se
uen
ia de opera
iones es el


osto de la suma de las opera
iones individuales, donde una opera
ión es una regla de la

forma δ(r, s) = t, r 6= s, que denota la sustitu
ión de la subpalabra r por la subpalabra s

on un 
osto t ∈ N. Una vez que la opera
ión ha transformado r en s, ninguna opera
ión

adi
ional puede ser realizada sobre s.

Las opera
iones usadas más 
omúnmente son:

Inser
ión: δ(ε, a), inserta el 
ará
ter a.

Borrado: δ(a, ε), borra el 
ará
ter a.

Sustitu
ión: δ(a, b), 
on a 6= b, reemplaza el 
ará
ter a por el 
ará
ter b.

Transposi
ión: δ(ab, ba) 
on a 6= b, inter
ambia los 
ara
teres 
onse
utivos a y b.

y en base a ellas se de�nen tres de las distan
ias más 
omunes:

Distan
ia de Edi
ión [Lev65℄: permite 
ualquier inser
ión, borrado y sustitu
ión,

todas 
on 
osto unitario.

Distan
ia de Hamming [SK83℄: permite 
ualquier sustitu
ión, todas 
on 
osto uni-

tario.

1

No es lo mismo subpalabra que ventana. Por ejemplo, dos ventanas distintas pueden 
orresponder a

la misma subpalabra.
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Distan
ia de Subse
uen
ia Común más Larga [NW70℄: permite 
ualquier sustitu
ión

y borrado, todas 
on 
osto unitario. Se suele denotar LCS.

En los tres 
asos, la distan
ia es efe
tivamente simétri
a (pues para 
ada regla δ(r, s) =
t hay una regla δ(s, r) = t del mismo 
osto). Generaliza
iones de estas distan
ias se obtienen

asignando 
ostos individuales (por ejemplo, asignar un 
osto de 1 a sustituir s por z y un


osto de 2 a sustituir s por b).

En este trabajo, utilizaremos ex
lusivamente la distan
ia de edi
ión. Esta distan
ia

se utiliza 
omúnmente en la prá
ti
a (
orre

ión ortográ�
a, análisis de ADN). Señalamos

eso sí que mu
hos de los algoritmos existentes y varios de los algoritmos propuestos en este

trabajo pueden adaptarse fá
ilmente a las otras distan
ias men
ionadas.

2.2. Alinea
iones

Cuando revisemos 
iertos algoritmos de búsqueda aproximada nos serán de utilidad

dos 
on
eptos intuitivos, aunque algo 
ompli
ados de de�nir.

El primer 
on
epto es el de alinea
ión. Supongamos que queremos transformar A =abra

en B =abra
adabra usando la mínima 
antidad de opera
iones de edi
ión. El ejemplo es

muy simple y 
laramente hay dos alternativas:

1. Considerar que A es el �primer�abra de B e insertar 
adabra a la dere
ha de A.

2. Considerar que A es el �segundo�abra de B e insertar abra
ad a la izquierda de A.

Notar que hay mu
has maneras distintas de realizar las inser
iones en 
ada 
aso. En

la Figura 2.1 se muestra una de esas formas para 
ada alternativa. Observe que al realizar


ada inser
ión no movemos lo que hemos obtenido en el paso anterior. La alinea
ión es el

desplazamiento desp que hay entre el primer 
ará
ter de A y el primer 
ará
ter de B, es

de
ir, 
uanto hay que mover A para que A y B 
omien
en en la misma posi
ión (
on la


onven
ión de que mover ha
ia la dere
ha es positivo). Diremos también que el 
ará
ter

Ai de A está alineado 
on el 
ará
ter Bi−desp de B.

A= abra abra =A

abra
 dabra

abra
a adabra

abra
ad 
adabra

abra
ada a
adabra

abra
adab ra
adabra

abra
adabr bra
adabra

B= abra
adabra abra
adabra =B

Figura 2.1: Dos maneras de transformar A en B. La alinea
ión en el 
aso de la izquierda

es 0, en el 
aso de la dere
ha es −7.
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El ejemplo anterior es muy simple, dado que las inser
iones se realizaron siempre al

�nal o al ini
io. Cuando se realiza una inser
ión en posi
iones intermedias podemos es
oger

entre mover ha
ia la dere
ha la subpalabra que 
omienza en la posi
ión a insertar, o mover

ha
ia la izquierda la subpalabra que termina en la posi
ión a insertar. La Figura 2.2 ilustra

lo anterior y también lo que o
urre en los 
asos de borrado y sustitu
ión de 
ara
teres.

Una se
uen
ia de opera
iones de edi
ión puede generar distintas alinea
iones.

A= azar A= 
obrar A= a
ometer

alzar 
onrar 
ometer

alizar B= 
ontar 
ometr

nalizar B= 
omer

inalizar

B= finalizar

Figura 2.2: Tres ejemplos que ilustran el 
on
epto de alinea
ión. A la izquierda, sólo se

realizan inser
iones, 
on una alinea
ión de −3; al 
entro, sólo se realizan sustitu
iones, 
on

una alinea
ión de 0; �nalmente, a la dere
ha sólo se realizan borrados, 
on una alinea
ión

de 1.

El segundo 
on
epto es el de asigna
ión de opera
iones. Consideremos una se
uen
ia

de opera
iones de edi
ión o1, o2, . . . , ou, 
on u ≤ k, que transforman una palabra A en otra

palabra B. Sea A = A1A2 . . . Av
una es
ritura de A 
omo 
on
atena
ión de palabras. A


ada Aj
le asignaremos un sub
onjunto Oj ⊆ {o1, o2, . . . , ou} de a
uerdo al pro
edimiento

indi
ado en la Figura 2.3.

Oj = ∅

for i = 1 to u
for j = 1 to v

if oi es una sustitu
ión o borrado en posi
iones in
luidas en Aj
or

oi es una inser
ión en posi
iones inmediatamente previas a un 
ará
ter en Aj

then Agregar oi a Oj y rede�nir Aj

omo el resultado de apli
ar oi a Aj

break

end

end

end

Figura 2.3: Asigna
ión de opera
iones.

Observemos que:

1. Toda opera
ión oi está aso
iada a un y sólo un 
onjunto Oj , es de
ir, los Oj forman

una parti
ión del 
onjunto de opera
iones

2

.

2

Té
ni
amente, para que esto sea 
ierto, las inser
iones realizadas después del �n del texto deben ser

aso
iadas a Av
.
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2. Para 
ada subpalabra Aj
(previo a la eje
u
ión del algoritmo), el resultado de apli
ar

las opera
iones en Oj (en el suborden indu
ido) generan una subpalabra de B, que

denominamos Bj
, 
uya distan
ia a Aj

no supera el número de opera
iones en Oj .

La asigna
ión de opera
iones permite des
omponer las opera
iones realizadas sobre el

texto o el patrón, lo que es útil para demostrar 
iertas propiedades simples que se utilizan

en búsqueda aproximada.

2.3. Algoritmos en línea y fuera de línea

Los algoritmos para el problema de búsqueda aproximada se suelen dividir en dos

grandes 
ategorías:

Los algoritmos en línea deben responder las búsquedas sin 
ono
imiento previo sobre

el texto. Normalmente este tipo de algoritmos son 
apa
es de entregar o
urren
ias

a medida que se va leyendo el texto, de aquí la razón de su nombre. El tiempo de

búsqueda es el tiempo total del algoritmo, aunque las labores de pre
ómputo sobre el

patrón (que se asume pequeño respe
to al texto) se 
onsideran de menor importan
ia

a nivel de análisis.

Los algoritmos fuera de línea permiten la 
onstru

ión de un índi
e sobre el texto,

es de
ir, una estru
tura que permite responder búsquedas sobre el texto de manera

más e�
iente. Este tipo de algoritmos está pensado para ser utilizado 
on 
onsultas

masivas sobre un mismo texto. La idea es que el 
osto de 
onstru

ión del índi
e

sobre un texto se va amortizando 
on el 
osto menor de las búsquedas posteriores.

Normalmente, en el tiempo de búsqueda no se 
onsidera el 
osto de la 
onstru

ión

del índi
e. El 
osto en espa
io y tiempo de 
onstru

ión de este último se analiza por

separado.

Este trabajo trata prin
ipalmente sobre algoritmos en línea. A menos que explí
ita-

mente se diga lo 
ontrario, el término búsqueda aproximada lo utilizaremos úni
amente

para referirnos al 
ontexto en línea de este problema.

2.4. Algoritmos para búsqueda aproximada en texto

En esta se

ión revisaremos algunos aspe
tos algorítmi
os de la búsqueda aproxima-

da. Desde 
omienzos de los '80, diversos enfoques se han propuesto para enfrentar este

problema (ver Figura 2.4):

Programa
ión dinámi
a [Sel80, LV88, LV89, Mye86, CH98℄.

Autómatas [Ukk85, Mel96, Kur96, WMM96, Nav97℄.

Paralelismo de bits [BY92, WM92, BYN99, Mye99℄.
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Té
ni
as de �ltrado [CL90, Ukk92, WM92, TU93, CM94, NBY99b, Shi96, BYN99,

ST04℄).

A 
ontinua
ión veremos los fundamentos de 
ada una de estas té
ni
as, para futuras refe-

ren
ias. Para una revisión más detallada, el le
tor puede 
onsultar [Nav01℄.

------- Basados en programación dinámica
------- Basados en autómatas
------- Basados en paralelismo de bits
------- Basados en filtros

2003

O(n(k+log m)/m) esp.
 k = O(m)

1994

O(n(k+log m)/m) esp.
 k = O(m)

1985

O(n)
1998

O(kn/w) esperado

1992

O(kn/��) esperado

1992

O(kmn/w)

1980

O(mn) 
1984

 O(kn)

1999

O(kn log m/m) esp.
 k = O(m/log m)

Figura 2.4: Contexto históri
o. Algunos algoritmos representativos de búsqueda aproxi-

mada, divididos por 
ategoría.

2.4.1. Programa
ión dinámi
a

Comenzaremos revisando la más antigua de las té
ni
as para búsqueda aproximada.

Los orígenes de esta té
ni
a son algoritmos 
lási
os para 
al
ular la distan
ia de edi
ión y

LCS. En esta se

ión veremos el método bási
o [Sel80℄ y señalaremos algunas extensiones.

Para i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n, de�namos Di,j 
omo la distan
ia más pequeña entre

P1..i y alguna subpalabra de T terminada en la posi
ión j. Observemos que los Di,j permiten

resolver el problema de búsqueda aproximada dire
tamente: si Dm,j ≤ k, enton
es existe
una subpalabra de T terminada en j 
uya distan
ia al patrón es a lo más k y vi
eversa.

Normalmente, los Di,j se ven 
omo los elementos de una matriz D, de m �las y n 
olumnas.

El primer método para 
al
ular la matriz D se basa en la idea siguiente: nos propone-

mos bus
ar la se
uen
ia más 
orta de opera
iones que transforma P1..i en alguna subpalabra

de T terminada en j. Dividamos la búsqueda en dos 
asos, y utili
emos re
ursividad 
omo

sigue:

Si Pi = Tj , enton
es es 
laro que Di,j = Di−1,j−1: a partir de una se
uen
ia óptima

para Di,j se obtiene una se
uen
ia óptima para Di−1,j−1 del mismo 
osto.

Si Pi 6= Tj , enton
es de algún modo debemos reparar el he
ho que el último 
ará
ter

de las palabras sean distintos. Esto requiere siempre alguna de estas tres opera
iones:

1. Sustituir el i-ésimo 
ará
ter de P1..i por Tj. Si se eje
uta esta opera
ión, el

problema se redu
e ahora a en
ontrar una transforma
ión óptima entre P1..i−1
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y alguna subpalabra de T terminada en la posi
ión j − 1. El 
osto óptimo sería

1 + Di−1,j−1.

2. Insertar Tj al �nal de P1..i. Si se eje
uta esta opera
ión, el problema se redu
e

ahora a en
ontrar una transforma
ión óptima entre P1..i y alguna subpalabra

de T terminada en la posi
ión j − 1. El 
osto óptimo sería 1 + Di,j−1.

3. Remover el i-ésimo 
ará
ter de P1..i. Si se eje
uta esta opera
ión, el problema

se redu
e ahora a en
ontrar una transforma
ión óptima entre P1..i−1 y alguna

subpalabra de T terminada en la posi
ión j. El 
osto óptimo sería 1 + Di−1,j .

De lo anterior se desprende la siguiente re
urren
ia:

Di,j =

{

Di−1,j−1, si Pi = Tj

1 + mı́n{Di−1,j−1,Di,j−1,Di−1,j}, en 
aso 
ontrario.

Es 
laro que si 
ono
emos la primera �la y la primera 
olumna de la matriz D, el resto

de sus valores se puede 
al
ular utilizando úni
amente la fórmula anterior. Sin embargo,

por simpli
idad es preferible añadir una �la y 
olumna adi
ional de�nida por:

D0,j = 0, j = 0, . . . , n,

Di,0 = i, i = 0, . . . ,m.

Es fá
il ver que esta ini
ializa
ión, junto a la re
urren
ia, permiten obtener los valores

Di,j. Esto justi�
a la 
orre
titud del algoritmo des
rito en la Figura 2.5 para resolver el

problema de búsqueda aproximada.

Claramente el algoritmo se eje
uta en tiempo O(mn) en el peor 
aso y se puede

implementar 
on pequeñas modi�
a
iones para que utili
e espa
io O(m) (basta guardar

úni
amente la última 
olumna 
al
ulada).

Aprove
hándose de propiedades más 
omplejas de la matriz D, posteriormente se

en
ontraron maneras más e�
ientes de 
al
ular sus 
oe�
ientes. Completando la matriz

por diagonales, el algoritmo de Landau y Vishkin [LV89℄ 
al
ula la matriz D en O(kn)
utilizando O(n) espa
io. Otra variante [LV88℄ 
al
ula la matriz en O(k2n) utilizando O(m)
espa
io. Todos los análisis señalados son de peor 
aso. A pesar de ser buenos resultados

teóri
os, estos algoritmos (y mu
hos otros basados en programa
ión dinámi
a) no son


ompetitivos en la prá
ti
a.

2.4.2. Autómatas

Los algoritmos basados en autómatas generan un autómata �nito no determinista

a partir del el patrón, que luego se utiliza para leer el texto. El autómata dete
ta las

posi
iones que son término de algún 
al
e a través de sus estados.

Veamos un ejemplo simple. Para bus
ar la palabra volver en un texto 
ualquiera


on a lo más 2 errores, utilizaremos el autómata de la Figura 2.6. La idea 
entral es que


ada �la representa el número de errores (si nos en
ontramos en la �la i es porque hemos
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pro
 PROG-DIN (T, P, n,m, k)

omment: T = texto; P = patrón, n = |T |, m = |P |, k = error.

for i = 1 to m
Di,0 = i

end

for j = 1 to n
D0,j = 0

end

for j = 1 to n
for i = 1 to m

if Pi = Tj

then Di,j = Di−1,j−1

else Di,j = 1 + mı́n{Di−1,j−1,Di,j−1,Di−1,j}
end

end

end

return {j tal que Dm,j ≤ k}
end

.

Figura 2.5: Algoritmo de programa
ión dinámi
a.

en
ontrado i − 1 errores) y 
ada 
olumna representa el he
ho de tener un 
al
e 
ontra un

pre�jo distinto del patrón (si nos en
ontramos en la 
olumna j es porque hemos logrado

ha
er 
alzar los j − 1 primeros 
ara
teres del patrón).

Las �e
has representan prin
ipalmente las opera
iones que utilizamos para transfor-

mar el patrón (en realidad un pre�jo 
ada vez más grande de él) en el texto: una �e
ha

ha
ia la dere
ha indi
a que los 
ara
teres del texto y patrón 
oin
iden y por lo tanto pode-

mos avanzar en el texto y el patrón sin aumentar el número de errores (sin apli
ar ninguna

opera
ión). Las �e
has verti
ales indi
an inser
ión de un 
ará
ter (avanzamos en el texto

pero no en el patrón). Las �e
has en diagonal representan el borrado de un 
ará
ter (avan-

zamos en el patrón, pero no en el texto) o una sustitu
ión de un 
ará
ter (avanzamos en

patrón y texto). El loop ini
ial permite que un 
al
e empie
e en 
ualquier parte del texto

y los estados �nales indi
an que la posi
ión del 
ará
ter re
ién leído es una posi
ión de

término de un 
al
e.

Para tradu
ir esta idea a un algoritmo, una alternativa es transformar el autómata

a su versión determinista y luego eje
utar el nuevo autómata sobre el texto. Claramente

esto ha
e que el re
orrido del texto bus
ando los 
al
es se eje
ute en tiempo O(n) (óptimo

en el peor 
aso), pero a 
osta de utilizar espa
io O(mı́n(3m,m(2mσ)k)) para los estados

del autómata [Ukk85℄

3

. Esto lo ha
e inapli
able en la prá
ti
a. Otras alternativas redu
en

el espa
io signi�
ativamente (O(mn) en [Kur96℄), pero a 
osta de mez
lar la eje
u
ión del

autómata 
on su 
onstru

ión

4

.

3

En parti
ular, esto signi�
a que el tiempo de 
onstru

ión es al menos de ese orden.

4

Esto es algo que tiene relevan
ia: 
uando un pro
eso depende úni
amente del patrón y éste se 
ono
e
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Figura 2.6: Autómata para la búsqueda del patrón volver 
on no más de dos errores.

2.4.3. Paralelismo de bits

Los algoritmos basados en paralelismo de bits redu
en el tiempo de eje
u
ión de al-

goritmos ya existentes en un fa
tor de hasta w, donde w es el tamaño de palabra del


omputador. El valor de w es de 32 o 64 en las arquite
turas a
tuales, por lo que la redu
-


ión es signi�
ativa en la prá
ti
a. Bási
amente, la idea es realizar alguna se

ión de un

algoritmo en forma paralela utilizando opera
iones bási
as 
on bits.

La siguiente nota
ión adi
ional nos será útil (sólo en esta se

ión):

Para un bit b y un entero positivo n, bn
denota el número binario obtenido al 
on
a-

tenar n ve
es el bit b.

Los símbolos ∧ y ∨ denotan los operadores binarios AND y OR, respe
tivamente.

El símbolo ≫ denota el operador SHIFT-RIGHT. Si B = b1b2 . . . bn es un número

binario y r un entero positivo, enton
es, B ≫ r = 0rb1b2 . . . bm−r.

Ilustraremos la idea bási
a del método de paralelismo de bits apli
ándola a un algoritmo

basado en autómatas para búsqueda exa
ta. Supongamos que queremos bus
ar el patrón

P = volver en un texto 
ualquiera. Enton
es podemos 
onstruir el autómata no deter-

minista de la Figura 2.7 para bus
ar ese patrón en forma exa
ta. Representaremos la

eje
u
ión no determinista del autómata a través de bits. Más pre
isamente, representare-

mos los estados del autómata (ex
epto el estado ini
ial) 
omo un número binario de m bits

D = d1d2 . . . dm, 
uyo i-esimo bit es 1 si y sólo si el estado i se en
uentra a
tivo. Para 
ada

de antemano, es posible eje
utar este pro
eso de inmediato. Luego, 
uando el texto se en
uentre disponible,

se puede eje
utar el resto del algoritmo. Otra ventaja es que, si bus
amos un mismo patrón en diferentes

textos el pro
eso de 
rea
ión del autómata se realiza una sola vez para todas las búsquedas. Usualmente

denominaremos pro
esos de pre
ómputo a rutinas que dependen úni
amente del patrón y les adjudi
aremos

una importan
ia menor que a los pro
esos que a
túan sobre el texto.
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v l v eo r

Figura 2.7: Autómata para la búsqueda del patrón volver en forma exa
ta.


ará
ter c ∈ Σ 
onstruimos un número binario Bc de m bits, tal que su i-esimo bit es 1 si

y sólo si Pi = c.

Ini
ialmente, D = 0m
(sólo el estado ini
ial se en
uentra a
tivo). Además, si D repre-

senta los estados del autómata tras leer los primeros j − 1 
ara
teres del texto, enton
es:

((D ≫ 1) ∨ 10m−1) ∧ BTj

es la representa
ión de los estados del autómata tras leer el 
ará
ter j-ésimo del texto. En

efe
to, tras leer el 
ará
ter j del texto, el i-esimo estado del autómata se a
tiva si y sólo

si el i − 1-ésimo estado se en
ontraba a
tivo y el 
ará
ter Tj 
oin
ide 
on el 
ará
ter del

patrón en la posi
ión i.

El modelo permite simular las transi
iones simúltaneas del autómata no determinista

utilizando sólo dos opera
iones binarias, 
on lo que la eje
u
ión del autómata sobre un

texto de largo n se puede realizar en O(n), si es que el autómata se puede representar en

una sola palabra de 
omputador. En el 
aso general, es posible representar el autómata


on O(m/w) palabras de 
omputador.

Aunque el ejemplo es para búsqueda exa
ta, la misma idea se puede apli
ar para

paralelizar los algoritmos basados en autómatas de la se

ión anterior [WM92℄. También

es posible (aunque 
on una idea diferente a la expli
ada aquí) paralelizar el 
ál
ulo de

valores de la matriz de programa
ión dinámi
a [Mye99℄.

2.4.4. Filtros

Supongamos que queremos bus
ar en forma exa
ta el patrón

P =
abra

en el texto

T = abradabrada
abra.

Un enfoque simple es ver si P es igual o no a 
ada una de las 12 palabras de 5 letras 
on-

se
utivas que se forman en T : abrad, brada, radab, . . . (las denominaremos subpalabras).

Observemos que son revisados al menos 12 
ara
teres distintos del texto, si se 
omparan

las subpalabras de izquierda a dere
ha y se ignoran las subpalabras apenas se en
uentra

alguna diferen
ia 
on el patrón. Notemos que en general, si el texto tiene n 
ara
teres y

el patrón tiene m 
ara
teres, enton
es esta estrategia requiere revisar al menos n − m + 1
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ara
teres diferentes del texto. Si m es pequeño en rela
ión a n, enton
es esta estrategia

es esen
ialmente tan 
ostosa 
omo leer el texto 
ompleto.

Pero basta observar que la primera letra d del texto T no se en
uentra en el patrón

P para garantizar inmediatamente que el patrón no es igual a ninguna de las 5 primeras

subpalabras del texto. De la misma manera, la segunda letra d impide que el patrón sea

igual a alguna de las 5 siguientes subpalabras del texto. En este 
aso, sólo se revisaron dos


ara
teres del texto para des
artar 10 de las 12 posibles subpalabras. Aunque el ejemplo

es engañoso (ningún algoritmo podría adivinar que las posi
iones donde hay letras d es lo

que hay que revisar), si ilustra algo muy signi�
ativo: para garantizar que un patrón no se

en
uentra en un pedazo del texto no es ne
esario revisarlo 
ompletamente. Notar que no

es 
ierto el reverso: para garantizar que el patrón se en
uentra en una 
ierta posi
ión del

texto, hay que revisar todos los 
ara
teres de la subpalabra empezando en di
ha posi
ión

5

.

Aunque el ejemplo anterior es para búsqueda exa
ta, los algoritmos de �ltrado para

búsqueda aproximada se aprove
han de una idea similar: es más fá
il garantizar que en un

pedazo de texto no apare
e el patrón en forma aproximada que garantizar que se en
uentra.

Esto se utiliza para des
artar rápidamente por
iones del texto donde no es posible que el

patrón se en
uentre en forma aproximada.

Es importante desta
ar que los algoritmos que utilizan esta té
ni
a normalmente son

in
apa
es de dete
tar las apari
iones del patrón en el texto, sólo redu
en la por
ión de

texto donde se debe bus
ar. Por eso, 
ada algoritmo de �ltro se utiliza en 
onjunto 
on un

algoritmo de búsqueda aproximada (en este 
ontexto se denomina algoritmo veri�
ador)

que bus
a apari
iones del patrón en las por
iones de texto no des
artadas por el �ltro.

Podemos ver una idea del pro
eso 
ompleto en la Figura 2.8.

Resulta evidente que en 
iertos 
asos el pro
eso 
ompleto de �ltrado y veri�
a
ión

puede ser más 
ostoso que eje
utar dire
tamente el veri�
ador sobre el texto 
ompleto: si

el texto está lleno de o
urren
ias del patrón (por ejemplo, P = abra, T = abrabrabra), el

�ltro no puede des
artar ninguna parte del texto y por lo tanto es sólo un sobre
osto. Por

eso, el análisis de este tipo de algoritmos se ha
e sólo para el 
aso promedio, asumiendo

que el texto es generado bajo una 
ierta distribu
ión de probabilidad y mostrando que

bajo esa distribu
ión el �ltro �normalmente� aumenta la velo
idad del algoritmo 
ompleto,

es de
ir, �ltro y veri�
ador.

Los �ltros son sublineales en promedio, des
artando por
iones de texto leyendo muy

po
os de sus 
ara
teres. Sin embargo, en el peor 
aso (es de
ir, para 
iertos textos y patrón

espe
í�
os) los �ltros revisan todos los 
ara
teres.

2.5. Extensiones al problema de búsqueda aproximada en

texto

Mu
has extensiones o problemas rela
ionados se han propuesto en búsqueda aproxi-

mada. En realidad la palabra extensión puede resultar algo mezquina por 
uanto algunos de

5

Asumiendo que no se sabe nada del texto ex
epto los 
ara
teres 
onsultados.
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T=

T=

Filtrado

T=

Verificación

PPPP P

Salida

Figura 2.8: Esquema de un algoritmo basado en �ltros: durante el pro
eso de �ltrado,


iertas áreas de texto (en negro) son des
artadas. Luego, el algoritmo veri�
ador se eje
uta

sobre las áreas no des
artadas, reportando las o
urren
ias (mar
adas 
on la letra P ).

estos problemas tienen vida propia. Parte de este trabajo podría eventualmente extenderse

a este tipo de problemas:

Alineamiento lo
al de se
uen
ias (biología). La similitud de dos se
uen
ias de pro-

teínas puede verse 
omo la búsqueda de alineamientos lo
ales, es de
ir, la búsqueda

de subse
uen
ias que son de algún modo pare
idas. Las medidas de similitud son

pare
idas a la distan
ia de edi
ión.

Búsqueda aproximada de múltiples patrones, en la 
ual se desean en
ontrar las o
u-

rren
ias de varios patrones en un mismo texto. Veremos algunos aspe
tos de este

tema en el Capítulo 5.

Búsqueda 
on 
ara
teres 
omodines. Es el problema de búsqueda aproximada, per-

mitiendo un 
ará
ter espe
ial �*� que puede representar a 
ualquier 
ará
ter.

2.6. Herramientas probabilistas

Para demostrar las garantías probabilistas que al
anzarán los algoritmos propuestos

en este trabajo, utilizaremos fre
uentemente 
otas para la distribu
ión binomial de pro-

babilidades. El le
tor no familiarizado 
on este tema puede 
onsultar [Fel68℄. Esta se

ión

solamente presenta la nota
ión y resultados que ne
esitaremos en este trabajo.
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Para una moneda 
uya probabilidad de obtener 
ara es p, 
onsideremos el experimento

de lanzarla n ve
es de manera independiente. Denotemos por Xi a la variable indi
adora

del resultado obtenido en 
ada lanzamiento, es de
ir:

Xi =

{

1, si el i-ésimo lanzamiento sale 
ara,

0, si el i-ésimo lanzamiento sale sello.

Se de�ne la distribu
ión binomial de parámetros n y p, denotada por Bin(n, p), 
omo

la variable aleatoria que 
uenta el número de 
aras obtenidas, es de
ir,

Bin(n, p) =

n
∑

i=1

Xi.

Algunos resultados bási
os respe
to a esta variable aleatoria son los siguientes:

La esperanza o valor esperado de la binomial, que denotaremos 
omúnmente por µ
o E(Bin(n, p)) vale µ = np.

P (Bin(n, p) ≤ k) = P (Bin(n, 1 − p) ≥ n − k).

A lo largo de este trabajo fre
uentemente ne
esitaremos a
otar superiormente la pro-

babilidad que el resultado del experimento binomial se en
uentre lejos de la media. Es-

pe
í�
amente, ne
esitaremos a
otar superiormente probabilidades de eventos de la forma

Bin(n, p) ≤ k 
on k ≤ µ, o Bin(n, p) ≥ k 
on k ≥ µ. Para ello utilizaremos las siguientes

desigualdades, 
ono
idas 
omo 
otas de Cherno� [Che52℄ .

Teorema 2.6.1. Cotas de Cherno� para la distribu
ión binomial

P (Bin(n, p) ≥ k) ≤ ek−µ
(µ

k

)k
, ∀k > µ,

P (Bin(n, p) ≤ k) ≤ ek−µ
(µ

k

)k
, ∀0 < k ≤ µ.

Aunque más débiles que las 
otas anteriores, por simpli
idad a ve
es utilizaremos:

Teorema 2.6.2. Cotas de Cherno� simpli�
adas para la distribu
ión binomial

P (Bin(n, p) ≥ (1 + δ)µ) ≤ 2−δµ, ∀δ > 0,

P (Bin(n, p) ≥ (1 + δ)µ) ≤ e−δ2µ/2, ∀0 < δ < 2e − 1,

P (Bin(n, p) ≤ (1 − δ)µ) ≤ e−δ2µ/2, ∀0 ≤ δ < 1.

Para que

∑n
i=1 Xi sea una binomial es ne
esario que los Xi sean independientes.

Existen desigualdades muy similares a las indi
adas en el Teorema 2.6.2 
uando existe

�es
asa� dependen
ia. Introdu
iremos la siguiente de�ni
ión:
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De�ni
ión 2.6.1. Sean Xi, i = 1, . . . , n variables aleatorias. Diremos que los Xi son m-

independientes si existe una familia {A1, . . . , Am} de sub
onjuntos de A = {1, . . . , n} tales

que:

1. A = ∪m
i=1Ai

2. Para 
ada i = 1, . . . ,m, las variables Xj 
on j ∈ Ai son independientes.

El siguiente resultado [Jan04℄ es el análogo del Teorema 2.6.2 para variables m-

independientes.

Teorema 2.6.3. Cotas para suma de variables m-independientes.

Sean X1, . . . ,Xn variables aleatorias m-independientes a valores en {0, 1}, 
on P (Xi = 1) =
p ∈ (0, 1) para todo i. Enton
es la esperanza de

∑n
i=1 Xi, denotada por µ, vale µ = np y

para todo t > 0 se tienen las siguientes desigualdades:

P

(

n
∑

i=1

Xi ≥ µ + t

)

≤ exp

(

−
8t2

25m(µ + t/3)

)

,

P

(

n
∑

i=1

Xi ≤ µ − t

)

≤ exp

(

−
8t2

25mµ

)

.

Esen
ialmente, todas estas desigualdades indi
an un de
re
imiento exponen
ial en la


ola de la distribu
ión

∑n
i=1 Xi 
uando nos alejamos de la media.

2.7. Análisis promedio

En esta se

ión de�niremos el esquema aleatorio en el que trabajaremos. El modelo de

texto aleatorio que 
onsideramos prin
ipalmente es el Bernoulli uniforme, o simplemente

Bernoulli que puede verse 
omo una variable aleatoria T , uniforme e independiente, a

valores en Σt
. Desde un punto de vista 
onstru
tivo, este modelo también puede verse


omo un texto aletorio generado 
omo la 
on
atena
ión de t 
ara
teres en Σ, extraídos
uniformemente e independientemente.

Cuando un texto es generado según la distribu
ión Bernoulli uniforme, lo denotaremos

por T ↼ Σt
. En general, utilizaremos la nota
ión x ↼ X para denotar 
ualquier ele

ión

uniforme e independiente de un elemento x en un 
onjunto X. El tiempo promedio de un

algoritmo determinista A 
uya entrada es un texto T de largo n y un patrón P de largo

m lo de�niremos 
omo

(2.1)

E

T↼Σn,P↼Σm
time(A, T, P ),

donde time(A, T, P ) denota el tiempo de eje
u
ión del algoritmo A sobre el texto T y el

patrón P . Ya que para la mayoría de los algoritmos que propondremos en este trabajo la

aleatoriedad del patrón no es esen
ial en el análisis,

6

normalmente utilizaremos

6

Esto no es 
ierto para algunos algoritmos de búsqueda aproximada
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máx
P

E

T↼Σn
time(A, T, P )


omo una 
ota superior en el tiempo promedio de eje
u
ión del algoritmo.

En esta tesis los algoritmos propuestos serán probabilistas. El tiempo de eje
u
ión

de un algoritmo sobre una entrada ya no es úni
o, y lo que normalmente se mide es el

tiempo de eje
u
ión esperado. Para ello, se asume que la parte aleatoria del algoritmo se

puede ver 
omo un elemento aleatorio r extraído uniforme e independientemente sobre un


onjunto R y que una vez 
ono
ido el valor de r el algoritmo se vuelve determinista. El

tiempo esperado de un algoritmo probabilista A 
uya entrada es un texto T de largo n y

un patrón P de largo m lo de�niremos 
omo

E

r↼R
time(A, T, P, r)

donde time(A, T, P, r) denota el tiempo de eje
u
ión del algoritmo A sobre el texto T y el

patrón P , 
uando el elemento aleatorio del algoritmo es r.

Podemos de�nir el tiempo promedio de eje
u
ión de un algoritmo probabilista 
on la

expresión 2.1, pero 
onsiderando time(A, T, P ) 
omo el tiempo esperado. A este tiempo lo

denominaremos tiempo promedio esperado, o simplemente tiempo esperado.

Observa
ión. En este trabajo sólo veremos algoritmos deterministas sobre texto aleatorio

y algoritmos probabilistas sobre texto aleatorio. Utilizaremos la siguiente 
onven
ión: los

términos tiempo promedio esperado y tiempo esperado se re�eren al tiempo promedio de

eje
u
ión de algoritmos probabilistas, mientras que el tiempo promedio se re�ere al tiempo

promedio de algoritmos deterministas.



Capítulo 3

Algoritmos de �ltrado

En este 
apítulo revisaremos una familia de algoritmos para búsqueda aproximada.

Dedi
amos una se

ión 
ompleta a ellos porque son la base para los métodos que propon-

dremos en el siguiente 
apítulo.

3.1. Introdu

ión

Los algoritmos de �ltrado para búsqueda aproximada se basan en el he
ho de que

puede ser mu
ho más fá
il garantizar que en una posi
ión del texto no existe un 
al
e, que

garantizar que existe. Por ejemplo, supongamos que en una parte del texto las palabras

abra, 
ada y bra no apare
en 
omo subpalabras. Enton
es podemos estar seguros que

la palabra abra
adabra no apare
e allí 
on 2 errores bajo la distan
ia de edi
ión (
ada

opera
ión de edi
ión puede alterar a lo más una de las tres palabras antes men
ionadas).

Los algoritmos de �ltrado aprove
han este he
ho para des
artar (�ltrar) partes del

texto en las que no es posible que el patrón se en
uentre en forma aproximada. Si queremos

bus
ar abra
adabra en un texto de n 
ara
teres y las palabras abra, 
ada y bra apare
en


omo subpalabras sólo en los últimos 50 
ara
teres, podemos usar programa
ión dinámi
a

sobre los últimos 50+11 
ara
teres, y no sobre el texto 
ompleto. Esto se tradu
e en mayor

velo
idad de búsqueda si podemos efe
tuar la búsqueda (exa
ta) de las tres palabras en

forma su�
ientemente rápida.

Para el ejemplo anterior, notemos que aunque las tres palabras apare
ieran en el texto

nada garantiza que exista un 
al
e. Esto ilustra algo 
ara
terísti
o de estos algoritmos:

�ltrar es un pro
eso rápido que permite des
artar algunas por
iones del texto donde no

hay 
al
e, pero no permite en
ontrarlos. Por ello, todos los algoritmos de �ltrado utilizan

un algoritmo de búsqueda aproximada para en
ontrar las o
urren
ias en todas aquellas

por
iones de texto que no fueron des
artadas. En lo que sigue, denominaremos �ltro al

pro
edimiento que des
arta partes del texto donde no hay 
al
es y rutina veri�
adora o

veri�
ador al pro
edimiento que en
uentra los 
al
es. El algoritmo de �ltrado es el pro
eso


ompleto, es de
ir, �ltrado y veri�
a
ión.

Otra 
ara
terísti
a importante de los algoritmos de �ltrado es que son rápidos en la
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mayoría de los textos y patrones, pero siempre se pueden en
ontrar 
asos espe
í�
os en

los que el �ltro no es 
apaz de des
artar ninguna por
ión de texto, y por lo tanto el �ltro

es sólo sobre
osto. Por eso, lo interesante es ver 
omo se 
omportan estos algoritmos en

promedio. En la literatura, el análisis de este tipo de algoritmos normalmente sigue estas

dire
tri
es:

Desde el punto de vista experimental, se 
onsideran un 
onjunto de textos y patrones

provenientes de apli
a
iones donde búsqueda en texto aproximada tiene poten
iales

apli
a
iones prá
ti
as, 
omo bases de datos de ADN o texto. Se toma un promedio

del tiempo/espa
io medidos.

Desde el punto de vista teóri
o, el análisis que se realiza 
omúnmente es el de tiempo

promedio bajo el supuesto de que el texto y el patrón siguen una distribu
ión Bernou-

lli uniforme. Aunque el modelo es muy simple, los resultados que se obtienen a partir

de él usualmente son representativos de lo que se obtiene en forma experimental.

En todo este 
apítulo, a menos que se indique explí
itamente lo 
ontrario, el tiempo

promedio se 
onsidera bajo el supuesto de que el texto y el patrón son aleatorios siguiendo

una distribu
ión Bernoulli uniforme.

Finalmente, una 
ara
terísti
a distintiva de los algoritmos de �ltrado es que su e�-


ien
ia (en tiempo esperado) es válida sólo para valores del error k no superiores a 
ierto

umbral. A este valor se le denomina la toleran
ia del �ltro. Dependiendo de la 
apa
idad

de �ltro, 
ada algoritmo tiene su propia toleran
ia máxima. El problema es que a medida

que k 
re
e, el número de o
urren
ias 
re
e y des
artar por
iones de texto se ha
e más

difí
il. Se sabe además [Nav01℄ que los �ltros no fun
ionan bien en el 
aso promedio 
uando

k > cσm, donde cσ < 1 depende úni
amente del tamaño del alfabeto σ.

3.2. El algoritmo de Cara
teres Lejanos

En 1990, Tarhio y Ukkonen [TU93℄ diseñaron el primer algoritmo de �ltrado. La idea

bási
a es alinear el patrón 
on el texto y revisar el texto 
ontando el número de 
ara
teres

lejanos. Un 
ará
ter del texto se dirá lejano si no 
oin
ide 
on el 
ará
ter del patrón 
on el

que está alineado, y tampo
o 
oin
ide 
on 
ualquier 
ará
ter del patrón a distan
ia de k

ara
teres o menos. Para ilustrar esto veamos un ejemplo 
on
reto: si T = abra
adabra,

P = abrir, y k = 2, enton
es los 
ara
teres lejanos para algunas alinea
iones entre el texto
y el patrón se ilustran en la Figura 3.1:

La observa
ión 
lave del algoritmo es que si un 
ára
ter de una o
urren
ia para una

alinea
ión es lejano, enton
es ne
esariamente tenemos que borrarlo en una se
uen
ia de

opera
iones de edi
ión que transforme una posible o
urren
ia (
on esa alinea
ión) en el

patrón. Por lo tanto, 
uando más de k 
ara
teres lejanos han sido en
ontrados, la alinea
ión

puede ser des
artada. En 
aso 
ontrario, debe eje
utarse el algoritmo veri�
ador.

Formalmente, 
onsideremos una alinea
ión j entre el texto y el patrón, es de
ir, Tj+i
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a b r a c a d a b r a

a b r i r

a b r a c a d a b r a

a b r i r

a b r a c a d a b r a

a b r i r

a b r a c a d a b r a

a b r i r

Figura 3.1: En gris os
uro, 
ara
teres lejanos (
on k = 2) para algunas alinea
iones.

está alineado 
on Pi. Diremos que Tj+i es lejano si

1

Tj+i /∈ {Pi−k, Pi−k+1, . . . , Pi+k}.

Notemos que si un 
ará
ter Tj+i es lejano para algún k < i ≤ m − k, y existe una

o
urren
ia 
on esa alinea
ión j, enton
es:

El 
ará
ter es parte de la o
urren
ia.

El 
ará
ter es borrado en 
ualquier se
uen
ia de a lo más k opera
iones que transfor-

me la o
urren
ia en el patrón. Ello pues no es posible alinear el 
ará
ter 
on ningún


ára
ter del patrón a distan
ia mayor que k.

Luego, en
ontrar más de k 
ara
teres lejanos para una alinea
ión garantiza que la alinea
ión

no puede 
orresponder a un 
al
e y por lo tanto se puede des
artar.

2

El �ltro aprove
ha

esta propiedad alineando el patrón 
on el texto y re
orriendo los 
ara
teres antes señalados.

Cuando más de k 
ara
teres lejanos han sido en
ontrados, la alinea
ión se des
arta. Si lo

anterior no o
urre, enton
es se bus
an todos los posibles 
al
es en Tj−k..j+m+k 
on un

algoritmo tradi
ional.

Por e�
ien
ia, la propiedad de ser 
ará
ter lejano se pre
omputa, es de
ir, para 
ada


ará
ter c y 
ada posi
ión i del patrón, el resultado de

c /∈ {Pi−k, Pi−k+1, . . . , Pi+k}

se alma
ena en una tabla. Además, para 
ada posi
ión i del patrón y 
ada posible 
ará
ter

c, el �ltro alma
ena el valor de

Desp(i, c) ≡ mı́n
s>0

{Pi−s = c}


on lo que el número de alinea
iones que pueden ser saltadas se 
al
ula de manera simple


omo

mı́n
i=m−k..m

Desp(i, Tj+i).

1

Si {Pi−k, Pi−k+1, . . . , Pi+k} 
ontiene elementos fuera de rango, por ejemplo, P−1, simplemente no se


onsideran parte del 
onjunto.

2

Té
ni
amente, el �ltro des
arta alinea
iones, lo que a su vez genera que 
iertas posi
iones del texto no

puedan ser término de algún 
al
e.
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Con lo que hemos presentado, el �ltro debe 
onsiderar todas las alinea
iones. Para

evitar esto, los autores del algoritmo utilizan un enfoque muy similar al algoritmo de

Boyer-Moore [BM77℄ para búsqueda exa
ta en texto. No detallaremos este pro
edimiento

aquí.

El tiempo de este algoritmo depende prin
ipalmente de la rapidez 
on que en promedio

se en
uentran más de k 
ara
teres lejanos para una alinea
ión. Los autores muestran que,

bajo el supuesto de que el texto y el patrón son aleatorios, el tiempo promedio de eje
u
ión

del �ltro es O(k2n/σ). Esto no in
luye el tiempo de veri�
a
ión, es de
ir, el tiempo invertido

en revisar las posi
iones no des
artadas. Un análisis simple en [Nav01℄ indi
a que el 
osto

de veri�
a
ión promedio es no superior al 
osto de �ltro promedio para k/m < e−(2k+1)/σ
.

En la prá
ti
a, aunque el algoritmo resulta 
ompetivo para valores pequeños de k, su baja

toleran
ia limita su apli
abilidad.

3.3. El algoritmo de q-gramas

Mu
hos �ltros se basan en la idea de bus
ar piezas del patrón en el texto en forma

exa
ta (SET [CL90℄, h-samples [Tak94℄). En esta se

ión veremos uno de los más repre-

sentativos de esta familia, el algoritmo de q-gramas [Ukk92℄.

Un q-grama es una palabra de largo q. El 
onjunto de q-gramas de una palabra se

de�ne 
omo:

De�ni
ión 3.3.1. Para una palabra V de largo v y para q < v, el multi
onjunto

3 QV
q de

q-gramas de V es:

QV
q = {{Vi..i+q−1 | i = 1, . . . , v − q + 1}}


ontando repeti
iones de elementos.

La idea bási
a de todos los algoritmos basados en q-gramas es la siguiente. Suponga-

mos que P está a distan
ia menor o igual que k de la subpalabra Ti..j y 
onsideremos una

se
uen
ia de a lo más k opera
iones que transformen P en Ti..j. Cada opera
ión altera a lo

más q de los q-gramas de P , por lo que al menos m− q +1− kq de los q-gramas del patrón

deben apare
er en 
ualquier o
urren
ia. En lo que sigue de esta se

ión, denotaremos por

m′ = m − q + 1 el número de q-gramas de P .

El algoritmo de q-gramas re
orre 
ada ventana V de tamaño m− k (que es el tamaño

mínimo de un 
al
e), 
ontando el número de q-gramas del patrón presentes en V . Existen

dos posibilidades:

Si se en
uentran menos de m′−kq−2k de los q-gramas de QP
q , enton
es ningún 
al
e

puede 
ontener a la ventana. Ello porque el largo de un 
al
e es a lo más m + k, por
lo que 
omo máximo 2k de los m′ q-gramas no han sido 
onsiderados en el 
onteo.

Diremos en este 
aso que la ventana es des
artada por el �ltro.

3

Usaremos {{. . .}} para los multi
onjuntos.



3.4 El algoritmo de Chang y Marr 26

Si se en
uentran al menos m′ − kq − 2k de los q-gramas de QP
q , el �ltro no des
arta

la ventana y todos los 
al
es que 
ontienen a la ventana son en
ontrados 
on un

algoritmo tradi
ional. Ello requiere revisar 
al
es en una ventana de texto de tamaño

m + 3k. Diremos que la ventana es veri�
ada por el �ltro.

T

P

Figura 3.2: Conteo de q-gramas.

Note que no es ne
esario repetir el 
onteo de q-gramas 
ompletamente en 
ada ventana.

En efe
to, dos ventanas 
onse
utivas sólo di�eren en dos q-gramas. Más aún, utilizando un

árbol de su�jos, el 
onteo de q-gramas (y por lo tanto el 
osto del �ltro) puede realizarse en

tiempo Θ(n). Un análisis grueso en [Nav01℄ muestra que para k = O(m/ log m) el tiempo

de veri�
a
ión es a lo más tiempo de �ltro (asintóti
amente). Como en todo algoritmo de

�ltro, este análisis es bajo el supuesto de texto aleatorio.

3.4. El algoritmo de Chang y Marr

El primer resultado teóri
o óptimo en algoritmos de �ltrado 
orresponde al algorit-

mo de Chang y Marr [CM94℄. La idea base de este algoritmo es realizar una búsqueda

aproximada de algunas subpalabras del texto en el patrón.

Veamos primero los fundamentos de este algoritmo. Introduz
amos la siguiente:

De�ni
ión 3.4.1. Sean R y S dos palabras 
ualesquiera. De�namos asm(R,S) 
omo la

mínima distan
ia de la palabra R a las subpalabras de S. Es de
ir:

asm(R,S) = mı́n
i,j

d(R,Si..j).

La siguiente propiedad [NBYST01℄ es la base del algoritmo de Chang y Marr:

Lema 3.4.1. Sea S una o
urren
ia del patrón P en el texto T . Consideremos una parti
ión


ualquiera de la o
urren
ia en subpalabras:

S = S1S2 . . . Sj .

Enton
es,

j
∑

i=1

asm(Si, P ) ≤ k.
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Veamos una des
rip
ión del algoritmo. Para en
ontrar los 
al
es, el algoritmo divide el

texto en ventanas disjuntas de largo v = (m− k)/2. Esta división garantiza que 
ada 
al
e


ontiene ne
esariamente a una de esas ventanas. Cada una de esas ventanas es 
andidata

a ser des
artada por el �ltro del algoritmo. Una ventana des
artada signi�
a que no existe

ningún 
al
e 
onteniendo 
ompletamente esa ventana. Cuando el �ltro no des
arta una

ventana, una por
ión de texto de tamaño (m + 3k)/2 debe ser veri�
ada por un algoritmo

tradi
ional.

Ahora veamos 
ómo opera el �ltro. Introduz
amos para ello la siguiente de�ni
ión:

De�ni
ión 3.4.2. Para una palabra V de largo v y para l < v, el multi
onjunto DV
l de

l-gramas disjuntos de V es:

DV
l = {{Vil+1..(i+1)l | i = 0, . . . , ⌊v/l⌋ − 1}}


ontando repeti
iones de elementos. Di
ho de otra forma, DV
l son los l-gramas obtenidos

al parti
ionar la ventana V en subpalabras de largo l.

El �ltro des
arta V si

∑

s∈DV
l

asm(s, P ) > k,

en 
aso 
ontrario, veri�
a la ventana. Para ha
er este 
ál
ulo e�
ientemente, en una etapa

de prepro
esamiento el algoritmo 
onstruye una tabla 
on los valores de asm(S,P ), para
todas las palabras S de largo l = ⌊t log m⌋, donde t es un valor que depende úni
amente

de σ.

Los autores del algoritmo demuestran que, para t ade
uado, existe ǫ dependiendo

úni
amente de σ, tal que E(asm(S,P )) ≥ ǫl, donde la esperanza se toma sobre el 
onjunto

de las palabras S de largo l. De aquí se dedu
e fá
ilmente que para dete
tar k + 1 errores


on este �ltro, basta revisar O(k) 
ara
teres en promedio, 
on un mínimo de l 
ara
teres.
Usando esto, los autores demuestran que, para k < ǫm, el tiempo promedio de eje
u
ión

de este algoritmo es

O

(

k + logσ m

m
n

)

.

Está demostrado que este es el mejor resultado asintóti
o que se puede obtener para

el 
aso promedio [CM94℄. Más aún, el rango de valores de k para los 
uales este �ltro

tiene la garantía anterior es mu
ho mayor que en otros algoritmos 
ono
idos para el mismo

problema.



Capítulo 4

Búsqueda aproximada permitiendo

errores

Este 
apítulo presenta una manera alternativa de enfrentar el problema de búsqueda

aproximada en línea, lo que 
reemos es la prin
ipal 
ontribu
ión de este trabajo. En esen
ia,

este 
apítulo muestra que se pueden en
ontrar algoritmos signi�
ativamente más e�
ientes

relajando la 
ondi
ión de en
ontrar todas las o
urren
ias del patrón en un texto a sólo

en
ontrar 
ada o
urren
ia 
on alta probabilidad.

Esta varia
ión del problema sigue teniendo sentido por 
uanto búsqueda aproximada

impli
a, en 
asi todas las apli
a
iones, un modelo no exa
to de alguna situa
ión.

4.1. Introdu

ión

Comenzaremos este 
apítulo 
on una observa
ión general a
er
a de los algoritmos de

�ltrado que es la base para todo lo que sigue. Re
ordemos que esta familia de algoritmos

se basa en el uso de alguna propiedad que garantiza el des
arte de una por
ión de texto.

En el 
aso de los algoritmos revisados en el 
apítulo anterior, podemos des
ribir estas

propiedades en forma su
inta 
omo sigue:

El algoritmo de 
ara
teres lejanos 
al
ula la fra

ión de 
ara
teres de una ventana de

texto que son lejanos para una alinea
ión. Si esa fra

ión sobrepasa 
ierto umbral,

se des
arta la alinea
ión.

El algoritmo de q-gramas 
al
ula la fra

ión de q-gramas de una ventana del texto

que se en
uentran en el patrón. Si esa fra

ión sobrepasa 
ierto umbral, se veri�
a la

ventana.

El algoritmo de Chang y Marr 
al
ula la fra

ión de l-gramas de una ventana de

texto que se en
uentran en el patrón en forma su�
ientemente aproximada. Si esa

fra

ión sobrepasa 
ierto umbral, se veri�
a la ventana.

Notamos inmediatamente una subestru
tura similar de la siguiente forma:
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1. Se 
uenta la fra

ión F de los elementos de un 
onjunto C que 
umplen determinada

propiedad P (por ejemplo, la fra

ión de 
ara
teres de una por
ión de texto que son

lejanos).

2. Si F sobrepasa 
ierto umbral ν, enton
es se des
arta (o veri�
a) 
iertas posi
iones

del texto.

Esto resulta interesante, ya que en general esta fra

ión F se puede estimar fá
ilmente

mediante muestreo aleatorio. Más pre
isamente, si se eligen algunos elementos al azar del


onjunto C, la fra

ión de esos elementos que 
umplen la propiedad P será probablemente

muy pare
ida a F . Esto sugiere la posibilidad de modi�
ar un algoritmo de �ltrado, 
am-

biando la determina
ión exa
ta de la fra

ión por una aproxima
ión. En prin
ipio, resulta

razonable utilizar el mismo 
riterio para des
artar, es de
ir, si la estima
ión sobrepasa


ierto umbral ν ′
, se des
arta (o veri�
a) 
iertas posi
iones del texto.

La modi�
a
ión del �ltro puede gatillar dos posibles errores:

1. El �ltro modi�
ado puede des
artar posi
iones del texto que el �ltro original habría

veri�
ado.

2. El �ltro modi�
ado puede veri�
ar posi
iones del texto que el �ltro original habría

des
artado.

Informalmente, podemos aso
iar el error 1 
on pérdida de 
orre
titud y el error 2 
on pér-

dida de velo
idad. En efe
to, 
ada vez que el error 1 se produ
e podríamos eventualmente

perder uno o más 
al
es y 
ada vez que el error 2 se produ
e perdemos tiempo de veri�
a-


ión en ventanas que habrían sido des
artadas (
on 
erteza) por el algoritmo original. Es

interesante notar también que el error 1 no genera disminu
ión de velo
idad así 
omo el

error 2 no genera error de 
orre
titud.

1

Veremos que esta idea se puede aprove
har (introdu
iendo modi�
a
iones ade
uadas

para 
ada algoritmo) de manera de lograr algoritmos e�
ientes 
on una pequeña probabi-

lidad de perder 
ada o
urren
ia.

4.2. De�ni
ión de búsqueda aproximada permitiendo errores

Los algoritmos que propondremos a lo largo de este trabajo están motivados prin
i-

palmente por la idea señalada en la se

ión anterior. Para dejar estos algoritmos bajo un

esquema uni�
ado, de�niremos el tipo de algoritmos que nos interesa en
ontrar a través de

propiedades. Para este �n, en toda esta se

ión denotaremos por A(T, P, n,m, k) a 
ual-

quier algoritmo probabilista 
uya entrada es el error k y dos palabras T y P de largos n
y m. Su salida es un 
onjunto de valores en {1, . . . , n} que lo representaremos 
omo la va-

riable aleatoria Sprob(A, T, P, n,m, k). Además de�nimos Sdet(T, P, n,m, k) 
omo la salida

del problema de búsqueda aproximada en T, P, n,m, k. Si no hay 
onfusión, normalmente

es
ribiremos Sprob, Sdet y A, sin espe
i�
ar los parámetros.

1

Asumiendo que el tiempo de �ltro es menor que el tiempo de veri�
a
ión.
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Comenzaremos de�niendo dos propiedades que exigiremos a los algoritmos propuestos.

La primera obliga a 
ada algoritmo a no entregar o
urren
ias inexistentes y la segunda

obliga a entregar 
ada o
urren
ia 
on 
ierta probabilidad mínima.

De�ni
ión 4.2.1. Diremos que un algoritmo probabilista A(T, P, n,m, k) en
uentra 
al
es


orre
tamente si 
ada elemento de su salida Sprob es una posi
ión de término de una

o
urren
ia del patrón P en el texto T , a distan
ia no superior a k.

De�ni
ión 4.2.2. Diremos que un algoritmo probabilista A(T, P, n,m, k) tiene una pro-

babilidad de a lo más p de perder 
ada 
al
e si para todo i ∈ Sdet la probabilidad del evento

i /∈ Sprob es a lo más p.

En este trabajo, estas dos propiedades serán las mínimas exigidas y se resumen en la

siguiente de�ni
ión:

De�ni
ión 4.2.3. Diremos que un algoritmo probabilista A(T, P, n,m, k) resuelve débil-

mente el problema de búsqueda aproximada permitiendo errores 
on probabilidad p si

1. En
uentra 
al
es 
orre
tamente.

2. Tiene una probabilidad de a lo más p de perder 
ada 
al
e.

En los algoritmos propuestos, el valor de la 
ota p típi
amente dependerá úni
amente

de n, m y k. En parti
ular, no depende ni del texto ni del patrón, sólo de su largos. Un

algoritmo A que resuelve débilmente el problema de búsqueda aproximada permitiendo

errores permite resolver

2

problemas 
omo:

Existen
ia de o
urren
ias: Dados T , P y k, de
idir si existen o
urren
ias del patrón

P en el texto T a distan
ia k.

En
ontrar una fra

ión de o
urren
ias: Dados T , P , k y f ∈ [0, 1], en
ontrar al menos

una fra

ión f del total de las o
urren
ias del patrón P en el texto T a distan
ia k.

Para el primer problema, de
idir si hay o
urren
ias basado en si la salida del algoritmo

A es o no va
ía garantiza una probabilidad p de ser 
orre
to. Para el segundo problema, a

través de la desigualdad de Markov es fá
il probar que la eje
u
ión del algoritmo garantiza

en
ontrar 
on probabilidad al menos 1−p/(1−f) una fra

ión al menos f de las o
urren
ias,

para p > f . Además, estas garantías pueden ser mejoradas repitiendo el algoritmo.

Como veremos en las se

iones siguientes una de las 
ara
terísti
as de mu
hos de los

algoritmos propuestos es que dividen el texto en ventanas disjuntas de tamaño Θ(m) y

luego realizan un mismo pro
eso en 
ada ventana. Usualmente esto se tradu
irá en que la

dete

ión de o
urren
ias en ventanas alejadas sea realizada en forma independiente. Esta

propiedad será una 
ara
terísti
a adi
ional que exigiremos a la mayoría de los algoritmos

propuestos en este trabajo.

2

En forma aproximada.
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De�ni
ión 4.2.4. Diremos que un algoritmo probabilista A(T, P, n,m, k) es independiente
por ventanas si existe una 
onstante c tal que para todo i1, i2 ∈ Sdet 
on i1 − i2 > cm, los

eventos i1 ∈ Sprob e i2 ∈ Sprob son independientes.

De�ni
ión 4.2.5. Diremos que un algoritmo probabilista A(T, P, n,m, k) resuelve el pro-

blema de búsqueda aproximada permitiendo errores 
on probabilidad p si

1. En
uentra 
al
es 
orre
tamente.

2. Tiene una probabilidad de a lo más p de perder 
ada 
al
e.

3. Es independiente por ventanas.

Las siguientes se

iones presentan tres algoritmos. Cada uno de ellos se basa en uno

de los algoritmos de �ltro presentados en el Capítulo 3. Para 
ada uno mostramos un

análisis de su 
omplejidad temporal, dada una 
ota para la probabilidad de perder un 
al
e.

Demostraremos que los algoritmos obtenidos son en teoría y prá
ti
a, signi�
ativamente

más rápidos que los algoritmos de �ltro en los 
uales se basan. La té
ni
a para analizar


ada uno de estos algoritmos es muy similar. Presentaremos un desarrollo detallado para

el primero de ellos (
ara
teres lejanos). En el resto de los 
asos, sólo entregaremos los

resultados prin
ipales.

4.3. El algoritmo de 
ara
teres lejanos-PE

En esta se

ión presentaremos un primer algoritmo para búsqueda aproximada per-

mitiendo errores, basado en el 
onteo de 
ara
teres lejanos. La mayoría de las ideas pre-

sentadas aquí se utilizarán también en el resto de los algoritmos que introdu
iremos. En

todos los 
asos, supondremos

3

que k < m/2.

Comenzaremos 
on algunas ideas generales. El algoritmo de Chang y Marr visto en

la Se

ión 3.4 muestra que se puede extraer informa
ión a
er
a de la distan
ia entre una

subpalabra de texto y el patrón 
ono
iendo úni
amente una ventana de ella. Utilizaremos

esta idea aquí, pero 
on un enfoque diferente. El algoritmo que proponemos 
omienza

dividiendo el texto en ventanas disjuntas de tamaño v = (m − k)/2 y luego eje
uta una

misma rutina sobre 
ada ventana. Esta rutina, que denominaremos �ltro probabilista, o

simplemente �ltro si no hay 
onfusión, es un pro
edimiento probabilista que puede tener

dos posibles salidas: des
artar y veri�
ar. Cada vez que el �ltro veri�
a una ventana,

un pro
edimiento determinísti
o en
uentra todos los posibles 
al
es que pueden 
ontener


ompletamente a la ventana, lo que se puede ha
er en O(km) 
on programa
ión dinámi
a.

El pro
edimiento queda así des
rito 
on ex
ep
ión del �ltro probabilista. Notemos que

si el �ltro fuese 
orre
to, es de
ir, sólo des
arta ventanas en las que no hay 
al
e, enton
es

el algoritmo resuelve el problema de búsqueda aproximada. Aunque este no será el 
aso,

el error en la respuesta del �ltro será pequeño, lo que impli
ará que 
on alta probabilidad

los 
al
es sean entregados por el algoritmo.

3

Es un supuesto razonable, ya que ningún algoritmo de �ltro 
ono
ido fun
iona para otros valores de

k.
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Ahora veamos 
omo de�nir un �ltro 
on las 
ara
terísti
as 
itadas basado en el algorit-

mo de 
ara
teres lejanos. Re
ordemos que si se en
uentran en el texto más de k 
ara
teres

lejanos para una alinea
ión, enton
es la alinea
ión puede ser des
artada. De la misma

manera, si se en
uentran en el patrón más de k 
ara
teres lejanos para una alinea
ión,

enton
es ésta se puede des
artar. La situa
ión se ilustra en la Figura 4.1.

a b r a c a d a b r a

a b r i r

a b r a c a d a b r a

a b r i r

Figura 4.1: A diferen
ia del algoritmo original, ahora los 
ara
teres lejanos se en
uentran

en el patrón, no en el texto. La �gura muestra qué 
ara
teres (fondo gris) son lejanos para

dos alinea
iones posibles 
on k = 1.

En todo este 
apítulo, entenderemos por alinea
ión entre patrón y ventana 
ualquier

alinea
ión tal que la ventana queda in
luida 
ompletamente en el patrón. En este 
ontexto,

los 
ara
teres del patrón para los 
uales tiene sentido la propiedad de ser o no 
ará
ter

lejano se señalan en la Figura 4.2.

P

V

T

k k

P

V

T

P

P

P

P

Figura 4.2: Arriba: Cara
teres del patrón (en línea gruesa) para los 
uales el algoritmo

propuesto 
onsidera la propiedad ser 
ará
ter lejano, dada una alinea
ión 
on una ventana.

Abajo: Posibles alinea
iones entre patrón y ventana.

La adapta
ión del �ltro a nuestro algoritmo 
onsiste en, dada una alinea
ión 
ualquiera

entre patrón y ventana, elegir al azar una 
antidad (pequeña) de los 
ara
teres del patrón y

ver 
ual es la fra

ión de esos 
ara
teres que son lejanos. Si ex
eden 
ierto valor umbral, se

des
arta la alinea
ión. Los 
ara
teres revisados por alinea
ión no serán es
ogidos de manera

independiente. Esto nos permitirá a
elerar el des
arte de ventanas. De�namos formalmente

la fun
ión a pre
omputar:

De�ni
ión 4.3.1. Dados:
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P ∈ Σm
un patrón �jo.

k error de búsqueda.

c ∈ N indi
ador del número de parámetros de la fun
ión.

0 < F < 1 toleran
ia máxima.

j1, j2, . . . , jc ∈ {k + 1, . . . , (m − 3k)/2} indi
ador de posi
iones a revisar.

de�nimos la fun
ión de des
arte

f : (Σ2k+1)c → {DESCARTAR,VERIFICAR}


omo sigue: para 
ada (s1, . . . , sc) ∈ Σ(2k+1)c
, es
ribimos f(s1, . . . , sc) = VERIFICAR si

existe una alinea
ión j ∈ {1, . . . , (m+k)/2} tal que la 
antidad de índi
es i en los que Pj+ji

no apare
e 
omo 
ará
ter en si es a lo más Fc. En otro 
aso, es
ribimos f(s1, . . . , sc) =
DESCARTAR.

La fun
ión de des
arte es utilizada por el algoritmo para des
artar todas las alinea-


iones entre el patrón y una ventana leyendo sólo una fra

ión de los 
ara
teres de esta

última. La fun
ión revisa c 
ara
teres del patrón por 
ada alinea
ión, pero los 
ara
teres

son es
ogidos de manera que sólo c(2k + 1) posi
iones de la ventana son leídos en total

(Ver Figura 4.3). En esen
ia, la fun
ión de des
arte indi
a veri�
ar una ventana 
uando

existe una alinea
ión tal que la fra

ión de 
ara
teres lejanos revisados para una alinea
ión

es menor o igual que F . La fun
ión se puede pre
omputar en tiempo O
(

cmσ(2k+1)c
)

usan-

do un algoritmo 
omo el que se indi
a en la Figura 4.4. Ésto restringirá la apli
abilidad

prá
ti
a de este algoritmo sólo a pequeños valores de m.

P

V

P

Figura 4.3: En 
ada ventana V , el algoritmo sólo revisa c subpalabras de largo 2k+1 (en

línea gruesa). Para 
ada alinea
ión, esas subpalabras permiten determinar si c 
ara
teres

del patrón (en 
ír
ulo) son lejanos.

El algoritmo 
ompleto de �ltrado permitiendo errores basado en 
ara
teres lejanos,

CL-PE, queda 
omo se indi
a en la Figura 4.5.

En la próxima se

ión, veremos que para ele

iones ade
uadas de las 
onstantes c y F ,

el algoritmo tiene una probabilidad pequeña de perder 
ada 
al
e y, simultáneamente, el

tiempo de eje
u
ión es bajo.
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pro
 PRECÓMPUTOj1,j2,...,jc

forea
h (s1, . . . , sc) ∈ (Σ2k+1)
c

for j = 1 to (m + k)/2
if #{i = 1, . . . , c | Pj+ji

no apare
e 
omo 
ará
ter en si} ≤ Fc
then alma
enar f(s1, . . . , sc) = VERIFICAR

break

�

end

if f(s1, . . . , sc) no ha sido alma
enado

then alma
enar f(s1, . . . , sc) = DESCARTAR

�

end

end

Figura 4.4: Pre
ómputo de la fun
ión de des
arte f .

pro
 CL-PEc,F

for i = 1 to c

ji ↼ {k + 1, . . . , m−3k
2 }.

end

Pre
omputar f : (Σ2k+1)
c
→ {DESCARTAR,VERIFICAR} aso
iada a los ji

forea
h ventana disjunta V de largo (m − k)/2
if f(Vj1−k..j1+k . . . Vjc−k..jc+k) = DESCARTAR

then des
artar V
else veri�
ar V

�

end

end

Figura 4.5: Algoritmo CL-PE.

4.3.1. Análisis

En todo lo que sigue asumiremos que P es un patrón �jo y sólo el texto T es aleatorio.

Los resultados se extienden sin modi�
a
ión alguna al 
aso en que adi
ionalmente el patrón

es aleatorio, pues todas las probabilidades involu
radas no dependen de 
ual sea el patrón.

Re
ordemos que el modelo de aleatoriedad en el texto es Bernoulli uniforme.

Notemos que hay dos fuentes de aleatoriedad mez
ladas en el análisis: la que proviene

dire
tamente del algoritmo a través de la ele

ión de las posi
iones, y aquella que se genera

bajo el supuesto que el texto es aleatorio. Para fa
ilitar la le
tura, utilizaremos PAlg para

referirnos ex
lusivamente a la aleatoriedad del algoritmo.

En lo que sigue, denotamos por v = (m − k)/2 al largo 
omún de todas las ventanas

V 
on las que trabajaremos en esta se

ión y por v′ = (m− 5k)/2 el número de 
ara
teres
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del patrón en los que la propiedad 
ará
ter lejano tiene sentido, para una alinea
ión 
on

una ventana de largo v. Por simpli
idad, a estos 
ara
teres los denominaremos 
ara
teres

válidos.

Una de las restri

iones impuestas en los algoritmos para búsqueda aproximada per-

mitiendo errores es que la probabilidad de perder una o
urren
ia es baja. Claramente esta

probabilidad está a
otada superiormente por la probabilidad de des
artar una ventana V

ontenida 
ompletamente en la o
urren
ia, que denotaremos por

PAlg (Des
artar V ) .

Luego, la probabilidad de perder un 
al
e 
ualquiera es a lo más

(4.1) máx
V admite 
al
e

PAlg (Des
artar V ) ,

donde �V admite 
al
e� signi�
a que existe una o
urren
ia del texto 
onteniendo 
omple-

tamente la ventana. Usualmente la expresión 4.1 la es
ribiremos 
omo

PAlg (Des
artar V ‖ V admite 
al
e) .

En el 
aso de este algoritmo, la probabilidad antes 
itada satisfa
e la siguiente des-

igualdad:

Lema 4.3.1. Para todo F ≥ k/v′:

PAlg (Des
artar V ‖ V admite 
al
e) ≤ exp

(

Fc −
ck

v′

)(

k

Fv′

)Fc

.

Demostra
ión. Sea V una ventana que admite 
al
e. Dado que existe 
al
e, a lo más k

ara
teres del patrón son lejanos para una alinea
ión j 
on el texto. Es de
ir, si Pi está

alineado 
on Tj+i, el número de 
ara
teres Pi tales que Pi /∈ {Ti+j−k, . . . , Ti+j+k} es a lo

más k y, en parti
ular, 
ada 
ará
ter del patrón que es muestreado por el algoritmo tiene

probabilidad a lo más k/v′ de ser un 
ará
ter lejano. Luego, la probabilidad de que el

algoritmo des
arte la ventana es menor o igual que la probabilidad de obtener más de Fc

ara
teres lejanos de entre los c 
ara
teres muestreados, lo que se puede a
otar fá
ilmente

utilizando el Teorema 2.6.1 
omo sigue:

PAlg (Des
artar V ‖ V admite 
al
e) ≤ P

(

Bin

(

c,
k

v′

)

> Fc

)

≤ exp

(

Fc −
ck

v′

)(

k

Fv′

)Fc

.

Esto 
on
luye la demostra
ión.

Ya que en 
ada ventana revisamos las mismas posi
iones, nuestro algoritmo no es

independiente por ventanas.
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A 
ontinua
ión veremos el análisis temporal. La estrategia del análisis es la misma para

todos los algoritmos que revisaremos, así que veamos primero la idea general. Queremos

a
otar el tiempo promedio esperado de eje
u
ión del algoritmo. Como los algoritmos están

basados en ventanas y el modelo de texto aleatorio es Bernoulli uniforme, podemos 
al
ular

el tiempo promedio esperado para una ventana, que denotaremos T(V ) y luego multipli
ar
por Θ(n/m) para obtener el tiempo total.

Para a
otar T(V ), parti
ionaremos el 
onjunto de todas las ventanas V ∈ Σv
de

tamaño v en dos grupos Aβ, y Bβ, donde β es un parámetro que elegiremos posteriormente.

La idea 
entral es es
oger estos 
onjuntos de manera que:

La probabilidad del grupo Aβ sea baja.

La probabilidad de veri�
ar una ventana, dado que ésta pertene
e al grupo Bβ sea

baja.

La razón de esta ele

ión es la siguiente. El tiempo promedio esperado por ventana puede


al
ularse 
omo:

T(V ) = P (Aβ)TAlg(Aβ) + P (Bβ)TAlg(Bβ),

donde, para S = Aβ o S = Bβ:

P (S) denota la probabilidad que una ventana aleatoria pertenez
a al grupo S.

TAlg(S) denota el tiempo promedio esperado del algoritmo dado que la ventana

pertene
e al grupo S.

Estimaremos el tiempo T(V ) a
otando los términos re
ién men
ionados. Siempre

a
otaremos superiormente T(Aβ) por el tiempo de �ltrado y veri�
a
ión (O(km) utilizando
el algoritmo de programa
ión dinámi
a en [LV89℄) y P (Bβ) por 1, luego:

T(V ) = P (Aβ) O(km) +TAlg(Bβ).

Por otro lado TAlg(Bβ) se puede a
otar de la siguiente forma. Sea

T
�ltro

una 
ota superior en el máximo tiempo de �ltrado por ventana. El máximo está

tomado sobre todas las ventanas y sobre todas las posibles instan
ias del algoritmo

probabilista.

PAlg (Veri�
ar ‖ Bβ) es la máxima probabilidad de veri�
ar una ventana, tomada

sobre las ventanas que pertene
en al grupo Bβ.

PAlg (Des
artar ‖ Bβ) el la máxima probabilidad de des
artar una ventana, tomada

sobre las ventanas que pertene
en al grupo Bβ.
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Enton
es:

TAlg(Bβ) = O(T
�ltro

)PAlg (Des
artar ‖ Bβ) + O(km)PAlg (Veri�
ar ‖ Bβ)

= O(T
�ltro

) + O(km)PAlg (Veri�
ar ‖ Bβ)

Juntando todo, nos queda la siguiente 
ota para T(V ):

T(V ) = O(T
�ltro

) + P (Aβ) O(km) + P (Veri�
ar ‖ Bβ) O(km).

Finalmente, observemos que si

P (Aβ) = O

(

1

m2

)

y P (Veri�
ar ‖ Bβ) = O

(

1

m2

)

enton
es el tiempo de eje
u
ión del algoritmo es O(T
�ltro

). Este argumento será utilizado

re
urrentemente a lo largo de este 
apítulo.

Veamos 
omo apli
ar lo anterior al algoritmo de 
ara
teres lejanos. Denotemos por

p la probabilidad de que un 
ará
ter del patrón sea lejano, para una alinea
ión (�ja) 
on

una ventana aleatoria. Es fá
il ver que

p =

(

1 −
1

σ

)2k+1

.

Introduz
amos la siguiente de�ni
ión:

De�ni
ión 4.3.2. Sea β ≥ 0 un número real. Para una ventana V diremos que se 
umple

la propiedad MAYOR(β) si para 
ada alinea
ión del patrón 
on la ventana el número de


ara
teres lejanos en el patrón es mayor que β.

De�namos ahora los 
onjuntos:

Aβ = {V | V tiene tamaño v y no 
umple MAYOR(β)},

Bβ = {V | V tiene tamaño v y 
umple MAYOR(β)}.

Por 
laridad, es
ribiremos MAYOR(β) para referirnos al 
onjunto Aβ y MAYOR(β)
para referirnos al 
onjunto Bβ.

Primero a
otaremos superiormente P (Veri�
ar ‖ MAYOR(β)).

Lema 4.3.2. Si Fv′ ≤ β, enton
es:

P (Veri�
ar ‖ MAYOR(β)) ≤
m + k

2
exp

(

−cβ

2v′

(

1 −
Fv′

β

)2
)

.

Demostra
ión. Sea V una ventana en MAYOR(β). Para una alinea
ión �ja j, 
ada Pj+ji

es
ogido por el algoritmo tiene probabilidad qj ≥ β/v′ de 
orresponder a un 
ará
ter lejano.
Los ji se es
ogen independientemente, por lo que la distribu
ión del número de 
ara
teres
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lejanos en {Pj+j1, . . . , Pj+jc} para esa alinea
ión es una binomial de c lanzamientos y

probabilidad de éxito qj. Luego, la probabilidad de que en una alinea
ión 
ualquiera el

algoritmo en
uentre menos de Fc 
ara
teres lejanos es 
omo máximo

P

(

Bin

(

c,
β

v′

)

≤ Fc

)

.

Finalmente, la probabilidad de veri�
ar una ventana es la probabilidad de que en

alguna de las (m + k)/2 alinea
iones se en
uentren menos de Fc 
ara
teres lejanos, lo que
se puede a
otar dire
tamente usando lo anterior y una 
ota para la probabilidad de la

unión de eventos:

PAlg (Veri�
ar ‖ MAYOR(β)) ≤
m + k

2
P

(

Bin

(

c,
β

v′

)

≤ Fc

)

.

Usando la 
ota de Cherno� (Teorema 2.6.2) para a
otar la binomial se 
on
luye di-

re
tamente el resultado.

Lema 4.3.3. Si el texto T es aleatorio y V es una ventana del texto de tamaño v, enton
es
para todo β 
on β ≤ pv′:

P

(

MAYOR(β)
)

≤
m + k

2
exp

(

−8pv′

25(2k + 1)

(

1 −
β

pv′

)2
)

.

Demostra
ión. Es 
laro que dos 
ara
teres del patrón separados por distan
ia mayor que

2k son o no lejanos de manera independiente. Luego, para 
ada i ∈ {0, . . . 2k}, tenemos

que Pj+i, Pj+i+(2k+1), Pj+i+2(2k+1), . . . son o no lejanos de manera independiente. Cada


ará
ter válido del patrón pertene
e a uno de estos 2k + 1 
onjuntos independientes.

Denotemos por Nj(V ) a la variable aleatoria que indi
a el número de 
ara
teres lejanos

del patrón en la ventana V del texto, para la alinea
ión del patrón 
on la ventana en la

que el primer 
ará
ter de la ventana está alineado 
on la posi
ión j del patrón. La variable
Nj(V ) se puede es
ribir 
omo suma de variables indi
atri
es Y j

i , i = 1, . . . v′, que indi
an

si el i-ésimo 
ará
ter válido del patrón es lejano. Lo anterior muestra que los Y j
i son

(2k + 1)-independientes. Además, P

(

Y j
i = 1

)

= p, y usando Teorema 2.6.3:

P (Nj(V ) ≤ β) = P





∑

j

Y j
i ≤ β



 ≤ exp

(

−
8

25

(pv′ − β)2

pv′(2k + 1)

)

Finalmente, si se 
umple MAYOR(β), enton
es existe una alinea
ión j tal que existen

menos de β 
ara
teres lejanos. Usando una 
ota para la probabilidad de la unión de eventos,

se 
on
luye dire
tamente que:

P

(

MAYOR(β)
)

≤
m + k

2
exp

(

−8pv′

25(2k + 1)

(

1 −
β

pv′

)2
)

.
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La siguiente proposi
ión �nalmente muestra que si p no es demasiado pequeño, en-

ton
es existen valores de F y c tales que el algoritmo resuelve débilmente el problema de

búsqueda aproximada permitiendo errores:

Proposi
ión 4.3.1. Sea 0 ≤ α < 1. Si p = Ω(1/mα) y k = O(log m), enton
es CL-PE,

on F = p/4 y c = Θ(mα log m) ade
uado, 
umple las siguientes propiedades:

(1) La probabilidad de des
artar 
ada 
al
e es O
(

m− log m
)

.

(2) Si el texto y patrón son aleatorios, el algoritmo se eje
uta en tiempo promedio espe-

rado O(kn log m/m1−α), sin 
onsiderar el pre
ómputo.

Demostra
ión. La demostra
ión es simplemente utilizar los Lemas 4.3.1, 4.3.2 y 4.3.3 en

un 
aso parti
ular. Fijemos F = p/4 y c = Θ(mα log m) 
on 
onstante su�
ientemente

grande tal que, por Lema 4.3.1:

PAlg (Des
artar V ‖ V admite 
al
e) = O
(

m− log m
)

.

Además, �jando β = 2Fv′ es fá
il ver que, por Lema 4.3.3:

P

(

MAYOR(β)
)

=
m + k

2
exp

(

−Ω
(

m1−α/ log m
))

= O

(

1

m2

)

.

Finalmente, agrandando la 
onstante en c = Θ(mα log m) si es ne
esario, y apli
ando el

Lema 4.3.2:

P (Veri�
ar ‖ MAYOR(β)) = O

(

1

m2

)

.

Se 
on
luye de lo anterior que el tiempo promedio esperado es esen
ialmente el tiempo

de �ltrado, es de
ir O(ckn/m), lo que prueba la segunda a�rma
ión.

Aunque la implementa
ión del algoritmo es sen
illo, 
laramente no es prá
ti
o para

valores grandes de m, σ y k, debido al espa
io utilizado para alma
enar la fun
ión de

des
arte pre
omputada. Además, el algoritmo no es independiente por ventanas, ya que

siempre se revisan las mismas posi
iones de 
ada ventana.

4.4. El algoritmo de q-gramas-PE

La idea 
entral del algoritmo de q-gramas es que mientras en un texto aleatorio es

difí
il en
ontrar subpalabras del patrón de tamaño Ω(log m), el fenómeno opuesto o
urre

al restringirse a zonas del texto donde existen o
urren
ias: en 
ada 
al
e ne
esariamente

se en
uentran mu
has de esas subpalabras. En esta se

ión utilizamos esta propiedad para

de�nir un algoritmo para búsqueda aproximada permitiendo errores. Dividiremos el texto

en ventanas disjuntas de tamaño v = (m− k)/2, en 
ada una de las 
uales elegiremos una


ierta 
antidad de q-gramas al azar. Luego 
al
ulamos la fra

ión de aquellos q-gramas

que son subpalabras del patrón y si esa fra

ión es menor que 
ierto umbral, se des
arta
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la ventana. Las ventanas no des
artadas son veri�
adas 
on un algoritmo tradi
ional.

Re
ordemos que QV
q denota el 
onjunto de q-gramas de la ventana V .

El algoritmo propuesto, Q-PE, es el que se en
uentra des
rito en la Figura 4.6.

pro
 Q-PEc,F,q

forea
h ventana disjunta V de largo (m − k)/2
for i = 1 to c

si ↼ QV
q .

end

if #{i | si es subpalabra de P} ≤ Fc
then des
artar V
else veri�
ar V

�

end

end

Figura 4.6: Algoritmo Q-PE.

4.4.1. Análisis

Esen
ialmente, a
otaremos el tiempo promedio esperado del algoritmo de manera muy

similar al 
aso de CL-PE. Utilizaremos la misma nota
ión, a menos que espe
í�
amente

se indique lo 
ontrario. Nos limitaremos a entregar sólo los resultados prin
ipales.

Denotemos v′ = v−q+1, el número de q-gramas de la ventana, 
ontando repeti
iones.

El siguiente lema a
ota la probabilidad de perder una o
urren
ia.

Lema 4.4.1. Si kq ≤ v′(1 − F ), enton
es

PAlg (Des
artar V ‖ V admite 
al
e) ≤ exp

(

c(1 − F ) −
ckq

v′

)(

kq

v′(1 − F )

)c(1−F )

.

Demostra
ión. Si V admite un 
al
e, enton
es existen al menos v′ − kq q-gramas que son

subpalabras del patrón (ello pues 
ada error puede alterar a lo más q q-gramas). Luego,

PAlg (Des
artar V ‖ V admite 
al
e) ≤ P

(

Bin

(

c,
v′ − kq

v′

)

≤ Fc

)

.

El lado dere
ho de la desigualdad es equivalente a:

P

(

Bin

(

c,
kq

v′

)

≥ c − Fc

)

.

Usando una 
ota de Cherno� (Teorema 2.6.1) se 
on
luye dire
tamente el resultado.
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Para el análisis temporal, utilizaremos la misma té
ni
a de la se

ión anterior. El

primer paso es de�nir los 
onjuntos Aβ y Bβ . Introduz
amos la siguiente

De�ni
ión 4.4.1. Para una ventana V diremos que se 
umple la propiedad MENOR(β),
si menos de β de los q-gramas en QV

q son subpalabras del patrón.

De�namos Aβ = MENOR(β) y Bβ = MENOR(β). Los siguientes dos lemas son los

análogos de los Lemas 4.3.2 y 4.3.3 de la se

ión anterior:

Lema 4.4.2. Para todo β ≤ Fv′,

PAlg (Veri�
ar V ‖ MENOR(β)) ≤ exp

(

Fc −
cβ

v′

)(

β

Fv′

)Fc

.

Demostra
ión. Si una ventana V 
umple MENOR(β), la probabilidad de que un q-grama

es
ogido al azar se en
uentre en el patrón es menor que β/v′. Luego,

PAlg (Veri�
ar V ‖ MENOR(β)) ≤ P

(

Bin

(

c,
β

v′

)

≥ Fc

)

.

Utilizando una 
ota de Cherno� (2.6.1) se 
on
luye el resultado.

Lema 4.4.3. Bajo el supuesto de texto aleatorio, sea p la probabilidad de que un q-grama

de una ventana sea subpalabra del patrón. Enton
es, para β ≥ pv′:

P

(

MENOR(β)
)

≤ exp

(

−
24(β − pv′)2

25q(β + 2pv′)

)

.

Demostra
ión. Para i = 1, . . . , v′ de�namos la variable aleatoria Xi 
omo

Xi(V ) =

{

1, si el q-grama Vi..i+q es subpalabra del patrón,

0, en 
aso 
ontrario.

Si una ventana no 
umple MENOR(β), enton
es al menos β de los q-gramas de la

ventana son subpalabras del patrón, luego:

P

(

MENOR(β)
)

= P

(

∑

Xi ≥ β
)

.

Finalmente, observemos que Xi es independiente de Xj si |i−j| ≥ q, así que X1, . . . ,Xv′

son q-independientes, 
on P (Xi = 1) = p. Usando una 
ota tipo Cherno� (Teorema 2.6.3)

se 
on
luye que:

P

(

MENOR(β)
)

≤ exp

(

−
8(β − pv′)2

25q(pv′ + (β − pv′)/3)

)

.

A partir de esto se obtiene dire
tamente el resultado deseado.
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Los lemas anteriores son, al igual que en el 
aso de CL-PE, todo lo ne
esario pa-

ra demostrar el resultado prin
ipal de esta se

ión. En este 
aso, el algoritmo Q-PE es

independiente por ventanas y resuelve el problema de búsqueda aproximada permitiendo

errores.

Proposi
ión 4.4.1. Existe k∗ = O(m/ logσ m) tal que para todo k < k∗
y para todo t > 0

�jo, existen c, F y q tales que Q-PEc,F,q 
umple las siguientes propiedades:

(1) La probabilidad de des
artar un 
al
e es O((k logσ m/m)t).

(2) El tiempo promedio esperado de eje
u
ión es O(n logσ m/m).

(3) El algoritmo es independiente por ventanas.

Demostra
ión. La independen
ia por ventanas se dedu
e dire
tamente del he
ho que el

muestreo de q-gramas por ventana se realiza independientemente. Para el resto del resul-

tado, el argumento de la demostra
ión sigue el esquema general visto en la se

ión anterior.

En primer lugar, notemos que si h es el número de q-gramas distintos del patrón, enton
es

p = h/σq ≤ m/σq.

En parti
ular, podemos �jar q = 2 logσ m, 
on lo que p ≤ 1/m. Con esta ele

ión de q es


laro que si es
ogemos β = Θ(log2 m) 
on 
onstante su�
ientemente grande, enton
es, por

Lema 4.4.3:

P

(

MENOR(β)
)

= O

(

1

m2

)

.

Finalmente, �jemos F = 1/2 y c = O(1) su�
ientemente grande tal que, por Lema 4.4.2:

PAlg (Veri�
ar V ‖ MENOR(β)) = O

(

1

m2

)

.

Lo anterior impli
a que el tiempo de veri�
a
ión es despre
iable. Para 
on
luir, debemos

a
otar el tiempo de �ltrado. Esen
ialmente, el �ltro elige c de los q-gramas en QV
q y

determina 
uántos de ellos son subpalabras de P . Ya que determinar si un q-grama es

subpalabra de P puede ha
erse en O(1), el tiempo de �ltrado es O(cq) = O(logσ m). Esto
demuestra (2).

Ahora veamos (1). Sea k∗ = v′(1 − F )/q, 
on lo que la hipótesis del Lema 4.4.1 se


umple. Es
ojamos c de modo de 
umplir además c(1 − F ) ≥ t. Notando que

kq

(1 − F )v′

es O(k logσ m/m) y apli
ando el lema se 
on
luye el resultado.

Observa
ión. En la demostra
ión, el parámetro t se 
onsidera 
onstante. Evidentemente

existe una dependen
ia en t del tiempo esperado de eje
u
ión (es lineal en t) y de la

probabilidad de des
artar un 
al
e no expli
itada en el enun
iado de la proposi
ión.
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En este algoritmo no apare
en los problemas del algoritmo de 
ara
teres lejanos visto

en la se

ión anterior. El algoritmo es fá
ilmente implementable

4

, es independiente por

ventanas y utiliza po
o espa
io (O(mk) para guardar la tabla de q-gramas presentes en el

patrón). En el 
apítulo 7 se evalúa este algoritmo desde el punto de vista prá
ti
o.

4.5. El algoritmo de Chang-Marr-PE

La adapta
ión del algoritmo de �ltrado de Chang y Marr a nuestro esquema es muy

natural: dividimos el texto en ventanas de tamaño (m−k)/2. Cada ventana es dividida en
l-gramas disjuntos. Luego se eligen algunos l-gramas al azar y se examina la fra

ión de

aquellos que apare
en en el patrón en forma su�
ientemente aproximada. Si esta fra

ión

está por debajo de 
ierto umbral, se des
arta la ventana. En otro 
aso se veri�
a.

Re
ordemos que DV
l denota el 
onjunto de l-gramas disjuntos de V y asm(·, P ) es la

fun
ión que a 
ada palabra le asigna la mínima distan
ia a las subpalabras de P . Utilizando

esta nota
ión, el algoritmo propuesto, que denominaremos CM-PE, queda 
omo se indi
a

en la Figura 4.7. El pre
ómputo de la fun
ión asm(·, P ) para palabras de largo l se en
uentra
detallado en la Figura 4.8.

pro
 CM-PEc,F,l,g

Cal
ular asm(·, P ) (sólo para palabras de largo l).
forea
h ventana disjunta V de largo (m − k)/2
for i = 1 to c

si ↼ DV
l

end

if #{i | asm(si, P ) ≤ g} ≤ Fc
then des
artar V
else veri�
ar V

�

end

end

Figura 4.7: Algoritmo CM-PE.

4.5.1. Análisis

En todo lo que sigue, denotaremos el 
ardinal de DV
l por d. Es de
ir, d = v/l. Veamos


omo a
otar la probabilidad de perder un 
al
e para el algoritmo en dis
usión.

Lema 4.5.1. Si k ≤ dg(1 − F ), enton
es

PAlg (Des
artar V ‖ V admite 
al
e) ≤ exp

(

c(1 − F ) − c
k

dg

)(

k

dg(1 − F )

)c(1−F )

4

In
luso más fá
il que el algoritmo original, ya que no requiere el uso de un su�x trie para la le
tura

de los q-gramas.
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pro
 ASMP,l

forea
h w ∈ Σl

De�nir asm(w,P ) = ∞
for i = −k to k

forea
h s subpalabra de P de largo m + i
if d(w, s) < asm(w,P )
then de�nir asm(w,P ) = d(w, s)

�

end

end

end

end

Figura 4.8: Pre
ómputo de la fun
ión asm(·, P ), restringido a palabras de largo l.

Demostra
ión. Supongamos que V admite un 
al
e. Enton
es, para 
ualquier g:

#{s ∈ DV
l | asm(s, P ) > g} <

k

g

Luego, la probabilidad de des
artar una ventana V que admite 
al
e puede a
otarse su-

periormente por la probabilidad de que una binomial de c lanzamientos y probabilidad de

éxito 1 − k/dg tenga a lo más Fc éxitos, es de
ir,

PAlg (Des
artar V ‖ V admite 
al
e) ≤ P

(

Bin

(

c, 1 −
k

dg

)

≤ Fc

)

.

Notando que

P

(

Bin

(

c, 1 −
k

dg

)

≤ Fc

)

= P

(

Bin

(

c,
k

dg

)

≥ c − Fc

)

y utilizando una 
ota de Cherno� (Teorema 2.6.1) para el lado dere
ho de la igualdad se


on
luye la demostra
ión.

Para estable
er una 
ota superior en el tiempo esperado de CM-PE, de�namos

Aβ = MENOR(β) y Bβ = MENOR(β), donde el 
onjunto MENOR(β) viene dado por

la siguiente de�ni
ión:

De�ni
ión 4.5.1. Para una ventana V diremos que se 
umple la propiedad MENOR(β)
si

#{s ∈ DV
l | asm(s, P ) ≤ g} < β.

Como en los algoritmos anteriores, probaremos los siguientes lemas:
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Lema 4.5.2. Si β ≤ Fd enton
es,

PAlg (Veri�
ar V ‖ MENOR(β)) ≤ exp

(

Fc −
cβ

d

)(

β

Fd

)Fc

.

Demostra
ión. Dado que V 
umple MENOR(β), la probabilidad de que una palabra ele-

gida al azar en DV
l se en
uentre a distan
ia menor que g del patrón es menor o igual que

β/d. Luego,

PAlg (Veri�
ar V ‖ MENOR(β)) ≤ P

(

Bin

(

c,
β

d

)

≥ Fc

)

.

Utilizando una 
ota de Cherno� (Teorema 2.6.1) se 
on
luye el resultado.

Lema 4.5.3. Existen 
onstantes α > 0 y 0 < ǫ < 1 tal que, para l = α logσ m, g = ǫl,
d ≤ βm3

y m su�
ientemente grande

P

(

MENOR(β)
)

≤ exp
(

β − dm−3
)

(

dm−3

β

)β

.

Demostra
ión. Como las subpalabras de V en DV
l son disjuntas entre sí (no 
omparten po-

si
iones del texto), es 
laro que los eventos {asm(s, P ) ≤ g}, 
on s ∈ DV
l son independientes

entre sí. Además, tienen la misma probabilidad, que denotaremos p(g, l) o simplemente p.
De aquí se dedu
e que:

P

(

MENOR(β)
)

= P (Bin(d, p) ≥ β) .

En [CM94℄ se demuestra que existen 
onstantes α > 0 y 0 < ǫ < 1, tal que para

l = α logσ m se tiene p(ǫl, l) = O(m−3). Luego, dado este resultado,

5

basta apli
ar una


ota de Cherno� (Teorema 2.6.1) para demostrar el lema.

Proposi
ión 4.5.1. Existe k∗ = Θ(m) tal que para todo k < k∗
y para todo t > 0, existen

l, c, g y F tales que CM-PEc,F,l,g 
umple las siguientes propiedades:

(1) La probabilidad de des
artar un 
al
e es O((k/m)t)

(2) El tiempo promedio esperado de eje
u
ión es O(n logσ m/m)

(3) El algoritmo es independiente por ventanas.

Demostra
ión. Sea t > 0. Fijemos F = 1/2, c = máx{2t, 6}, g = ǫl y k∗ = vǫ/2, donde
ǫ es la 
onstante del Lema 4.5.3. Si k < k∗

podemos utilizar el Lema 4.5.1, que permite


on
luir dire
tamente (1).

5

Por 
ompletitud, en el apéndi
e se in
luye una demostra
ión 
orta de este resultado válida sólo para

σ ≥ 8.
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Fijemos ahora l = α logσ m, 
on α la 
onstante del Lema 4.5.3. Fijando β = 2 y

apli
ando este último resultado se obtiene:

P

(

MENOR(β)
)

= O

(

1

m4

)

= O

(

1

m2

)

.

Finalmente, usando 4.5.2 y notando que Fc ≥ 3 
on
luimos que:

PAlg (Veri�
ar V ‖ MENOR(β)) = O

(

log3
σ m

m3

)

= O

(

1

m2

)

.

Así, el tiempo de veri�
a
ión es despre
iable. El tiempo de �ltrado en una ventana V
esen
ialmente es el tiempo invertido en leer c de los l-gramas en DV

l . Luego, el tiempo

total de �ltrado, y por lo tanto el tiempo promedio esperado de eje
u
ión del algoritmo es

O(ncl/m) = O(n logσ m/m), lo que prueba (2).

La independen
ia por ventana se dedu
e del he
ho que los l-gramas elegidos por

ventana se es
ogen independientemente.

Observa
ión. En la demostra
ión, el parámetro t se 
onsidera 
onstante. Evidentemente

existe una dependen
ia en t del tiempo esperado de eje
u
ión (es lineal en t) y de la

probabilidad de des
artar un 
al
e no expli
itada en el enun
iado de la proposi
ión.

Notemos que el espa
io utilizado por este algoritmo esen
ialmente es el mismo que

en el algoritmo original. Se ne
esita pre
al
ular la fun
ión asm(·, P ), lo que de a
uerdo a

los parámetros utilizados en la proposi
ión 4.5.1, requiere espa
io polinomial en m. Una

evalua
ión prá
ti
a de este algoritmo se en
uentra detallada en el 
apítulo 7.



Capítulo 5

El 
aso de la búsqueda de múltiples

patrones

En este 
apítulo veremos que gran parte de la formaliza
ión y algoritmos presentados

para búsqueda aproximada permitiendo errores se pueden extender de una manera simple

al 
aso de la búsqueda aproximada múltiple, en el 
ual nos interesa reportar las o
urren
ias

aproximadas de varios patrones en un mismo texto.

Más que una presenta
ión de nuevos algoritmos, el objetivo de este 
apítulo, y gran

parte del 
apítulo siguiente, es mostrar que los 
on
eptos introdu
idos en este trabajo se

pueden estudiar en un esquema amplio in
luyendo gran parte de los problemas de búsqueda

aproximada.

5.1. Introdu

ión

El problema de la búsqueda aproximada múltiple se de�ne formalmente 
omo sigue:

dados r patrones que los es
ribiremos 
omo

~P = (P 1, P 2, . . . , P r), un texto T y un error

máximo permitido k, queremos reportar todas las o
urren
ias de todos los patrones en el

texto T . Por simpli
idad, en todo lo que sigue supondremos que todos los patrones son del

mismo largo m. El problema es una extensión de la versión exa
ta de búsqueda múltiple

(k = 0) que ha sido estudiado extensamente [DM79, KS94, BYN00℄.

La existen
ia de algoritmos optimales para el problema de búsqueda aproximada múl-

tiple ha sido resuelta re
ientemente. En el 2004, Navarro y Fredriksson [FN04℄ muestran

un algoritmo que resulta optimal bajo el supuesto de texto y patrón aleatorios. Más pre
i-

samente, ellos demuestran que la 
omplejidad promedio del problema de búsqueda aproxi-

mada múltiple es O ((k + logσ(rm))n/m) 
uando k < cσm (aquí, cσ es una valor 
er
ano

a 1/2 dependiente de σ). Para r grande, esto es notoriamente superior al algoritmo bá-

si
o que 
onsiste en repetir r eje
u
iones de un algoritmo de búsqueda aproximada para

bus
ar 
ada patrón por separado. El tiempo de eje
u
ión promedio 
on esta estrategia es

Ω((k + logσ m)rn/m).
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Al igual que en el 
aso de un solo patrón, aquí podemos introdu
ir algoritmos que

admiten errores. Podemos de�nir el problema de búsqueda aproximada permitiendo errores

para múltiples patrones a través de algoritmos que admiten una pequeña probabilidad de

perder 
ada o
urren
ia de 
ada uno de los r patrones.

En este 
aso, la formaliza
ión sigue el siguiente esquema. Los algoritmos para búsque-

da aproximada múltiple permitiendo errores los denotaremos por A(T, ~P , r, n,m, k), donde
T es un texto de largo n, ~P es un ve
tor de r palabras de largo m, y k es el error permitido.

La salida de estos algoritmos es un 
onjunto de pares (i, j) ∈ {1, . . . , r}×{1, . . . , n} donde i
indi
a un patrón en parti
ular y j indi
a una posi
ión en el texto donde habría un 
al
e

para ese patrón. Denotaremos por Sdet(T, ~P , r, n,m, k) la salida del algoritmo determinista

de búsqueda aproximada múltiple (es de
ir, el 
onjunto de todos los (i, j) 
orrespondien-
tes a o
urren
ias) y por Sprob(A, T, ~P , r, n,m, k) la variable aleatoria 
orrespondiente a la

salida del algoritmo probabilista A(T, ~P , r, n,m, k).

De�ni
ión 5.1.1. Diremos que un algoritmo probabilista A(T, ~P , r, n,m, k) resuelve el

problema de búsqueda aproximada múltiple permitiendo errores 
on probabilidad p si:

1. En
uentra 
al
es 
orre
tamente, es de
ir, 
ada (i, j) entregado por el algoritmo 
orres-

ponde a la posi
ión de término j de una o
urren
ia del patrón P i
en el texto T .

2. Tiene una probabilidad p de perder 
ada 
al
e, es de
ir, para 
ada (i, j) ∈ Sdet, la

probabilidad del evento (i, j) /∈ Sprob es a lo más p.

3. Es independiente por ventanas, es de
ir, existe una 
onstante c tal que para todo

(i1, j1), (i2, j2) ∈ Sdet, si j1 − j2 > cm, los eventos (i1, j1) ∈ Sprob e (i2, j2) ∈ Sprob

son independientes.

Si sólo 1 y 2 se 
umplen, diremos que el algoritmo resuelve débilmente el problema de

búsqueda aproximada 
on probabilidad p.

La siguiente se

ión muestra 
omo los algoritmos vistos en 
apítulos anteriores se

pueden extender para resolver el problema de búsqueda aproximada múltiple permitiendo

errores.

5.2. Algunos algoritmos

Los algoritmos para búsqueda aproximada permitiendo errores pueden extenderse al


aso de de búsqueda aproximada múltiple. En general, el esquema 
entral se 
onserva. Los

algoritmos se basan en un �ltro que des
arta o veri�
a ventanas del texto. Cada vez que

una ventana se veri�
a, se revisa la ve
indad de ésta en bus
a de o
urren
ias de 
ualquiera

de los patrones. La úni
a adapta
ión o
urre en el �ltro, donde la 
ondi
ión de des
arte

será levemente modi�
ada para ser 
onsistente 
on lo anterior. Veremos 
omo realizar esta

extensión para el 
aso de los algoritmos de q-gramas y de Chang y Marr.
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5.2.1. El algoritmo de q-gramas

La idea del algoritmo de q-gramas permitiendo errores es dividir el texto en ventanas

de tamaño v = (m − k)/2. En 
ada ventana se eligen algunos q-gramas al azar y se

determina la fra

ión de ellos que se en
uentra 
ontenido en forma exa
ta en el patrón. Si

esa fra

ión es grande, se veri�
a la ventana, en 
aso 
ontrario, se des
arta.

La extensión al 
aso de múltiples patrones 
onsiste en muestrear q-gramas de la misma

forma que el 
aso anterior, pero esta vez se determina la fra

ión de ellos que se en
uentra


ontenido en forma exa
ta en alguno de los patrones. Nuevamente, si esa fra

ión supera


ierto umbral, se veri�
a la ventana (bus
ando o
urren
ias 
ontenidas en la ventana de


ualquiera de los patrones), en 
aso 
ontrario, se des
arta.

pro
 QMP-PEc,F,q

forea
h ventana disjunta V de largo (m − k)/2
for i = 1 to c

si ↼ QV
q .

end

if #{i | si es subpalabra de algún P j} ≤ Fc
then des
artar V
else veri�
ar V

�

end

end

Figura 5.1: Algoritmo de q-gramas para múltiples patrones.

Esen
ialmente, el tiempo promedio esperado del algoritmo se analiza de manera muy

similar al 
aso de Q-PE visto en la Se

ión 4.4. Utilizaremos la misma nota
ión, a menos

que espe
í�
amente se indique lo 
ontrario.

El 
osto de veri�
a
ión es O(rm2) si veri�
amos las o
urren
ias de 
ada uno de los r
patrones por separado 
on programa
ión dinámi
a.

Denotemos v′ = v−q+1 el número de q-gramas de la ventana. Diremos que V admite


al
e si existe una o
urren
ia de algún patrón que se en
uentre 
ompletamente 
ontenida

en la ventana. El siguiente resultado a
ota la probabilidad de perder una o
urren
ia.

Lema 5.2.1. Si kq ≤ v′(1 − F ), enton
es

PAlg (Des
artar V ‖ V admite 
al
e) ≤ exp

(

c(1 − F ) −
ckq

v′

)(

kq

v′(1 − F )

)c(1−F )

.

Demostra
ión. Análoga a la demostra
ión del Lema 4.4.1.

Para el análisis temporal, utilizaremos la misma té
ni
a del Capítulo 4. Introduz
amos

la siguiente
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De�ni
ión 5.2.1. Para una ventana V diremos que se 
umple la propiedad MENOR(β),
si menos de β q-gramas de la ventana V son subpalabra de algún patrón.

Lema 5.2.2. Para todo β ≤ Fv′:

PAlg (Veri�
ar V ‖ MENOR(β)) ≤ exp

(

Fc −
cβ

v′

)(

β

Fv′

)Fc

.

Demostra
ión. Análoga a la demostra
ión del Lema 4.4.2.

Lema 5.2.3. Bajo el supuesto de texto aleatorio, sea p la probabilidad de que un q-grama

de una ventana sea subpalabra de algún patrón. Enton
es, para β ≥ pv′:

P

(

MENOR(β)
)

≤ exp

(

−
24(β − pv′)2

25q(β + 2pv′)

)

.

Demostra
ión. Análoga a la demostra
ión del Lema 4.4.3.

Finalmente, el algoritmo QMP-PEc,F,q es independiente por ventanas y resuelve el

problema de búsqueda aproximada múltiple permitiendo errores.

Proposi
ión 5.2.1. Sean u > 0, t > 0 �jos y sea r = O(mu). Enton
es existe k∗ =
O(m/ logσ(rm)) tal que para todo k < k∗

existen c, F y q tales que QMP-PEc,F,q 
umple

las siguientes propiedades:

(1) La probabilidad de des
artar un 
al
e es O((k logσ(rm)/m)t).

(2) El tiempo promedio esperado de eje
u
ión es O(n logσ(rm)/m).

(3) El algoritmo es independiente por ventanas.

Demostra
ión. La independen
ia por ventanas se dedu
e dire
tamente del he
ho que el

muestreo de q-gramas por ventana se realiza independientemente. Si h es el número de

q-gramas distintos en todos los patrones, enton
es

p =
h

σq
≤

rm

σq
.

En parti
ular, podemos �jar q = 2 logσ(rm), 
on lo que p ≤ 1/rm. Con esta ele

ión de q
es 
laro que si es
ogemos β = Θ(log2(rm)) su�
ientemente grande, enton
es:

P

(

MENOR(β)
)

= O

(

1

rm2

)

.

Finalmente, �jemos F = 1/2 y c = O(1) su�
ientemente grande tal que:

PAlg (Veri�
ar V ‖ MENOR(β)) = O

(

1

rm2

)

.
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Lo anterior impli
a que el tiempo de veri�
a
ión es despre
iable,

1

y por lo tanto el tiempo

esperado por ventana se redu
e esen
ialmente al tiempo de �ltrado cq = O(logσ(rm)), lo
que prueba (2).

Ahora veamos (1). Sea k∗ = v′(1 − F )/q, 
on lo que la hipótesis del Lema 5.2.1 se


umple. Es
ojamos c de modo de 
umplir además c(1 − F ) ≥ t. Notando que

kq

(1 − F )v′

es O(k logσ(rm)/m) y apli
ando el lema se 
on
luye el resultado.

Observa
ión. En la demostra
ión, los parámetros t y u se 
onsideran 
onstantes.

5.2.2. El algoritmo de Chang y Marr

Otro algoritmo para este problema 
onsiste en usar las ideas del algoritmo de Chang y

Marr visto en la Se

ion 4.5. Para 
ada ventana de texto de tamaño (m−k)/2, muestreamos

algunos l-gramas. Si r no es ex
esivamente grande, en un texto aleatorio la mayoría de

esos l-gramas se en
ontrarán a gran distan
ia (respe
to a l) de todas las subpalabras de


ada patrón. Por otro lado, 
uando la ventana está 
ontenida en una o
urren
ia de algún

patrón, la mayoría de los l-gramas muestreados se en
ontrarán a pequeña distan
ia de

alguna subpalabra de ese patrón. Por lo tanto, podemos utilizar la 
antidad de l-gramas

muestreados que se en
uentran a gran distan
ia de todos los patrones 
omo 
riterio de

�ltro.

De�ni
ión 5.2.2. Sean R una palabra 
ualquiera y

~S un ve
tor de palabras 
ualesquiera.

De�nimos minAsm(R, ~S) 
omo la mínima distan
ia de la palabra R a las subpalabras de

las 
omponentes de S. Es de
ir:

minAsm(R, ~S) = mı́n
i,j,k

d(R,Sk
i..j)

El algoritmo propuesto se des
ribe en la Figura 5.2. De manera similar a CM-PE,

la distan
ia de los l-gramas a los patrones se pre
omputa. Di
ho 
ál
ulo se en
uentra

detallado en la Figura 5.3.

El análisis es similar al realizado para CM-PE. En todo lo que sigue, denotaremos

el 
ardinal de DV
l por d. Es de
ir, d = v/l. Veamos 
omo a
otar la probabilidad de perder

un 
al
e para este algoritmo.

Lema 5.2.4. Si k ≤ dg(1 − F ), enton
es

PAlg (Des
artar V ‖ V admite 
al
e) ≤ exp

(

c(1 − F ) − c
k

dg

)(

k

dg(1 − F )

)c(1−F )

.

Demostra
ión. Análoga a la demostra
ión del Lema 4.5.1

1

El tiempo de veri�
a
ión ahora es O(1/rm2) en vez de O(1/m2).
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pro
 CMMP-PEc,F,l,g

Cal
ular minAsm(·, ~P ) (sólo palabras de largo l).
forea
h ventana disjunta V de largo (m − k)/2
for i = 1 to c

si ↼ DV
l

end

if #{i | minAsm(si, ~P ) ≤ g} ≤ Fc
then des
artar V
else veri�
ar V

�

end

end

Figura 5.2: Algoritmo tipo Chang y Marr para múltiples patrones.

Para estable
er una 
ota superior en el tiempo promedio esperado de CMMP-PE

de�nimos:

De�ni
ión 5.2.3. Para una ventana V diremos que se 
umple la propiedad MENOR(β)
si

#{s ∈ DV
l tal que minAsm(s, ~P ) ≤ g} < β.

Como en los algoritmos anteriores, probaremos los siguientes lemas:

Lema 5.2.5. Si β ≤ Fd enton
es,

PAlg (Veri�
ar V ‖ MENOR(β)) ≤ exp

(

Fc −
cβ

d

)(

β

Fd

)Fc

Demostra
ión. Análoga a la demostra
ión del Lema 4.5.2

Lema 5.2.6. Para r = O(mu) 
on u > 0 �jo, existen 
onstantes α > 0 y 0 < ǫ < 1 tal

que, para l = α logσ m, g = ǫl y d ≤ βm3
:

P

(

MENOR(β)
)

≤ exp
(

β − dm−3
)

(

dm−3

β

)β

Demostra
ión. Como las subpalabras de V en DV
l son disjuntas entre sí (es de
ir, no


omparten posi
iones del texto), es 
laro que los eventos {minAsm(s, ~P ) ≤ g}, 
on s ∈
DV

l son independientes entre sí. Además, los eventos tienen la misma probabilidad, que

denotaremos p(g, l, r) o simplemente p. De aquí se dedu
e que:

P

(

MENOR(β)
)

≤ P (Bin(d, p) ≥ β)
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pro
 MINASM ~P ,r,l

forea
h w ∈ Σl

De�nir minAsm(w, ~P ) = ∞
for i = 1 to r

for j = −k to k
forea
h s subpalabra de Pi de largo m + j

if d(w, s) < minAsm(w, ~P )

then de�nir minAsm(w, ~P ) = d(w, s)
�

end

end

end

end

end

Figura 5.3: Pre
ómputo de la fun
ión minAsm(·, ~P ) restringido a palabras de largo l.
El número de patrones es r.

Notemos que P

(

minAsm(s, ~P ) ≤ g
)

= P (∃i | asm(s, Pi) ≤ g) ≤ rp(g, l), donde p(g, l)

se de�nió en el Lema 4.5.3.

En el Apéndi
e A se demuestra (basado en un resultado de [CM94℄) que existen


onstantes α > 0 y 0 < ǫ < 1, tal que para l = α logσ m se tiene p(ǫl, l) = O(m−u−3).
Apli
ando una 
ota de Cherno� se 
on
luye el resultado.

Proposi
ión 5.2.2. Sean u > 0 y t > 0 �jos. Para r = O(mu) existe k∗ = Θ(m) tal

que para todo k < k∗
, existen l, c g y F tales que CMMP-PEc,F,l,g 
umple las siguientes

propiedades:

(1) La probabilidad de des
artar un 
al
e es O((k/m)t)

(2) El tiempo promedio esperado de eje
u
ión es O(n logσ m/m)

(3) El algoritmo es independiente por ventanas.

Demostra
ión. Sea t > 0. Fijemos F = 1/2, g = ǫl y k∗ = vǫ/2, donde ǫ es la 
onstante

del Lema 5.2.6. Si k < k∗
y c ≥ 2t podemos apli
ar el Lema 5.2.4 y 
on
luir dire
tamente

(1).

Fijemos ahora l = α logσ m, 
on α la 
onstante del Lema 5.2.6. Fijando β = u/2 + 1
y apli
ando este resultado se obtiene:

P

(

MENOR(β)
)

= O

(

1

rm2

)

.
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Finalmente, es
ogiendo c = máx(2t, (u + 3)/2) y usando el Lema 5.2.5 
on
luimos

que:

PAlg (Veri�
ar V ‖ MENOR(β)) = O

(

logu+3
σ m

mu+3

)

= O

(

1

rm2

)

.

Así, el tiempo de veri�
a
ión es despre
iable y por lo tanto el tiempo promedio esperado

se puede redu
ir al tiempo de �ltrado O(ncl/m) = O(n logσ m/m), lo que prueba (2).

La independen
ia por ventanas se dedu
e del he
ho que los l-gramas elegidos por

ventana se es
ogen independientemente.

Observa
ión. En la demostra
ión, los parámetros t y u se 
onsideran 
onstantes.



Capítulo 6

El 
aso de la búsqueda fuera de línea

Hasta ahora, todos los algoritmos 
onsiderados tratan el 
aso en línea del problema

de búsqueda aproximada, donde no se asume ningún 
ono
imiento previo sobre el texto

para responder una búsqueda. En parti
ular, esto obliga a que 
ada algoritmo para el pro-

blema de búsqueda aproximada y para la versión permitiendo errores tengan 
omplejidad

temporal Ω(n/m), ya que en 
ada ventana de tamaño m se debe leer al menos un 
ará
ter

para tomar una de
isión a
er
a de la existen
ia de 
al
es en esa ventana. Sublinealidad en

n resulta por tanto inviable 
on este esquema.

Un enfoque alternativo es el fuera de línea, que se basa en la 
onstru

ión de una

estru
tura sobre el texto que luego permite responder búsquedas de patrones más e�
ien-

temente. La 
onstru

ión de esta estru
tura (o índi
e) puede ser muy 
ostosa (normalmente

leen el texto 
ompleto una vez, y usan espa
io propor
ional al tamaño del texto), pero ese


osto se 
ompensa 
on las rápidas búsquedas (in
luso sublineales en n) sobre ese mismo

texto.

Elegir entre algoritmos en línea o fuera de línea depende prin
ipalmente de la apli
a-


ión. Nuestro interés en esta se

ión es mostrar que el 
on
epto de búsqueda aproximada

permitiendo errores se puede extender a este último 
aso.

6.1. Introdu

ión

En mu
has situa
iones, la búsqueda en línea no resulta útil en la prá
ti
a. Un ejemplo

son las grandes bases de datos de texto a
tuales, donde sólo el tiempo invertido en leer el

texto resulta ya demasiado 
ostoso en mu
has apli
a
iones. Otro ejemplo son los sistemas

de 
onsulta, dónde el 
osto de búsqueda se multipli
a por el enorme número de búsquedas

que los usuarios demandan. En ambos 
asos, se ne
esita un sistema de búsqueda más

e�
iente.
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6.1.1. Indí
es

El término índi
e alude a 
ualquier estru
tura que se 
onstruye sobre el texto que

permite luego a
elerar alguna opera
ión, en nuestro 
aso, realizar búsquedas. Por ejemplo,

un índi
e para realizar búsquedas sobre un texto muy largo T es
rito en español podría

alma
enar todas las palabras del di

ionario y las ubi
a
iones en que 
ada palabra apare
e

en el texto. Este pro
edimiento es muy 
ostoso, de he
ho, al menos requiere leer el texto


ompleto. Pero supongamos que después de haber 
onstruido el índi
e re
ibimos una bús-

queda por una palabra P en forma exa
ta: la respuesta sería inmediata, pues bastaría 
on

utilizar el índi
e para retornar la lista de sus apari
iones. En general, no es difí
il utilizar el

índi
e anterior para efe
tuar e�
ientemente búsquedas más 
omplejas, por ejemplo, frases.

En el párrafo anterior se muestra una situa
ión donde la 
onstru

ión de un índi
e

puede mejorar signi�
ativamente los tiempos de búsqueda. Sin embargo, estamos realizando

tá
itamente dos supuestos no requeridos por la búsqueda en línea:

1. El texto es 
ompletamente 
ono
ido antes de efe
tuar las búsquedas. Normalmente

un índi
e requiere 
ono
er el texto 
ompleto para su 
onstru

ión.

2. Se realizan mu
has búsquedas sobre el texto. Si se hi
ieran po
as búsquedas, el tiempo

invertido en la 
onstru

ión del índi
e sería un sobre
osto altísimo que probablemente

no vale la pena pagar.

Además de estos fa
tores, el uso de índi
es tiene 
iertas limita
iones parti
ulares:

Requerimientos de espa
io: Usualmente los índi
es utilizan un tamaño propor
ional al

texto. En algunos 
asos este tamaño resulta ina
eptable en las apli
a
iones prá
ti
as.

Toleran
ia a pequeñas modi�
a
iones: En mu
has apli
a
iones, el texto a indexar

puede sufrir modi�
a
iones pequeñas en el tiempo. Esto requiere que el índi
e pueda

adaptarse a estas pequeñas modi�
a
iones sin tener que re
onstruirlo 
ompletamente.

Ciertos índi
es utilizan una estru
tura 
ono
ida del texto. El ejemplo del índi
e para

textos en español es uno de ellos.

1

Otros son más generales, pero suelen ser más

lentos que aquellos 
onstruidos dire
tamente para una apli
a
ión parti
ular.

En este trabajo sólo nos 
on
entraremos en índi
es para texto en general. El le
tor

puede 
onsultar [NBYST01℄ para un revisión de las té
ni
as más 
omunes de indexado de

este tipo.

En lo que sigue, veremos propuestas de algoritmos para búsqueda aproximada permi-

tiendo errores para el 
aso fuera de línea. Todos los algoritmos propuestos irán pre
edidos

de una breve des
rip
ión de los algoritmos que utilizamos 
omo base.

1

Se basan en que el texto es una 
on
atena
ión de palabras
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6.2. Algoritmos basados en el índi
e de q-gramas

Dentro de aquellos índi
es que permiten a

eder más e�
ientemente a las subpalabras

del texto se en
uentra el de q-gramas. Este índi
e guarda, para 
ada q-grama en Σq
, las

posi
iones del texto en las 
uales apare
e.

La idea bási
a [NBY98℄ para utilizar el índi
e de q-gramas en búsqueda aproximada es

dividir el patrón en k + 1 subpalabras P = P 1P 2 . . . P k+1
, 
ada una de las 
uales se bus
a

en forma exa
ta dentro del texto. Luego se revisa la ve
indad de todas esas o
urren
ias para

ver si el patrón se en
uentra en forma aproximada. Este pro
edimiento permite en
ontrar

todas las o
urren
ias, debido al siguiente resultado.

Lema 6.2.1. Si el patrón es dividido en k + 1 subpalabras, al menos una de ellas debe

apare
er en 
ada o
urren
ia a distan
ia no superior a k del patrón en un texto.

La utilidad del índi
e de q-gramas es que permite ha
er la búsqueda de las palabras

P i
de manera más e�
iente que el equivalente a una le
tura 
ompleta del texto. Por sim-

pli
idad, supongamos que todas las palabras son del mismo tamaño l = m/(k + 1), y por

lo tanto los P i
son los elementos de DP

l . Dependiendo de l y q, hay dos 
asos:

Si q ≤ l podemos utilizar el índi
e para lo
alizar los pre�jos de largo q de 
ada l-
grama en DP

l . Luego, una revisión de una ve
indad de esos pre�jos permite saber si

esos pre�jos 
orresponden a o
urren
ias efe
tivas de los P i
.

Si q > l, el índi
e tiene dire
tamente todas las o
urren
ias de 
ada l-grama en DP
l .

Basta retornar la unión de todas las o
urren
ias de los q-gramas de los 
uales P i
es

un pre�jo.

En el 
aso de texto aleatorio, el algoritmo utilizando el índi
e de q-gramas siguiendo el

pro
eso antes men
ionado es más e�
iente que 
ualquier algoritmo en línea. Su tiempo

promedio de eje
u
ión es:

O

(

km2n

σm/k
+

kn

σq

)

,


omo se en
uentra demostrado en [NBY98℄.

6.2.1. Adaptando el índi
e para búsqueda permitiendo errores

En esta se

ión presentaremos un primer algoritmo para búsqueda fuera de línea

permitiendo errores. La idea es usar el índi
e de q-gramas del texto de la se

ión anterior

para responder a las búsquedas. Sin embargo, dado que sólo queremos en
ontrar 
ada

o
urren
ia 
on alta probabilidad, el tiempo que ne
esitaremos en una búsqueda será menor.

Veamos una des
rip
ión del algoritmo en su forma más simple (luego introdu
iremos

algunas modi�
a
iones). Construiremos un índi
e en el que para 
ada posible q-grama del

texto guardaremos las posi
iones en las que apare
e.
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En el algoritmo original des
rito al ini
io de esta se

ión, parti
ionar el patrón en k+1
subpalabras es su�
iente para garantizar la existen
ia de al menos una de esas palabras en


ada o
urren
ia. Muestrear un pequeño número de esas subpalabras y bus
ar en la ve
indad

de sus o
urren
ias resulta insu�
iente para en
ontrar 
ada 
al
e 
on probabilidad al menos


onstante. Para solu
ionar esto, utilizaremos la siguiente extensión del Lema 6.2.1

Lema 6.2.2. Si el patrón es dividido en k + s subpalabras, al menos s deben apare
er en


ada o
urren
ia del patrón en un texto a distan
ia no superior a k.

Motivados por este lema, podemos dividir el patrón en k + s subpalabras del mismo

largo, muestrear una 
ierta 
antidad c de esas subpalabras y bus
ar en la ve
indad de sus

apari
iones en el texto. En todo lo que sigue de este 
apítulo, denotemos l ≡ m/(k + s),

on lo que el muestreo puede verse 
omo la ele

ión de c elementos es
ogidos al azar en

DP
l .

Utilizaremos el índi
e de q-gramas en la misma forma que el algoritmo original, pero

restringido a los l-gramas muestreados. Observemos que si el muestreo de patrones se

realiza una sóla vez para todo el texto, enton
es las o
urren
ias no son reportadas de

manera independiente.

El índi
e, que denotaremos I, se 
onstruye 
omo se indi
a en la Figura 6.1. Por

simpli
idad, veremos el índi
e 
omo un 
onjunto de listas: para 
ada q-grama Q, la lista

IQ 
ontiene todas las posi
iones donde apare
e el q-grama Q dentro del texto. Señalamos

eso sí que el índi
e des
rito en [NBY98℄ utiliza indexa
ión por bloques, donde para 
ada

q-grama se guarda no la posi
ión i, sino i mod b, para algún b ∈ N, de modo de redu
ir el

espa
io del índi
e.

pro
 Q-FL-INDc,F,q(T )

omment: Crea
ión del índi
e

forea
h q-grama Q
for i = 1 to n − q

if Q = Ti..i+q

then Agregar i a la lista IQ

�

end

end

end

Figura 6.1: Índi
e de q-gramas.

El algoritmo para realizar búsqueda aproximada permitiendo errores usando el índi
e

I lo denominaremos Q-FL y se des
ribe en la Figura 6.2. En la des
rip
ión del algoritmo

sólo 
onsideramos el 
aso en que los l-gramas tienen largo mayor o igual que q. Para una

palabra s de largo |s| ≥ q, utilizaremos la nota
ión prefq(s) para denotar el pre�jo de largo
q de s.

El pro
eso de veri�
ar es el mismo de los 
apítulos anteriores, pero apli
ado a una



6.2 Algoritmos basados en el índi
e de q-gramas 59

ventana de tamaño distinto. En el algoritmo Q-FL, el pro
eso de veri�
ar Tj..j+l−1 
orres-

ponde a bus
ar todas las o
urren
ias que puedan 
ontener 
ompletamente esa por
ión del

texto. Para ello basta bus
ar o
urren
ias en Tj−(m+k−l)..j+l−1+(m+k−l), es de
ir, en una

ventana de largo O(m) al igual que en todos los algoritmos propuestos en los 
apítulos

anteriores.

pro
 Q-FLc,s,q,I


omment: responder 
onsultas

l = m/(k + s)
for i = 1 to c

si ↼ DP
l

forea
h j ∈ I
prefq(si)

if Tj..j+l−1 = si

then veri�
ar Tj..j+l−1

�

end

end

end

Figura 6.2: Algoritmo de indexado basado en el índi
e de q-gramas.

6.2.2. Análisis

La adapta
ión del algoritmo usa la idea de muestrear q-gramas en una manera dife-

rente a la utilizada para algoritmos en línea. Aunque estamos interesados en las mismas

variables del 
aso en línea, es de
ir, probabilidad de perder una o
urren
ia y tiempo pro-

medio esperado de eje
u
ión, el análisis es bastante más simple en este 
aso. Además de

estas dos magnitudes, aquí resulta de vital importan
ia el espa
io utilizado por el índi
e.

Los siguientes dos lemas a
otan dire
tamente la probabilidad de perder una o
urren
ia y

el tiempo promedio esperado de eje
u
ión:

Lema 6.2.3. La probabilidad que el algoritmo des
arte una o
urren
ia es a lo más ( k
k+s)

c
.

Demostra
ión. En una o
urren
ia apare
en al menos s de los k + s elementos en DP
l . Si

al menos uno de esos l-gramas es sele

ionado enton
es la o
urren
ia es reportada. La

probabilidad de des
artarla es por lo tanto a lo más ( k
k+s)

c
.

Lema 6.2.4. El tiempo promedio esperado de eje
u
ión del algoritmo es

2cn

σq
+

cn

σl
O
(

m2
)

.

Demostra
ión. El tiempo promedio esperado depende esen
ialmente del tiempo empleado

en las 
omproba
iones Tj..j+l−1 = si y del tiempo empleado en las veri�
a
iones.
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Ya que el número promedio de apari
iones de los l-gramas elegidos en el patrón es a

lo más cn/σl
, el tiempo promedio esperado de veri�
a
ión usando programa
ión dinámi
a

es

cn

σl
O
(

m2
)

.

Respe
to al tiempo utilizado al revisar que los q-gramas entregados por el índi
e sean

o
urren
ias de los l-gramas, es fá
il demostrar que el tiempo esperado de esta revisión por


ada posi
ión revisada es bási
amente 
onstante. En efe
to, la probabilidad de que se lean

i 
ara
teres al efe
tuar esta revisión es

1

σi−1

(

1 −
1

σ

)

y por lo tanto el tiempo esperado es a lo más

1

1 − 1/σ
≤ 2.

El número esperado de posi
iones revisadas puede a
otarse por el número esperado

de apari
iones en el texto de los c q-gramas muestreados, que es cn/σq
. Luego, el tiempo

esperado de revisión es a lo más el doble de esta 
antidad.

De aquí, el tiempo esperado del algoritmo está a
otado superiormente por

2cn

σq
+

cn

σl
O
(

m2
)

.

El espa
io utilizado por el índi
e, tal 
omo se en
uentra des
rito, es esen
ialmente

O(n log n). Sin embargo, el índi
e des
rito en [NBY98℄, que 
umple la misma fun
ionali-

dad, puede utilizarse en este esquema sin modi�
a
iones. El espa
io es o(n) bajo 
iertas


ondi
iones que no detallaremos.

Finalmente, al igual que en los 
asos anteriores, mostraremos valores que permiten

obtener un resultado interesante desde el punto de vista teóri
o. Naturalmente, otros valo-

res pueden estable
erse de manera de 
ambiar la rela
ión entre pérdida de 
al
es y tiempo

esperado de eje
u
ión. En 
uanto al espa
io utilizado, este es el mismo que el algoritmo

original. Como diferen
ia importante respe
to a los algoritmos en línea, no es razonable

�jar el tamaño q de los q-gramas, puesto que el índi
e se 
rea una sola vez para responder


onsultas.

Proposi
ión 6.2.1. Sea t > 0 una 
onstante �ja. Si q < m/kσ, enton
es existen s y c
tales que Q-FLc,s,q 
umple las siguientes propiedades:

(1) La probabilidad de des
artar un 
al
e es O(1/kt).

(2) El tiempo promedio esperado de eje
u
ión es

2tn logσ k

σq
+

tn logσ k

σm/kσ
O
(

m2
)

.

Demostra
ión. Basta �jar s = kσ − k, c = t logσ k y apli
ar los Lemas 6.2.3 y 6.2.4.
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6.2.3. Un segundo algoritmo basado en el índi
e de q-gramas

Una posible modi�
a
ión al algoritmo visto en la se

ión anterior 
onsiste en revisar

todos los l-gramas en DP
l , pero ahora para 
ada l-grama se veri�
a la ve
indad de sólo

algunas de sus apari
iones en el texto. Este algoritmo se en
uentra des
rito en la Figura 6.3.

pro
 Q-FL2f,s,q,I


omment: responder 
onsultas.

l = m/(k + s)
forea
h si ∈ DP

l

Elegir una sublista I ′ de I
prefq(si) de tamaño f · #I

prefq(si) uniformemente.

forea
h j ∈ I ′

if Tj..j+l−1 = si

then veri�
ar Tj..j+l−1

�

end

end

end

Figura 6.3: Un segundo algoritmo de indexado basado en el índi
e de q-gramas.

La genera
ión del 
onjunto I ′ (ver algoritmo) en 
ada una de las k + s itera
iones

puede llegar a ser muy 
ostosa, pero desde el punto de vista prá
ti
o esto lo podemos

reemplazar por un pro
edimiento que elige una 
antidad �ja de elementos de la lista I
prefq(si)

uniformemente, de manera tal que el número esperado de elementos distintos reportados


oin
ida 
on el tamaño de la lista I ′.

El análisis es muy similar al 
aso anterior. Si hay una o
urren
ia, enton
es al menos s
de los l-gramas se en
uentran en el texto. Cada uno de esos l-gramas es reportado 
on

probabilidad al menos f y por lo tanto la probabilidad de des
artar una o
urren
ia es a

lo más (1 − f)s. Además, el tiempo esperado de veri�
a
ión es f(k + s)n/σlO(m2) y el

tiempo esperado de �ltro es f(k + s)n/σq
.

Así, obtenemos el siguiente resultado:

Proposi
ión 6.2.2. Si q < m/kσ, enton
es existen s y c tales que Q-FL2c,s,q 
umple las

siguientes propiedades:

(1) La probabilidad de des
artar un 
al
e es O(1/k).

(2) El tiempo esperado de eje
u
ión (sin 
onsiderar la ele

ión de la sublista I ′) es

2n ln k

σq
+

n ln k

σm/2k
O(m2).

Demostra
ión. Basta �jar f = ln k/k, s = k, y apli
ar los lemas anteriores. Se puede

demostrar que:

(

1 −
ln x

x

)x

<
1

x
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para 
on
luir el resultado de la parte (1).



Capítulo 7

Evalua
ión prá
ti
a de los algoritmos

A lo largo de este trabajo hemos propuesto algunos algoritmos para el problema

de búsqueda aproximada permitiendo errores y demostrado algunas garantías teóri
as que

ellos ofre
en. Cerraremos este trabajo revisando, a través de experimentos, el aspe
to prá
-

ti
o de estos algoritmos.

Nuestro prin
ipal objetivo no es proveer la mejor implementa
ión de 
ada algoritmo

propuesto, sino dar informa
ión relevante que permita entender la 
ompetitividad de los

algoritmos propuestos en rela
ión a algoritmos existentes para el problema de búsqueda

aproximada.

7.1. Los algoritmos

En este trabajo nos restringimos a evaluar los algoritmos Q-PE (Se

ión 4.4) y CM-

PE (Se

ión 4.5). Los algoritmos fueron implementados en C++, 
ompilados usando g++.

Los experimentos fueron eje
utados en un 
omputador 1.86Ghz Core Duo, 1GB de RAM,

utilizando linux 2.6.15.

Dado que los algoritmos propuestos fun
ionan bajo un esquema distinto respe
to a

algoritmos tradi
ionales, optamos por efe
tuar experimentos 
uyo objetivo es medir la

rela
ión entre tiempo de eje
u
ión y pérdida de o
urren
ias. También efe
tuamos una


ompara
ión entre los algoritmos nuevos y aquellos en los 
uales se basan. Los experimentos

están realizados 
on algoritmos sin optimizar, todos implementados por nosotros mismos.

Los detalles de implementa
ión se en
uentran ade
uadamente 
omentados en el 
ódigo

fuente (in
luido en el Apéndi
e B). Algunos detalles importantes:

La rutina para veri�
ar ventanas es un algoritmo muy e�
iente basado en paralelismo

de bits, de manera de evitar que el tiempo total de veri�
a
ión predominara sobre el

tiempo de total de �ltrado.

Comparamos el algoritmo CM-PE 
on el algoritmo de Chang y Marr visto en la

Se

ión 3.4 (que en lo que sigue denominaremos CM) y el algoritmo Q-PE 
on el
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algoritmo de q-gramas visto en Se

ión 3.3 (que en lo que sigue denominaremos Q).

Todos los algoritmos leen primero el texto 
ompleto y lo alma
enan en un bu�er de

memoria RAM. El algoritmo se eje
uta posteriormente sobre di
ho bu�er. Se utilizó

la memoria primaria en vez de la se
undaria debido a que esta última no es e�
iente

bajo a

eso aleatorio.

En el algoritmo de q-gramas original utilizamos una estru
tura diferente a la señalada

por los autores del algoritmo para realizar el 
onteo de los q-gramas en el texto.

Esen
ialmente, pre
omputamos una fun
ión que representa 
ada q-grama Q 
on un

número entero nQ y 
ada 
ara
ter c 
on un número entero nc, de manera que para


ada 
ara
ter c, el q-grama obtenido al remover el primer 
ará
ter de Q y agregar c

omo último 
ará
ter es una fun
ión sen
illa de nQ y nc. Esta fun
ión puede utilizarse

para efe
tuar el 
onteo de q-gramas en O(n) tal 
omo en el algoritmo original.

Se ignoraron los tiempos de pre
ómputo en todos los algoritmos. El tiempo medido

es el invertido al pro
esar el texto.

7.2. Datos

Utilizamos las 
ole

iones de texto disponibles en Pizza
hili [FN05℄. Pizza
hili es un

repositorio (desarrollado y mantenido por a
adémi
os de la Universidad de Chile y Univer-

sidad de Pisa) 
uyo objetivo es la evalua
ión de índi
es 
omprimidos, es de
ir, estru
turas

de tamaño pequeño

1


readas a partir de un texto y que permiten realizar búsquedas sobre

él de manera más e�
iente. Los textos disponibles en Pizza
hili (denominadas 
ole

iones)

provienen de 
on
atena
ión de datos reales provenientes de distintas fuentes, entre otras,


ódigos fuentes, audio en formato MIDI, 
adenas de proteínas, 
adenas de ADN, texto en

inglés y datos estru
turados de XML.

La mayoría de las 
ole

iones se en
uentra alma
enada en un ar
hivo de texto AS-

CII de al menos 50MB. Para 
ada 
ole

ión se en
uentra 
al
ulada la probabilidad de


oin
iden
ia de 
ara
teres. Representando una 
ole

ión 
omo un texto T de largo n, esta
probabilidad equivale a

P (Ti = Tj)


uando i y j son elegidos independiente y uniformemente en el 
onjunto {1, . . . , n}. En
general, el inverso de esta probabilidad se aso
ia al número efe
tivo de 
ara
teres presentes

en la 
ole

ión, ya que despre
ia a los 
ara
teres 
uya fre
uen
ia de apari
ión es baja. La

Tabla 7.1 muestra el tamaño de 
ada 
ole

ión, el número de símbolos diferentes usados

en el texto y el inverso de la probabilidad de 
oin
iden
ia.

Evaluamos nuestros algoritmos en un sub
onjunto de las 
ole

iones disponibles en

el repositorio Pizza
hili, espe
í�
amente, las 
ole

iones de 
adenas de ADN, texto en

inglés y ar
hivos MIDI. Estas tres 
ole

iones no sólo provienen de fuentes 
ompletamente

distintas, sino también tienen una 
antidad muy diferente de 
ara
teres efe
tivos. Además,

1

Relativo al tamaño del texto
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Cole

ión Tamaño(MB) Alfabeto Inv. Prob. Coin
id.

Código fuente 210 230 24.77

Ar
hivos MIDI 55 133 39.75

Cadenas de Proteínas 66 24 16.98

Cadenas de ADN 403 16 3.91

Texto en inglés 2210 239 15.25

Ar
hivos XML 294 97 28.73

Tabla 7.1: Cole

iones de texto disponibles en el repositorio PizzaChili (Nov. 2006).

estas 
ole

iones son las mismas que aquellas que típi
amente se utilizan para evaluar

algoritmos para búsqueda aproximada [Nav01, Mye94℄.

Para el experimento, se prepro
esó el texto de la siguiente manera: en 
ada 
ole

ión se

removieron todos los 
ara
teres 
uya fre
uen
ia de apari
ión es inferior a 0.001, de manera

que el tamaño del alfabeto fuese más representativo del número de 
ara
teres utilizados en

el texto. También, por motivos de tiempo, los datos fueron redu
idos a 50MB por 
ole

ión,

simplemente trun
ando el ar
hivo. Tras estas modi�
a
iones se obtuvieron tres ar
hivos de

texto 
on las propiedades indi
adas en la Tabla 7.2.

Texto Tamaño(MB) Alfabeto Inv. Prob. Coin
id.

Ar
hivos MIDI 50 65 39.75

Cadenas de ADN 50 5 3.91

Texto en inglés 50 37 15.25

Tabla 7.2: Ar
hivos de texto usados en el experimento.

7.3. Pro
edimiento

En este experimento, al igual que en el 
aso teóri
o, nos interesa medir el 
ompor-

tamiento esperado bajo el supuesto de texto promedio. Tratándose de una evalua
ión

prá
ti
a, esto lo haremos 
omo sigue:

Para estimar el valor esperado de una medi
ión aso
iada a la eje
u
ión de un algo-

ritmo probabilista(por ejemplo el tiempo), 
ada eje
u
ión del algoritmo se repetirá

50 ve
es y se tomará el promedio de las medi
iones aso
iadas.

El sentido de texto promedio que utilizaremos es el de �texto representativo para algu-

na apli
a
ión�. Los textos del repositorio son, en ese sentido, una muestra ade
uada,

ya que 
ontienen 
on
atena
iones de mu
has muestras representativas.

Además, para evitar la ele

ión de patrones ventajosos, se repetirá la búsqueda sobre

varios patrones. Ante la falta de un 
onjunto de patrones razonables para búsqueda, se
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eligieron varios patrones presentes en forma exa
ta en el texto y varios patrones generados

aleatoriamente (tipo Bernoulli uniforme, utilizando el alfabeto del texto 
omo alfabeto de

muestreo) para 
ada medi
ión realizada. El número de patrones será el su�
iente 
omo

para que las medi
iones promedio sean razonablemente �suaves�.

Luego, siA es un algoritmo para búsqueda aproximada (en 
ualquiera de sus versiones)

y params representa una 
on�gura
ión de sus parámetros, los valores que mediremos son:

T
text

(A,m, p, params): tiempo promedio de búsqueda de p patrones de tamaño m
elegidos al azar 
omo subpalabras del texto. Cada búsqueda de un patrón se repite

50 ve
es.

T
rnd

(A,m, p, params): tiempo promedio de búsqueda de p patrones de tamaño m
elegidos al azar 
omo palabras de largo m. Cada búsqueda de un patrón se repite 50

ve
es.

Acc
text

(A, p,m, params): fra

ión promedio de las o
urren
ias reportadas al realizar

búsqueda de p patrones de tamaño m elegidos al azar 
omo subpalabras del texto.

Cada búsqueda de un patrón se repite 50 ve
es. Esta medi
ión sólo tiene sentido para

los algoritmos propuestos, no para sus versiones originales.

Acc
rnd

(A,m, p, params): fra

ión promedio de las o
urren
ias reportadas al realizar

búsqueda de p patrones de tamaño m elegidos al azar 
omo palabras de largo m. Cada

búsqueda de un patrón se repite 50 ve
es. Esta medi
ión sólo tiene sentido para

los algoritmos propuestos, no para sus versiones originales. Si no hay o
urren
ias,

enton
es este valor no está de�nido.

Utilizamos patrones de tamaños m = 50 y m = 100 para la búsqueda. Además, �jamos

p = 50. Las siguientes fueron las 
on�gura
iones utilizadas en 
ada algoritmo:

1. Q: �jamos q = 4 
omo tamaño de los q-gramas. Normalmente, q = 4 ó q = 5 se

utilizan en la prá
ti
a.

2. Q-PE: �jamos q = 4. El número de q-gramas muestreados por ventana varía desde

c = 2 hasta c = 5 para m = 50 y desde c = 2 hasta c = 9 para m = 100. Utiliza-
mos F = 0.7. Este último parámetro fue determinado a partir de una explora
ión

preliminar.

3. CM: el úni
o parámetro 
on�gurable es el tamaño de los l-gramas. Fijamos l = 4.
Normalmente, l = 4 ó l = 5 se utilizan en la prá
ti
a.

4. CM-PE: �jamos l = 4. El número de l-gramas muestreados por ventana varía desde

c = 2 hasta c = 5 para m = 50 y desde c = 2 hasta c = 10 para m = 100. Utilizamos

ǫ = 0.2 y F = 0.3. Estos últimos parámetros fueron determinados a partir de una

explora
ión preliminar, donde se evaluaron otros valores de ǫ y F .
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7.4. Evalua
ión del algoritmo de q-gramas

En el 
aso del algoritmo de q-gramas, tanto Q 
omo Q-PE son e�
ientes para el rango

de valores utilizados (es de
ir, no produ
en mu
has veri�
a
iones). La úni
a ex
ep
ión es

el 
aso de 
adenas de ADN, donde sólo para m = 50 y k = 5 el algoritmo resulta e�
iente.

Esto se debe a la toleran
ia del �ltro de q-gramas.

Cuando 
onsideramos patrones aleatorios, en todos los experimentos realizados el

patrón no apare
e en el texto. Por ello, en este 
aso sólo tiene sentido medir el tiempo de

eje
u
ión.

7.4.1. Dependen
ia sobre los parámetros

Tanto el tiempo de eje
u
ión 
omo las o
urren
ias no reportadas 
ambian drásti
a-

mente en fun
ión del parámetro F . Para dar una idea de esto, la Tabla 7.3 muestra que

su
ede 
on el tiempo de eje
u
ión y la pérdida de o
urren
ias 
uando �jamos c = 2, m = 50.
Para las 
ole

iones MIDI e inglés �jamos k = 8 y para la 
ole

ión ADN �jamos k = 5.

Trnd/Ttext Trnd/Ttext Trnd/Ttext Acc Acc
Q-PE Q-PE Q Q-PE Q-PE

F = 0.3 F = 0.7 F = 0.3 F = 0.7

ADN 41.6/46 7.1/7.3 26.5/28 100% 94.6%
Inglés 5.4/6.7 2.4/2.6 49.8/45 100% 99.4%
MIDI 2.4/2.6 2.5/2.3 63.4/68.4 100% 99.8%

Tabla 7.3: Dependen
ia en F . El úni
o valor de Acc reportado 
orresponde al de patrones
no aleatorios. El tiempo está medido en segundos.

La dependen
ia sigue siendo de la misma naturaleza para otros valores de m y k. En
todo lo que sigue, �jaremos F = 0.7. Este valor es óptimo en en el sentido de tiempo de

eje
u
ión para todas las 
ole

iones. Moviendo el parámetro c podemos 
ambiar la pérdida

de 
al
es.

En general, la diferen
ia de tiempo de eje
u
ión del algoritmo no varía más allá de

un 20% si se 
onsidera texto aleatorio o no. La Tabla 7.3 muestra lo que su
ede 
on el

tiempo de eje
u
ión y la pérdida de 
al
es para patrones aleatorios y no aleatorios, 
uando

F = 0.7.

El tiempo del algoritmo 
re
e a medida que aumenta c. En 
uanto a la pérdida de

o
urren
ias, ésta tiende a disminuir a medida que aumenta c. La tabla 7.4 muestra lo que

su
ede 
on el tiempo de eje
u
ión y la pérdida de o
urren
ias 
uando �jamos F = 0.7,
m = 50 y movemos c. Para las 
ole

iones MIDI e inglés �jamos k = 8 y para la 
ole

ión

ADN �jamos k = 5.
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Ttext Ttext Ttext Acc Acc Acc
ADN Inglés MIDI ADN Inglés MIDI

c = 2 7.3 3.5 2.3 95.5% 99.5% 99.9%
c = 3 9.2 4.1 4 97% 100% 100%
c = 4 10 4.9 4.7 100% 100% 100%

Tabla 7.4: Dependen
ia en c. El tiempo está medido en segundos.

7.4.2. Resultados

Para el algoritmo Q-PE, la �gura 7.1 muestra la rela
ión existente entre tiempo de

eje
u
ión y pérdida de o
urren
ias para diversas 
ombina
iones de k y m, 
uando se utilizan

patrones no aleatorios. También se muestran los tiempos de eje
u
ión del algoritmo Q.

En general, se observa que para los tamaños de patrones m y errores k utilizados, el

algoritmo pierde ninguna o muy po
as o
urren
ias.

Uno de los resultados más interesantes es que un valor pequeño de c produ
e muy

buenos resultados en general. Ya 
on c = 2, y F = 0.7 se obtiene una pérdida de 
al
es

inferior al 1% en el 
aso de texto en inglés y ar
hivos MIDI.

Otro resultado interesante es que el tiempo de eje
u
ión no varía drásti
amente si se


onsidera el 
aso de patrones aleatorios. Las diferen
ias son menores al 20% en todos los


asos. Además, desde el punto de vista de la pérdida de 
al
es, estos patrones no presentan

interés, ya que en todos los 
asos 
onsiderados un patrón aleatorio no registra apari
iones

aproximadas.

Finalmente, el tiempo de eje
u
ión de Q-PE se redu
e signi�
ativamente 
on respe
to

al tiempo de eje
u
ión de Q, lo 
ual es provo
ado por el menor número de veri�
a
iones

realizadas.

7.5. Evalua
ión del algoritmo Chang y Marr

En el 
aso del algoritmo de Chang y Marr, tanto CM 
omo CM-PE son e�
ientes

para el rango de valores utilizados.

Cuando 
onsideramos patrones aleatorios, en todos los 
asos el patrón no apare
e en

el texto. Por ello, en este 
aso sólo tiene sentido medir el tiempo de eje
u
ión.

7.5.1. Dependen
ia sobre los parámetros

Tanto el tiempo de eje
u
ión 
omo las o
urren
ias no reportadas 
ambian signi�
ati-

vamente en en fun
ión del parámetro F . En este 
aso se produ
e un fenómeno muy similar

al 
aso de q-gramas. En todo lo que sigue, �jaremos F = 0.7. Este valor es óptimo en

en el sentido de tiempo de eje
u
ión para todas las 
ole

iones. Moviendo el parámetro c
podemos 
ambiar la pérdida de 
al
es.
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Figura 7.1: Tiempo de eje
u
ión requerido por el algoritmo Q-PE para lograr un nivel

de pérdida de o
urren
ias (error) dado. También se indi
a el tiempo de eje
u
ión del

algoritmo Q.
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En 
uanto a la dependen
ia en el parámetro ǫ, dado que �jamos l = 4, no hay mu
has

formas de elegir ǫ. Además, si ǫ > 0.4 el algoritmo CM-PE toma un tiempo muy superior

a CM. Por ello, tomamos ǫ = 0.2, que es el úni
o valor que entrega resultados interesantes.

El tiempo del algoritmo tiene un 
omportamiento 
re
iente al variar c. En general, la

diferen
ia de tiempo de eje
u
ión del algoritmo no varía más allá de un 20% si se 
onsidera

texto aleatorio o no. En 
uanto a la pérdida de o
urren
ias (o error), éste tiende a disminuir

a medida que aumenta c.

7.5.2. Resultados

Para el algoritmo CM-PE, la Figura 7.2 muestra la rela
ión existente entre tiempo

de eje
u
ión y pérdida de o
urren
ias para diversas 
ombina
iones de k y m, 
uando se

utilizan patrones no aleatorios. También se muestran los tiempos de eje
u
ión del algoritmo

CM.

Este algoritmo no resulta tan e�
iente 
omo Q-PE. Además del he
ho que la proba-

bilidad de perder 
al
es es mu
ho más alta (in
luso para valores grandes de c, su tiempo

de eje
u
ión y probabilidad de perder o
urren
ias es mu
ho menos prede
ible. Una ventaja

de este algoritmo es que es tolerante a todos los parámetros de m y k utilizados.

Otro resultado interesante es que el tiempo de eje
u
ión no varía drásti
amente si se


onsidera el 
aso de patrones aleatorios. Las diferen
ias son menores al 20% en todos los


asos. Además, desde el punto de vista de la pérdida de 
al
es, estos patrones no presentan

interés, ya que en todos los 
asos 
onsiderados un patrón aleatorio no registra apari
iones

aproximadas.
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Figura 7.2: Tiempo de eje
u
ión requerido por el algoritmo CM-PE para lograr un

nivel de pérdida de o
urren
ias (error) dado. También se indi
a el tiempo de eje
u
ión

del algoritmo CM.



Capítulo 8

Trabajo futuro

En este 
apítulo resumimos algunas ideas que 
reemos podrían resultar interesantes


omo tema de estudio. Algunas de ellas fueron estudiadas brevemente durante este trabajo;

otras, simplemente quedaron 
omo interrogantes.

8.1. Complejidad del problema

Un aspe
to importante a
er
a de 
ualquier problema algorítmi
o es el estudio de

su 
omplejidad. En el 
aso de búsqueda aproximada, la medida usual de 
omplejidad es

la denominada 
omplejidad promedio, entendida 
omo el mínimo tiempo promedio de

eje
u
ión de un algoritmo determinista que resuelve el problema de búsqueda aproximada.

Esen
ialmente, la té
ni
a para demostrar 
otas inferiores en la 
omplejidad promedio

del problema de búsqueda aproximada en texto y mu
has de sus variantes se basa dire
-

tamente en los resultados de Yao para búsqueda exa
ta. En [Yao77℄ se demuestra que la


omplejidad promedio de la búsqueda exa
ta de un patrón aleatorio de largo m sobre un

texto aleatorio de largo n asintóti
amente 
oin
ide 
on la 
omplejidad promedio de 
on-

sulta, es de
ir, 
on la mínima 
antidad de 
ara
teres del texto que son 
onsultados para

entregar la respuesta, que es O(n log m/m). La demostra
ión de este teorema es muy té
-

ni
a, sin embargo, un argumento muy simple basado en este resultado permite determinar

la 
omplejidad de 
onsulta del problema de búsqueda aproximada [CM94℄ y del problema

de búsqueda aproximada múltiple [FN04℄. En ambos 
asos se veri�
a que la 
omplejidad

de 
onsulta 
oin
ide 
on la 
omplejidad temporal.

La 
omplejidad promedio del problema de búsqueda aproximada permitiendo errores

no puede tratarse dire
tamente bajo el esquema des
rito en el párrafo anterior. Una razón

es el he
ho que los algoritmos en este 
ontexto son probabilistas, por lo que es ne
esario

de�nir una no
ión de 
omplejidad promedio esperada. Además, una no
ión de 
omplejidad

para este problema ne
esariamente debe in
luir el he
ho que la probabilidad de perder


al
es está a
otada.

Para subsanar estas di�
ultades, pero preservando las ideas utilizadas en otros tra-

bajos rela
ionados, proponemos utilizar una medida de 
omplejidad basada en el número
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de 
ara
teres del texto que son 
onsultados por los algoritmos. Si A es un algoritmo pro-

babilista para búsqueda aproximada permitiendo errores denotamos por NA(n,m, k) el

promedio, sobre todos los textos de tamaño n y todos los patrones de tamaño m, del

número esperado de 
ara
teres revisados del texto al realizar una búsqueda aproximada

de distan
ia k. Además, denotamos por EA(n,m, k) a la máxima probabilidad de perder

un 
al
e, sobre todas las búsquedas posibles. Finalmente, de�nimos C(n,m, k, ǫ) 
omo el

mínimo de NA(n,m, k) sobre todos los algoritmos A tal que EA(n,m, k) ≤ ǫ.

En nuestro modelo, el tiempo promedio esperado de 
ualquier algoritmo de búsqueda

aproximada permitiendo errores, 
on una probabilidad de perder un 
al
e no superior a ǫ
es al menos C(n,m, k, ǫ). Además, por los resultados vistos en este trabajo, C(n,m, k, p) =
O(n log m/m) para un gran espe
tro de valores de p, en parti
ular para p 
onstante.

Algunos resultados útiles en demostra
iones de 
omplejidad para problemas de bús-

queda en texto se veri�
an para la de�ni
ión de 
omplejidad introdu
ida, por ejemplo, que

podemos redu
irnos al 
aso en que el texto es de tamaño 2m.

1

Lema 8.1.1. C(n,m, k, ǫ) ≥ n
2mC(2m,m, k, ǫ).

Demostra
ión. Consideremos el problema más sen
illo de en
ontrar sólo las o
urren
ias

in
luidas 
ompletamente en las ventanas T1..2m, T2m+1..4m, T4m+1..6m, . . . . Dado que el

modelo de texto aleatorio es Bernoulli uniforme, la 
onsulta de un 
ará
ter in
luida en una

ventana sólo aporta informa
ión para en
ontrar las o
urren
ias en di
ha ventana. Luego,

sin perder generalidad podemos asumir que un algoritmo para este problema realiza un

trabajo independiente por ventana. Su 
osto por lo tanto es al menos

n
2mC(2m,m, k, ǫ).

También podemos rela
ionar la 
omplejidad de la búsqueda aproximada permitiendo

errores 
on la 
omplejidad de la búsqueda exa
ta permitiendo errores:

Lema 8.1.2. Existe cσ dependiendo úni
amente de σ tal que para todo k < cσm, s = O(m)

C(2m,m, k, ǫ) ≥
1

s
C(2m,m, 0, ǫs)


uando m es su�
ientemente grande.

Demostra
ión. Sea A un algoritmo para búsqueda aproximada permitiendo errores. De�-

namos el siguiente algoritmo A′
, que bus
a o
urren
ias exa
tas del patrón en el texto.

pro
 A′(T, P, n,m)
S = ∅

for i = 1 to s
Eje
utar A(T, P, n,m, k). Agregar a S las o
urren
ias reportadas

end

Veri�
ar 
ada posi
ión en S, reportando aquellas que 
orrespondan a k = 0.
end

1

Resultados similares en problemas de búsqueda en texto se en
uentran, por ejemplo, en [Yao77℄.
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Es 
laro que EA′(n,m, 0) ≤ EA(n,m, k)s
. Estudiemos NA′(2m,m, 0). Para ello, 
onside-

remos separadamente las dos partes prin
ipales del algoritmo A′
, espe
í�
amente, el 
i
lo

de llamadas al algoritmo A y las veri�
a
iones de los elementos en S:

Es 
laro que el número de 
ara
teres promedio esperado que son revisados al realizar

las s llamadas al algoritmo A es sNA(2m,m, k).

En [Nav01℄ se demuestra que para k ≤ cσm, 
on cσ = 1 − e/σ, la probabilidad

que una posi
ión de texto sea término de una o
urren
ia de
re
e exponen
ialmente


on m. Luego, para n = 2m, el número promedio esperado de elementos de S es

exponen
ialmente de
re
iente en m, y por lo tanto el número de 
ara
teres promedio

revisados en las veri�
a
iones es o(1).

De lo anterior se 
on
luye que NA′(2m,m, 0) = sNA(2m,m, k) + o(1), y por lo tan-

to sC(2m,m, k, ǫ) ≥ C(2m,m, 0, ǫs) para todo m su�
ientemente grande. De aquí sigue

dire
tamente el resultado.

Mu
has demostra
iones a
er
a de 
otas inferiores para algoritmos probabilistas utili-

zan el método de Yao. Esta té
ni
a permite hallar 
otas inferiores para algoritmos proba-

bilistas a partir de 
otas inferiores para algoritmos deterministas. En nuestro 
aso, el uso

de esta té
ni
a da origen a un problema que podría ser interesante.

Nos limitaremos a estudiar el 
aso k = 0 y n = 2m. La idea de la redu

ión de Yao

es que todo algoritmo probabilista que entrega un sub
onjunto de 
al
es válidos se puede

ver 
omo una distribu
ión sobre algoritmos deterministas que entregan un sub
onjunto de


al
es. Ello pues, si �jamos la parte aleatoria (es de
ir, los valores de sus lanzamientos de

moneda) se obtiene un algoritmo determinista que entrega un sub
onjunto de 
al
es.

Nuevamente introdu
iremos algunas de�ni
iones. Para P un patrón �jo de largo m,

de�namos AP = {A1,A2, . . . ,Ad} 
omo el 
onjunto de todos los algoritmos deterministas

tales que en 
ada texto de largo 2m entregan un sub
onjunto de {1, 2, . . . , 2m} en el

que 
ada uno de sus elementos es posi
ión de término de un 
al
e exa
to. Sea además

{T1, T2, . . . , Tt}, 
on t = σ2m
, el 
onjunto de todos los textos de largo 2m.

Observa
ión. El 
onjunto AP
se puede asumir �nito si 
onsideramos algoritmos 
uyo tiem-

po de eje
u
ión de peor 
aso es a lo más 2t
. Esto no afe
ta el argumento.

De�namos T (Ai, Tj) 
omo el tiempo del algoritmo Ai en el texto Tj , N(Ai, Tj) 
omo

el número de o
urren
ias de P en Tj no reportadas por Ai y occ 
omo el número total de

o
urren
ias del patrón en todos los textos de largo 2m.

Finalmente, de�namos también

E(Ai, Tj) =
N(Ai, Tj)t

occ

y

F (Ai, Tj) = T (Ai, Tj) + E(Ai, Tj) log m.
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Sea D una distribu
ión de probabilidad sobre los algoritmos deterministas en AP
. Esta

distribu
ión genera un algoritmo probabilista para el problema de búsqueda aproximada

permitiendo errores (
on un patrón �jo), que por 
omodidad seguiremos llamando D.

Enton
es Avgj EAi∼DT (Ai, Tj) es el tiempo promedio esperado del algoritmo probabilista

D y Avgj EAi∼DE(Ai, Tj) es el valor esperado de

∑

j N(Ai, Tj)/occ, el 
ual 
orresponde
a la fra

ión esperada de los 
al
es no reportados por el algoritmo probabilista D 
uando

se realiza una búsqueda sobre 
ada texto de largo 2m. Enton
es se tiene el siguiente lema,


uya demostra
ión es dire
ta.

Lema 8.1.3. Supongamos que existe a > 0 tal que para todo i ∈ {1, . . . , d} y todo m
su�
ientemente grande se 
umple Avgj F (Ai, Tj) ≥ a log m. Enton
es, para todo p ≤ a/2
y para toda distribu
ión de probabilidad D sobre {A1, . . . ,Ad}:

Avg
j
EAi∼DE(Ai, Tj) ≤ p ⇒ Avg

j
EAi∼DT (Ai, Tj) ≥

a

2
log m.

Ahora supongamos 
ierta la hipótesis del Lema 8.1.3. Sea D un algoritmo probabilista


uya probabilidad de perder un 
al
e es a lo más p ≤ a/2. Enton
es, la fra

ión esperada

de 
al
es no reportados (y en 
onse
uen
ia su promedio sobre todos los textos) es a lo

más p. Luego, Avgj EAi∼DE(Ai, Tj) ≤ p. Apli
ando el lema se 
on
luye que el tiempo

esperado es Ω(log m), lo que resultaría ser una 
ota inferior en el número de 
ara
teres


onsultados para un algoritmo que resuelve el problema de búsqueda 
on errores 
on k = 0
y probabilidad de perder 
al
es a lo más p ≤ a/2.

Finalmente, es dire
to ver que la hipótesis del Lema 8.1.3

∀i ∈ {1, . . . , d} : Avg
j

F (Ai, Tj) ≥ a log m

es equivalente a demostrar que todo algoritmo determinista A que reporta una fra

ión

al menos s de la totalidad de o
urren
ias (es de
ir, sumando las o
urren
ias para 
ada

patrón) debe tener una 
omplejidad temporal al menos (a − (1 − s)) log m. En efe
to, la

hipótesis es equivalente a demostrar que para todo algoritmo determinista A

Avg
j

T (A, Tj) ≥ a log m − Avg
j

E(A, Tj),

donde el lado izquierdo no es más que el tiempo promedio del algoritmo A y

Avg
j

E(A, Tj) =
∑

j

N(Ai, Tj)

occ

es la fra

ión de la totalidad de las o
urren
ias que no son reportadas.

Si la hipótesis del Lema 8.1.3 es 
ierta, enton
es se redu
iría la demostra
ión de una


ota inferior para algoritmos (probabilistas) de búsqueda 
on errores a una 
ota inferior

para algoritmos de búsqueda deterministas que entregan sólo un sub
onjunto de o
urren-


ias.
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8.2. Otra posible perspe
tiva

En este trabajo hemos planteado la búsqueda aproximada permitiendo errores esen-


ialmente 
omo el sa
ri�
io de pre
isión en fun
ión del tiempo. Sin embargo, el 
ará
ter

sublineal de los algoritmos propuestos nos permiten ver esto de una manera alternativa,

que es, entregar una respuesta aproximada al problema de búsqueda dado que tenemos una


apa
idad limitada de explorar la entrada. Esto tiene rela
ión 
on el 
on
epto de testeo

de propiedades [GGR98℄, donde se estudia lo que es posible de
ir 
uando sólo se puede


onsultar una pequeña fra

ión de la entrada.

El problema que dio origen a esta área es el de fun
iones no explí
itas. Supongamos

que se dispone de un programa que entrega los valores de una fun
ión ante 
ualquiera de

sus entradas. El problema 
onsiste en determinar propiedades de esta fun
ión que pueden

determinarse sólo a través de 
onsultas al programa. En parti
ular, Rubinfeld y Sudan

[RS96℄ estudiaron el test de polinomialidad de una fun
ión de varias variables sobre un


uerpo �nito.

En testeo de propiedades, el des
ono
imiento de la entrada 
ompleta se 
ompensa nor-

malmente 
on aleatoriedad: los algoritmos que se generan 
onsultan posi
iones aleatorias

de la entrada. Si bien la de�ni
ión del problema de testeo de propiedades no la revisaremos

aquí, sí señalamos que una de sus limita
iones es que sólo estudia problemas de de
isión.

En parti
ular, el problema de búsqueda aproximada no 
ae dire
tamente en este esquema.

Sería interesante plantear una extensión de este 
on
epto a problemas más generales y

estudiar problemas 
omo el de búsqueda aproximada de a
uerdo a esta extensión.

8.3. Aspe
tos prá
ti
os

Los experimentos realizados en este trabajo muestran resultados interesantes respe
to

al tiempo de eje
u
ión y la pérdida de o
urren
ias de dos de los algoritmos propuestos.

Sin embargo, los resultados no nos permiten 
on
luir, por ejemplo, qué valores debemos

asignar a los parámetros de 
ada algoritmo 
uando se toma un patrón de largo m, un

error k y un alfabeto de tamaño σ. Dado que la probabilidad de perder 
al
es depende

del tipo de texto usado en la apli
a
ión, un estimador de los parámetros podría obtenerse

probando el algoritmo 
on diversos parámetros sobre textos y patrones representativos de

la apli
a
ión.

2

La probabilidad de perder 
al
es puede aproximarse 
omo el promedio de

la fra

ión de 
al
es reportados en 
ada búsqueda.

Otro aspe
to no estudiado dire
tamente es la toleran
ia de los �ltros modi�
ados, es

de
ir, para qué valores de k el �ltro utilizado es efe
tivo para des
artar posi
iones del texto.

Desde el punto de vista teóri
o, en este trabajo se muestra que las 
otas 
ono
idas para la

toleran
ia de 
ada �ltro se extienden a los algoritmos estudiados, pero desde el punto de

vista prá
ti
o, no es 
laro si la toleran
ia experimental 
oin
ide.

Finalmente, los algoritmos implementados en este trabajo 
are
en, inten
ionalmente,

de optimiza
iones. Una apli
a
ión prá
ti
a no sólo debe in
luir una programa
ión 
uida-

2

Los textos no tienen que ser ne
esariamente tan grandes 
omo en la apli
a
ión real.
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dosa, sino también un diseño ade
uado de partes de los algoritmos que, por simpli
idad,

no fueron detallados en este trabajo.



Capítulo 9

Con
lusiones

En este trabajo se estudió el problema de búsqueda aproximada en un 
ontexto de

re
ursos muy limitados, 
on la motiva
ión prá
ti
a de en
ontrar algoritmos e�
ientes para

el problema y la motiva
ión teóri
a de avanzar en la 
omprensión de lo que es posible ha
er

en este problema 
uando limitamos el uso de re
ursos 
omputa
ionales.

Nuestro trabajo propone un nuevo mar
o para resolver el problema de búsqueda

aproximada, que denominamos �búsqueda aproximada permitiendo errores�. En este es-

quema, la salida de 
ualquier algoritmo de búsqueda debe entregar sólo un sub
onjunto

de las o
urren
ias, pero 
on la garantía de que la probabilidad del algoritmo de reportar


ada o
urren
ia sea mayor que algún valor a pre
isar.

Esta relaja
ión admite poten
iales apli
a
iones y permite en
ontrar algoritmos mu
hos

más e�
ientes que los tradi
ionales. A nivel prá
ti
o, 
on una probabilidad de perder 
al
es

ajustada ade
uadamente, 
reemos que mu
has de las apli
a
iones que utilizan algoritmos

tradi
ionales de búsqueda podrían re
urrir a estos algoritmos: la búsqueda aproximada ya

de por sí impli
a un modelo aproximado de la realidad, por lo que la adi
ión de un error

extra puede ser admisible. Además, a diferen
ia de heurísti
as y otras aproxima
iones, el

error derivado de la pérdida de 
al
es es 
ontrolable.

Para el 
aso en línea del problema de búsqueda aproximada, presentamos tres algo-

ritmos CL-PE, Q-PE y CM-PE. Todos ellos se en
uentran motivados por las ideas de

�ltros para búsqueda, algoritmos que usan una rutina rápida (�ltro) para des
artar por-


iones de texto donde no pueden existir o
urren
ias. El primero de los algorimos CL-PE,

o algoritmo de 
ara
teres lejanos, muestra la idea bási
a que luego se desarrolla múltiples

ve
es en este trabajo. Esen
ialmente, esta idea es usar muestreo aleatorio para obtener

estima
iones de valores 
al
ulados exa
tamente por los �ltros. Esto 
onlleva una redu

ión

de tiempo a 
ambio de errores produ
to del uso de estima
iones en reemplazo de valores

exa
tos. Teóri
amente, demostramos que el tiempo de eje
u
ión promedio del �ltro dismi-

nuye respe
to al tiempo del �ltro original, lo que se tradu
e a posteriori en una signi�
ativa

disminu
ión del tiempo de eje
u
ión del algoritmo 
ompleto.

Los algoritmos Q-PE y CM-PE presentan un mayor interés desde el punto de vista

teóri
o y prá
ti
o que CL-PE. Ambos se basan en ideas que han dado origen a algoritmos
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muy e�
ientes para búsqueda aproximada. Comparando 
on algoritmos similares para bús-

queda aproximada, nuestros algoritmos exhiben una 
onsiderable disminu
ión del tiempo

de eje
u
ión (teóri
o) espe
ialmente 
uando k es grande. Por ejemplo, CM-PE tiene un

tiempo promedio de eje
u
ión O(n logσ m/m) 
on una probabilidad de perder un 
al
e

de O(k/m). En 
ontraparte, el algoritmo de búsqueda aproximada más similar tiene un

tiempo de eje
u
ión promedio O(n(k + logσ m)/m), que además es la 
omplejidad pro-

medio del problema de búsqueda aproximada. Desde el punto de vista prá
ti
o, nuestros

experimentos 
orroboran lo obtenido teóri
amente, en el sentido de que la redu

ión de

tiempo de eje
u
ión es signi�
ativa 
on muy po
as pérdidas de o
urren
ias.

También extendimos las ideas vistas a otros problemas de búsqueda aproximada en

texto. Formalizamos la no
ión de búsqueda aproximada permitiendo errores al 
aso de

múltiples patrones. Aquí, utilizando las mismas ideas exhibidas en Q-PE y CM-PE ob-

tenemos algoritmos que nuevamente exhiben una signi�
ativa disminu
ión del tiempo de

eje
u
ión (teóri
o) respe
to a algoritmos similares, y menores que la 
omplejidad temporal

promedio de este problema.

Finalmente, presentamos algoritmos para el 
aso de texto indexado. Aquí, el espa-


io utilizado por el índi
e juega un rol fundamental, por lo que las dire
tri
es seguidas

para desarrollar los algoritmos ne
esariamente tienen que 
onsiderar este fa
tor. Nuestra

propuesta aquí fue modi�
ar algoritmos para búsqueda aproximada de modo de a
elerar

las búsquedas a 
ambio de pérdidas de o
urren
ias, pero 
on la restri

ión adi
ional de


onservar el tamaño del índi
e.



Apéndi
e A

Una demostra
ión 
omplementaria

En este apéndi
e se demuestra un resultado que se utilizó en las Se

iones 4.5 y 5.2.2.

Este resultado es una extensión dire
ta de un teorema demostrado en [CM94℄.

A.1. Enun
iado y demostra
ión de la proposi
ión

Teorema A.1.1. Sea P una palabra de largo m y u > 0. Enton
es existen 
onstantes

α > 0 y ǫ > 0 tales que:

PS↼Σl (asm(S,P ) ≤ ǫl) ≤ m−u,


on l = α logσ m.

Demostra
ión. (Sólo el 
aso σ > 8)

Ses S un l-grama tal que asm(S,P ) ≤ ǫl, enton
es existe alguna subpalabra W de P tal

que d(S,W ) ≤ ǫl. Consideremos una se
uen
ia de a lo más ǫl opera
iones que transforma

S en W . Es 
laro que los 
ara
teres de S no borrados o sustituidos por estas opera
iones

apare
erán en W en las mismas posi
iones relativas. Por lo tanto, S y W 
omparten una

subse
uen
ia de tamaño l− ǫl. El mismo argumento demuestra que S y W 
omparten una

subse
uen
ia de tamaño l′ − ǫl, donde l′ es el largo de W . Luego, existe un l-grama de P
que 
omparte 
on S una subse
uen
ia de largo l−ǫl. En efe
to, si l′ < l, basta 
on extender

W . Si por el 
ontrario l′ > l, enton
es S y W 
omparten una subse
uen
ia de tamaño l′−ǫl
por lo que S y W1..l 
omparten una subse
uen
ia de tamaño l′ − ǫl − (l′ − l) = l − ǫl. De
aquí se dedu
e que

PS↼Σl (asm(S,P ) ≤ ǫl) ≤

m−l+1
∑

i=1

PS↼Σl (l
s(S,Pi..i+l−1) ≥ l − ǫl) ,

donde l
s(A,B) denota la subse
uen
ia 
omún más larga entre A y B. Es fá
il demostrar

que

PS↼Σl (l
s(S,Pi..i+l−1) ≥ l − ǫl) ≤

(

l

l − ǫl

)2

σ−(l−ǫl)
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y, usando la desigualdad

(n
k

)

< (ne/k)k se obtiene que

PS↼Σl (asm(S,P ) ≤ ǫl) ≤ m

(

σ(1 − ǫ)2

e2

)−(l−ǫl)

.

Finalmente, para σ > e2
, podemos �jar 0 < ǫ < 1 y 0 < v < 1 tal que

σv ≡
σ(1 − ǫ)2

e2
> 1

y por lo tanto

PS↼Σl (asm(S,P ) ≤ ǫl) ≤ mσ−vl(1−ǫ).

Eligiendo α de manera de que esta probabilidad sea menor o igual que m−u
se 
on
luye el

resultado.



Apéndi
e B

Código fuente

B.1. Algoritmos Q y Q-PE

#in
lude " s t d a f x . h "

#in
lude " u t i l s . h "

typedef map<st r ing , int> Wordmap ;

/∗ Algoritmo Q

filename = nombre del ar
hivo que 
ontiene e l texto

pattern = patron

k = error permitido

q = tamano q−gramas

∗/

int Q(
har∗ f i l ename , 
har∗ pattern , int k , int q )

{


har 
hara
 t e r ;

int f i l e s i z e ;

//
arga ar
hivo de texto en memoria


har∗ bu f f e r = l o adF i l e ( f i l ename , f i l e s i z e ) ;

s t r i n g text ( bu f f e r ) ; // texto

s t r i n g pat ( pattern ) ; //patron

int m = pat . l ength ( ) ;

int outputCount ; //numero de o
urren
ias entregadas por e l algoritmo

int numChar ; //numero de 
ara
teres

long last_qgram ; // id del ultimo qgrama le ido

long f i r s t_qgram ; // id del primer qgrama le ido en la ventana de largo n

/∗ genera
ion de id ' s de q−gramas

Cada q−grama Q es v i s to 
omo un numero entero en base Sigma

Q=Q1Q2. .Qq es 
onvertido en e l numero idChar(Q1) idChar(Q2) . . idChar(Qq)

∗/

ve
tor<int> id ; // id de 
ada q−grama

numChar = idChar ( text , pat , id ) ; //
ada 
ara
ter t iene un id aso
iado


har∗ prog = " m y e r s " ;


har∗ kStr = (
har ∗) mal lo
 ( 10 ) ;

int numIter=1;

for ( int 
ont = 0 ; 
ont < numIter ; 
ont++)

{

s e t <int> output ;

//informa
ion a
er
a de los qgramas alma
enados

map<long , int> nTotalq_grams , nUsedq_grams , nNotUsedq_grams ;

// in i
 i a l i z a 
 ion : 
rea
ion del hash de q−gramas .

for ( int i = 0 ; i <= m−q ; i++)

{

nTotalq_grams [ id_qgrams ( pat . subs t r ( i , q ) , id , numChar , q ) ℄++;

}

// le
tura de qgramas .

int 
ount = 0 ;

for ( int s = 0 ; s <= f i l e s i z e − q + 1 ; s++)

{
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i f ( s >= m−k )

{

i f ( s == m−k )

{

last_qgram = id_qgrams ( t ex t . subs t r (0 , q ) , id , numChar , q ) ;

}

else

{

last_qgram = stepFun
2 ( last_qgram , id [ t ex t [ s−(m−k)+q−1 ℄ ℄ , q , numChar ) ;

}

i f ( nUsedq_grams [ last_qgram ℄ > 0 )

{

i f ( nNotUsedq_grams [ last_qgram ℄ > 0)

{

nNotUsedq_grams [ last_qgram ℄−−;

}

else

{

nUsedq_grams [ last_qgram ℄−−;


ount−−;

}

}

}

i f ( s == 0 )

{

f i r st_qgram = id_qgrams ( t ex t . subs t r ( s , q ) , id , numChar , q ) ;

}

else

{

f i r st_qgram=stepFun
2( f i r st_qgram , id [ t ex t [ s+q−1℄ ℄ , q , numChar ) ;

}

i f ( nUsedq_grams [ f i r st_qgram ℄ < nTotalq_grams [ f i r st_qgram ℄ )

{

nUsedq_grams [ f i r st_qgram ℄++;


ount++;

}

else i f ( nTotalq_grams [ f i r st_qgram ℄ > 0)

{

nNotUsedq_grams [ f i r st_qgram ℄++;

}

i f ( 
ount >= m − k − k∗q −q +1)

{

//eje
u
ion del algoritmo ver i f i 
ador en la ventana .

s t r i n g s t r ;

s p r i n t f ( kStr , " %d " , k ) ;

s t r = text . subs t r ( max( s + q − m − k , 0 ) , m + 2∗k ) ;


har∗ text2 = strdup ( s t r . 
_str ( ) ) ;


har∗ argvs [ 4 ℄ ;

argvs [ 0 ℄ = prog ; argvs [ 1 ℄ = strdup ( pattern ) ; argvs [ 2 ℄ = kStr ; argvs [ 3 ℄ = text2 ;

myer sVer i f i e r ( 4 , argvs , output ,max( s + q − m − k , 0 ) ) ;

f r e e ( text2 ) ;

}

}

//entrega sa l ida

s e t < int > : : i t e r a t o r s ;

outputCount = 0 ;

for ( s = output . begin ( ) ; s != output . end ( ) ; s++)

{

outputCount++;

}

}

p r i n t f ( " Q G r a m a s N u m O 
 
 = % d ; " , outputCount ) ;

return outputCount ;

}

/∗ Algoritmo Q−PE.

filename = nombre del ar
hivo que 
ontiene e l texto

pattern = patron

k = error permitido

F = 
onstante aso
iada al algoritmo


 = 
onstante aso
iada al algoritmo

q = tamano q−gramas

numIter = numero de itera
iones que se eje
uta e l algoritmo

realOutput = t o t a l de o
urren
ias ( se u t i l i z a para determinar)

∗/

void Q−PE(
har∗ f i l ename , 
har∗ pattern , int k , double F,

int 
 , int q , int numIter , int realOutput )

{

srand ( time (NULL) ) ;

int f i l e s i z e ;

//
arga ar
hivo de texto en memoria


har∗ bu f f e r = l o adF i l e ( f i l ename , f i l e s i z e ) ;

s t r i n g text ( bu f f e r ) ; // texto

s t r i n g pat ( pattern ) ; //patron
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int m = pat . l ength ( ) ;

int 
ounter = 0 ;


har∗ prog = " m y e r s " ;


har∗ kStr = ( 
har∗ ) mal lo
 ( 10 ) ;

for ( int 
ont = 0 ; 
ont < numIter ; 
ont++)

{

s e t <st r ing> qgramsList ; // l i s t a de qgramas del patron

s e t <int> output ;

for ( int i = 0 ; i <= m−q ; i++)

{

qgramsList . i n s e r t ( pat . subs t r ( i , q ) ) ;

}

int in i t_blo
k_idx = 0 ; // in i
 io de la ventana

int s i z e = (m − k ) / 2 ; //tamano de la ventana

int 
ount ;

while ( in it_blo
k_idx − s i z e < f i l e s i z e − m)

{


ount = 0 ;

for ( int i = 0 ; i < 
 ; i++)

{

//Se e l i g e una posi
ion a lea tor ia de la ventana .

int index = ( rand()%( s i z e − q + 1) ) + 1 ;

i f ( qgramsList . f i nd ( t ex t . subs t r ( in it_blo
k_idx + index , q ) ) != qgramsList . end ( ) )

{


ount++;

}

}

i f ( 
ount > F ∗ 
 )

{

//eje
u
ion del algoritmo ver i f i 
ador en la ventana .

s p r i n t f ( kStr , " %d " , k ) ;

s t r i n g s t r = text . subs t r ( max( in it_blo
k_idx − ( int ) ( (m + 3∗k + 1)/2 ) , 0 ) ,

min( (3∗m + 5∗k )/2 + 1 , f i l e s i z e − 2 − ( int ) max( in it_blo
k_idx − (m+3∗k+1)/2 , 0) ) ) ;


har∗ text2 = strdup ( s t r . 
_str ( ) ) ;


har∗ argvs [ 4 ℄ ;

argvs [ 0 ℄ = prog ; argvs [ 1 ℄ = strdup ( pattern ) ; argvs [ 2 ℄ = kStr ; argvs [ 3 ℄ = text2 ;

myer sVer i f i e r ( 4 , argvs , output ,max( init_blo
k_idx−( int ) ( (m + k + 1)/2) , 0 ) ) ;

f r e e ( text2 ) ;

}

in it_blo
k_idx = init_blo
k_idx + s i z e ;

}

//entrega sa l ida

set<int >:: i t e r a t o r s ;

for ( s = output . begin ( ) ; s != output . end ( ) ; s++)

{


ounter++;

}

}

p r i n t f ( " Q g r a m s P E S u 
 
 e s s = % f % % " , ( ( 
ounter )/ ( realOutput ∗numIter + 0 . 0 ) ∗ 1 0 0 ) ) ;

}

long stepFun
2( long i , long j , int q , int numChara
ter )

{

return ( ( i %( ( int ) (pow( numChara
ter , q−1)) ) )∗numChara
ter + j ) ;

}

B.2. Algoritmos CM y CM-PE

#in
lude " s t d a f x . h "

#in
lude " u t i l s . h "

#in
lude " 
m . h "

/∗ Algoritmo CM.

filename = nombre del ar
hivo que 
ontiene e l texto

pattern = patron

k = error permitido

l = tamano l−gramas

∗/

int CM(
har∗ f i l ename , 
har∗ pattern , int k , int l )

{

int nResp ;

int f i l e s i z e ;

//
arga ar
hivo de texto en memoria


har∗ bu f f e r = l o adF i l e ( f i l ename , f i l e s i z e ) ;

s t r i n g text ( bu f f e r ) ; // texto

s t r i n g pat ( pattern ) ; //patron
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int m = pat . l ength ( ) ;

int 
ounter ; //numero de o
urren
ias

int numChar ; //numero to t a l de 
ara
teres d i s t in to s

//genera
ion id ' s de l−gramas

ve
 to r <int> id ;

ve
 to r <int> invId ;

numChar = idChar ( text , pat , id ) ;

invIdChar ( id , invId ) ;

map <s t r i n g , int> bestMat
h ; //mat
hes aproximados (asm)

//genera
ion fun
ion asm

bestMat
hes ( bestMat
h , pat , l , id , invId , numChar ) ;


har∗ prog = " m y e r s " ;


har∗ kStr = ( 
har∗ ) mal lo
 ( 10 ) ;

int numIter=1;

for ( int 
ont = 0 ; 
ont < numIter ; 
ont++)

{

set< int > output ;

//
ontando e l error a
umulado en los in terva los

int in i t_blo
k_idx = 0 ;

int s i z e = (m − k ) / 2 ;

int errorCount ;

while ( in it_blo
k_idx + s i z e < f i l e s i z e )

{

errorCount = 0 ;

int i ;

for ( i = 0 ; i < ( s i z e / l ) − 1 ; i++)

{

errorCount = errorCount + bestMat
h [ t ex t . subs t r ( in it_blo
k_idx + i ∗ l , l ) ℄ ;

i f ( errorCount > k )

{

break ;

}

}

i f ( errorCount <= k )

{

//eje
u
ion del algoritmo ver i f i 
ador en la ventana .

s p r i n t f ( kStr , " %d " , k ) ;

s t r i n g s t r = text . subs t r ( max( in it_blo
k_idx − ( int ) ( (m + 3∗k + 1)/2 ) , 0 ) ,

min( (3∗m + 5∗k )/2 + 1 , f i l e s i z e − 2 − ( int ) max( in it_blo
k_idx − (m+3∗k+1)/2 , 0) ) ) ;


har∗ text2 = strdup ( s t r . 
_str ( ) ) ;


har∗ argvs [ 4 ℄ ;

argvs [ 0 ℄ = prog ; argvs [ 1 ℄ = strdup ( pattern ) ; argvs [ 2 ℄ = kStr ; argvs [ 3 ℄ = text2 ;

myer sVer i f i e r ( 4 , argvs , output ,max( init_blo
k_idx−( int ) ( (m + k + 1)/2) , 0 ) ) ;

f r e e ( text2 ) ;

}

in it_blo
k_idx = init_blo
k_idx + s i z e ;

}

//entrega sa l ida

set<int >:: i t e r a t o r s ;


ounter = 0 ;

for ( s = output . begin ( ) ; s != output . end ( ) ; s++)

{


ounter++;

}

}

p r i n t f ( " 
 m N u m O 
 
 = % d ; " , 
ounter ) ;

return 
ounter /numIter ;

}

/∗ Algoritmo CM−PE.

filename = nombre del ar
hivo que 
ontiene e l texto

pattern = patron

k = error permitido

l = tamano l−gramas

numIter = numero de itera
iones que se eje
uta e l algoritmo

epsi lon = 
onstante aso
iada al algoritmo


 = 
onstante aso
iada al algoritmo

F = 
onstante aso
iada al algoritmo

realOutput = t o t a l de o
urren
ias ( se u t i l i z a para determinar)

∗/

int CM−PE(
har∗ f i l ename , 
har∗ pattern , int k , int l , int numIter ,

double eps i l on , int 
 , double F, int realOutput )

{

int f i l e s i z e ;

//
arga ar
hivo de texto en memoria


har∗ bu f f e r = l o adF i l e ( f i l ename , f i l e s i z e ) ;

s t r i n g text ( bu f f e r ) ; // texto

s t r i n g pat ( pattern ) ; //patron
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int m = pat . l ength ( ) ;

int 
ounter ;

int numChar ;

//genero id ' s de l−gramas y la fun
ion de avan
e

ve
tor<int> id ;

ve
tor<int> invId ;

numChar = idChar ( text , pat , id ) ;

invIdChar ( id , invId ) ;

map<st r ing , int> bestMat
h ;

//genero fun
ion asm

bestMat
hes ( bestMat
h , pat , l , id , invId , numChar ) ;


ounter = 0 ;


har∗ prog = " m y e r s " ;


har∗ kStr = ( 
har∗ ) mal lo
 ( 10 ) ;

for ( int 
ont = 0 ; 
ont < numIter ; 
ont++)

{

set<int> output ;

//
uento e l error en los l−gramas

int in i t_blo
k_idx = 0 ;

int s i z e = (m − k ) / 2 ;

int 
ount ;

while ( in it_blo
k_idx +s i z e < f i l e s i z e )

{


ount = 0 ;

int i ;

for ( i = 0 ; i < 
 ; i++)

{

//Se e l i g e una posi
ion a lea tor ia de la ventana .

int idx = rand ( ) % ( s i z e / l ) ;

i f ( bestMat
h [ t ex t . subs t r ( in it_blo
k_idx + idx∗ l , l ) ℄ <= ep s i l o n ∗ l )

{


ount++;

}

i f ( 
ount >= F ∗ 
 )

{

break ;

}

}

i f ( 
ount > F ∗ 
 )

{

//eje
u
ion del algoritmo ver i f i 
ador en la ventana .

s p r i n t f ( kStr , " %d " , k ) ;

s t r i n g s t r = text . subs t r ( max( in it_blo
k_idx − ( int ) ( (m + k + 1)/2 ) , 0 ) ,

min( (3∗(m − k ))/2 + 1 , f i l e s i z e − 2 − ( int ) max( in it_blo
k_idx − (m+k+1)/2 , 0) ) ) ;


har∗ text2 = strdup ( s t r . 
_str ( ) ) ;


har∗ argvs [ 4 ℄ ;

argvs [ 0 ℄ = prog ; argvs [ 1 ℄ = strdup ( pattern ) ; argvs [ 2 ℄ = kStr ; argvs [ 3 ℄ = text2 ;

myer sVer i f i e r (4 , argvs , output , max( init_blo
k_idx−( int ) ( (m + k + 1)/2) , 0 ) ) ;

f r e e ( text2 ) ;

}

in it_blo
k_idx = init_blo
k_idx + s i z e ;

}

//entrega sa l ida

set<int >:: i t e r a t o r s ;

for ( s = output . begin ( ) ; s != output . end ( ) ; s++ )

{


ounter++;

}

}

p r i n t f ( " 
 m P E S u 
 
 e s s = % f % %; " , ( ( 
ounter )/ ( realOutput ∗numIter + 0 .0 ) ∗ 1 0 0 ) ) ;

return 
ounter /numIter ;

}

void bestMat
hes (map<st r ing , int>& bestMat
h , s t r i n g pattern , int q ,

ve
tor<int>& id , ve
tor<int>& invId , int numChara
ter )

{

int k1 ;

int m = pattern . l ength ( ) ;

//generar todas las palabras de largo q

for ( long i = 0 ; i < pow( numChara
ter , q ) ; i++)

{

k1 = 2 ∗ q ;

s t r i n g s = q_gramOfId( i , invId , numChara
ter , q ) ;

// 
a l
u lar la minima distan
ia al patron

int k2=ed i tDi s tan
e2 ( pattern , s ) ; //No in
luida aqui .

bestMat
h [ s ℄ = k2 ;

}

}
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