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Resumen

Las estructuras de datos compactas ofrecen funcionalidad y acceso a los datos usando
poco espacio. En una estructura de datos plana se conservan los datos en su forma original
y se busca minimizar el espacio extra usado para proveer la funcionalidad, mientras que en
una estructura comprimida ademés se recodifican los datos para comprimirlos. En esta tesis
se estudian estructuras de datos compactas para secuencias de bits (bitmaps) que proveen
las operaciones rank y select: ranky(B,i) cuenta el numero de bits b € {0,1} en B[l1..i] y
selecty(B, 1) retorna la posicion de la i-ésima ocurrencia de b en B.

En teoria ambas consultas se pueden responder en tiempo constante, pero la implementacion
practica de estas soluciones no siempre es directa o con buenos resultados empiricos. Las
estructuras de datos con un enfoque méas practico, usualmente no 6éptimas en teoria, pueden
tener mejor desempeno que implementaciones directas de soluciones tedricamente 6ptimas.
Esto es particularmente notorio para la operacion select. Ademaés, las implementaciones mas
eficientes para rank son deficientes para select, y viceversa.

En esta tesis se definen nuevas estructuras de datos practicas para mejorar el desempeno
de las operaciones de rank y select, basadas en dos ideas principales. La primera consiste
en, a diferencia de las técnicas actuales, que usan estructuras separadas para rank y select,
reutilizar cada estructura también para acelerar la otra operacion. La segunda idea es simular
en tiempo de consulta una tabla de resultados precomputados en vez de almacenarla, lo que
permite utilizar tablas universales mucho mayores que las que serfa posible almacenar.

Los resultados experimentales muestran que la primera idea, aplicada a estructuras planas,
utiliza so6lo 3% de espacio sobre el bitmap y ofrece tiempos similares a estructuras que
usan mucho maés espacio, para ambas operaciones. En estructuras de datos comprimidas se
pueden combinar ambas ideas, obteniendo un espacio extra de menos de 7% sobre el bitmap
comprimido y manteniendo, para ambas operaciones, tiempos similares o mejores que las
estructuras actuales (que usan 27 % de espacio extra).
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Capitulo 1

Introduccion

Las estructuras de datos compactas son representaciones de estructuras de datos clasicas,
pero que operan en espacio reducido. Se dividen en dos clases: planas y comprimidas. Las
primeras no alteran los datos originales, sino que agregan poco espacio para soportar las
operaciones. En cambio, las segundas recodifican los datos para soportar el acceso a los datos
y la funcionalidad de la estructura, usando poco espacio total, que a veces es menor que el
espacio de los datos planos. En cambio, en un esquema de compresion puro (en donde se usa
un compresor tradicional sobre los datos), a pesar de utilizar menos espacio, se requiere la
descompresion total de los datos para operar en ellos.

El desarrollo de estructuras de datos compactas ha sido tema de investigacién relevante
en los ultimos anos, dado que la informacion que se desea almacenar y consultar ha aumen-
tado considerablemente. La importancia de dichas estructuras de datos radica en que existe
una gran brecha en el desempeno de los distintos niveles de la jerarquia de memoria. Las
estructuras de datos compactas permiten operar en memoria principal en casos que de otra
manera requeririan memoria secundaria, logrando responder de forma eficiente las consultas
sobre los datos en la estructura.

Un caso fundamental es la representacion de una secuencia binaria B que soporte las operacio-
nes rank y select, donde rank,(B, ) cuenta el niimero de ocurrencias del bit b hasta la posicion
i en B,y selecty(B,1i) encuentra la posicion del i-ésimo bit b en B. Estas operaciones son
esenciales en muchas otras estructuras de datos compactas, tales como arboles |2,|18}22}30],
grafos [18,22], permutaciones [4,120], strings [14,/17], relaciones binarias [35], y colecciones
de texto 23], entre muchas otras. Dado lo fundamental de las operaciones rank y select, se
han desarrollado diferentes estructuras de datos, las que ofrecen diferentes compromisos de
espacio versus tiempo.

El problema principal de las estructuras de datos existentes es que las implementaciones
que funcionan de forma mas eficiente para rank no lo hacen con select y viceversa, por lo que
lograr un balance en tiempo y espacio entre las estructuras para las dos operaciones es im-
portante. Ademas, la mayoria de las soluciones a la consulta select, a pesar de ser atractivas
en la teoria, en la practica se ven afectadas por un significativo costo extra en espacio. Esto



desincentiva su uso en muchas aplicaciones.

Una secuencia binaria resulta compresible, en particular, cuando tiene pocos o muchos 1s, o
éstos no estan uniformemente distribuidos. Estos tipos de secuencias binarias aparecen fre-
cuentemente, por lo que es de interés comprimirlos. Sin embargo, en las implementaciones
actuales se presenta el problema de que, para dar respuesta a las operaciones bésicas, se
agrega una considerable redundancia en la forma de comprimir, es decir el espacio utilizado
por la representacion se aleja mucho del minimo teérico requerido, lo que resulta en un mayor
uso de espacio.

Las diferentes soluciones para responder a las consultas de rank y select pueden ser cla-
sificadas en planas y comprimidas. Entre las estructuras de datos planas esta la solucion de
Jacobson para rank [18], la solucion de Clark para select [8], la solucién de Munro [21], la
implementacion de Gonzélez et. al. |16, la implementacion darray de Okanohara y Sadaka-
ne [25], y las implementaciones de Vigna [31]. Entre las estructuras de datos comprimidas
esta la solucion de Raman et al. [29], la implementacion de Claude y Navarro [9], la imple-
mentacion sarray de Okanohara y Sadakane [25], y otras mas tedricas como las de Golynski
et al. [13] y la de Patrascu [27].

En este trabajo se desarrollaron e implementaron nuevas técnicas para estructuras de datos
compactas, las que fueron comparadas en tiempo y espacio con las soluciones implementadas
existentes. Las técnicas propuestas permitieron disenar dos estructuras de datos que son la
contribuciéon principal de este trabajo.

En primer lugar, se presenta una nueva estructura de datos plana que realiza un muestreo
combinado para consultas rank y select, en vez de realizar muestreos independientes como
en otras soluciones. Cada operacion utiliza su propio muestreo, y ademas utiliza el muestreo
de la otra operacion si es posible. Esta estructura de datos permite resolver consultas rank y
select en alrededor de 0.2 microsegundos, usando solo un 3 % de espacio extra sobre el bitmap
original. Este es un resultado sin precedentes, que finalmente posiciona a rank y select como
operaciones que pueden usarse en la préactica sin restricciones.

La segunda contribucién es una implementaciéon de bitmaps comprimidos que mantiene el
desempeno de las soluciones actuales, pero reduce drasticamente el uso de espacio extra en
un 50 %-60 %. Esta estructura de datos utiliza un espacio extra de alrededor de un 10 % (del
bitmap original), comparado con el 27 % usado por la mejor implementacion actual [9], y
responde consultas rank en alrededor de 0.4 microsegundos y consultas select en alrededor
de 1 microsegundo. Esta mejora se logra reemplazando la tabla universal de respuestas pre-
computadas usada en la estructura de datos de Raman et al. |29 por la generacion en tiempo
de consulta de dichas respuestas. Esta solucion se refuerza para el caso de bitmaps muy mal
distribuidos, como los que aparecen en los FM-index [11] (un indice de texto que soporta
busqueda de patrones), logrando la misma reduccién de espacio y tiempos mucho mejores.
Finalmente esta estructura de datos se combina con las mejoras para select de la estructura
de datos plana.



1.1.

Organizacién de la Tesis

El presente documento esta dividido en los siguientes capitulos:

En el Capitulo 2 se presentan y explican los conceptos béasicos relevantes utilizados y
necesarios para el desarrollo de esta tesis.

En el Capitulo 3 se explica el funcionamiento de las diferentes soluciones existentes para
responder a las consultas rank y select. Las soluciones se dividen segun su clasificacion:
planas y comprimidas.

En el Capitulo 4 se presentan las nuevas soluciones, explicando la creacion de las estruc-
turas de datos y como se logra responder a rank y select utilizando las estructuras de
datos creadas. Estas nuevas soluciones corresponden principalmente a una estructura
de datos para comprimir bitmaps basado en la idea propuesta por Raman et al. [29],
una estructura de datos para bitmaps planos que utiliza un muestreo combinado para
rank y select, y otras variantes y optimizaciones.

En el Capitulo 5 se presentan los resultados experimentales obtenidos al utilizar las
nuevas estructuras de datos. Estos resultados corresponden al espacio utilizado y los
tiempos obtenidos al responder a las consultas rank y select. Junto con esto, se reali-
za una comparacion con las estructuras de datos existentes. Finalmente se presentan
resultados al integrar una de las nuevas estructuras de datos al FM-index [11].

Finalmente, en el Capitulo 6 se presentan las conclusiones obtenidas en este trabajo y
las perspectivas de trabajos futuros.

Los resultados preliminares relevantes de este trabajo fueron publicados en 11th International
Symposium on Ezperimental Algorithms (SEA) 2012 |24].

Los codigos se incorporaran a la Libreria de Estructuras de Datos Compactas http://
libcds.recoded.cl/.
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Capitulo 2

Conceptos Basicos

En este capitulo se presentan los conceptos bésicos que se necesitan para comprender el
trabajo desarrollado. Dentro de esto, se abarca la definicion de entropia, clasificacion de las
estructuras de datos, definicion de las operaciones de rank y select, tipos de codificacion y,
para finalizar, los conceptos asociados al FM-index.

2.1. Concepto de Entropia

Dada una secuencia binaria B de largo n compuesta por n; unos y ng ceros, la entropia
empirica binaria de orden cero se define de la siguiente forma[T}

Hy(B) = @bg AL log .
n N n nq

Observe que por definicién ng # 0 y ny # 0 pues eso indefine los argumentos del logaritmo
correspondiente. En estos casos se considera que Hy = 0. Las variaciones de la entropia de
acuerdo a la densidad de 1s de una secuencia binaria se muestra en la Figura 2.1} Se observa
que la entropia maxima ocurre cuando ng = ny, y que a medida que un valor de bit se vuelve
predominante la entropia disminuye.

En una secuencia de simbolos S[1,n] sobre un alfabeto ¥ = {1,...,0}, la entropia empirica
de orden cero esté definida como

Ne n
Ho(S) = Z . log —,

n
ceY ¢

donde n. es el numero de ocurrencias de ¢ en S. La entropia empirica otorga una cota
inferior, nHy(S), al nimero de bits necesarios para comprimir .S, cuando siempre se codifica
un simbolo de la misma manera. Algunas cotas comtnmente utilizadas, relacionadas con la

'En este documento se utiliza log = log,, a menos que se mencione otra base.



Entropia (<1De Orden Cero
G
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Densidad de 1s

Figura 2.1: Entropia empirica de orden cero de acuerdo a la densidad de la secuencia binaria.

entropia de orden cero en una secuencia binaria B[1,n] con k = ny 1s son:

log (Z) <nHy(B) < log (Z) + O(log k),

klogn/k <nHy(B) < klogn/k + kloge,
klogn/k <nHy(B) < klogn.

Es posible lograr una mejor compresion mediante calcular las frecuencias segin el contexto
de cada simbolo. Utilizando este concepto se define la entropia empirica de orden k como

Hi(S) = % Z [SalHo(Sa),

Aexk
donde S, es la subcadena formada por todos los caracteres que ocurren siguiendo las ocu-
rrencias de A en S. Esta medida es una cota inferior para el numero de bits que se necesitan
para comprimir la secuencia S, con un compresor que codifique cada caracter de S usando
un codigo que dependa del caracter en si y de los k caracteres que lo preceden [12].

2.2. Estructuras de Datos Planas y Comprimidas

Las estructuras de datos compactas se clasifican en dos tipos: planas y comprimidas. Las pri-
meras agregan informacion adicional al bitmap original, mientras que las segundas recodifican
el bitmap original para ocupar poco espacio. Ambos tipos de estructura de datos mantienen
la funcionalidad y proveen acceso directo a los datos. Las estructuras de datos compactas
pueden permitir operar en memoria principal con datos que de otra manera sbélo cabrian en
memoria secundaria, mejorando asi el rendimiento debido a la jerarquia de memoria.

2.3. Operaciones rank y Select

Dada una secuencia binaria B[1,n], se definen las siguientes operaciones [18]:
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o ranky(B,1) equivale al nimero de ocurrencias del bit b en la secuencia de bits B][1,1].

o selecty(B, 1) equivale a la posicién de ocurrencia del i-ésimo bit b en B.

Por ejemplo, si B = 011011010101011010110, select1(B,5) = 8 y rank,(B,5) = 3. En este
documento se utiliza rank = rank, y select = select;.

Una secuencia binaria de n bits se caracteriza por su densidad, es decir, existen bitmaps
densos y dispersos. Un vector es denso cuando la cantidad de 1s es cercana a n/2, y es dis-
perso en otro caso. La entropia de orden cero, H, asociada a un bitmap esté directamente
relacionada con la densidad de éstef} El valor de H, disminuye si la densidad de 0s 6 1s es
muy alta, y alcanza su valor maximo si la densidad es 50 %. Por lo tanto, al momento de
representar el bitmap es importante considerar su densidad.

2.4. Codificacion de Nameros

Un valor numérico n puede ser representado utilizando un entero (es decir una palabra de
32 o0 64 bits). Sin embargo en ocasiones se necesita utilizar menos espacio, lo que es factible
mediante el uso de otra codificacion. Un ntimero puede codificarse usando codigos de largo
fijo o codigos de largo variable. Los primeros se caracterizan por usar la misma cantidad de
bits para la codificacién de cada ntmero, mientras que los segundos destinan una cantidad
distinta de bits segiin el valor a codificar. Esto permite utilizar menos espacio en la represen-
tacion de los valores numéricos.

En esta seccion se explican dos codificaciones: Gamma y Simple9 [1,/10|. La primera co-
rresponde a un esquema de largo variable mientras que la segunda combina ambos esquemas
para la representacion de los valores. Otras codificaciones para enteros son: codigos Elias-
Delta, codigos FElias-Omega, y codificacion de Rice. En el capitulo 6 de [7] se presenta un
resumen de estas y otras codificaciones.

2.4.1. Codificacion Gamma

La codificacion Gamma [10] es un codigo de largo variable para secuencias de enteros posi-
tivos. Es generalmente utilizado cuando no se conoce una cota superior para los valores en
la secuencia, y cuando los valores pequenos son mucho mas frecuentes que los grandes. La
codificacion de un entero n utiliza 2/ — 1 bits, donde [ = [logn|.

Para codificar un ntimero n se realizan los siguientes pasos:

1. Escribir n en binario, utilizando [ bits.

2. Anteponer (I — 1) Os a la representacion binaria de n.

Por ejemplo, para codificar el nimero 5, se tiene que (5); = 101, por lo tanto [ = 3y
Gamma(5) = 00101.

2A menos que los 1s predominen, en cuyo caso Hy se asocia a la cantidad de 0s.



Para decodificar un ntamero codificado con este esquema:

1. Contar la cantidad de Os hasta encontrar el primer 1; sea p la cantidad de posiciones
contadas, incluyendo la posiciéon de este primer 1.

2. El valor codificado es n = 2°P~! 4+ r, donde r es el niimero representado por los p — 1
bits siguientes al primer 1 encontrado en el punto anterior.

Para decodificar el ejemplo anterior, 00101, se tiene que p = 3 y r = (01). Por lo tanto
n=214(01);=4+1=5.

Con este esquema no es posible codificar el valor 0. Una solucién usual es sumar 1 a los
ntmeros antes de codificarlos y restarles el mismo valor luego de decodificarlos.

2.4.2. Codificaciéon Simple9

La codificacion Simple9 [1] es un esquema de compresion que posee un componente de largo
fijo y otro de largo variable, y que ofrece mejor velocidad de descompresion que los esquemas
de largo variable como la codificacion Gamma.

Este esquema permite codificar una secuencia de enteros. La idea general para la codifi-
cacion es almacenar la mayor cantidad posible de enteros codificados en una palabra de 32
bits, utilizando la cantidad minima de bits necesarios para representar cada entero.

Para ello, de los 32 bits se usan 4 bits de control y 28 bits para datos. Para lograr un
tiempo de acceso constante a los niimeros codificados, se utiliza una méscara binaria sobre
los 28 bits de datos. Para determinar qué méscara utilizar se consultan los bits de control,
que indican cual de los siguientes esquemas se esta utilizando:

Bits de control: 0001. Hay 28 enteros representados con 1 bit.

Bits de control: 0010. Hay 14 enteros representados con 2 bits.

Bits de control: 0011. Hay 9 enteros representados con 3 bits (1 bit no utilizado).
Bits de control: 0100. Hay 7 enteros representados con 4 bits.

Bits de control: 0101. Hay 5 enteros representados con 5 bits (3 bits no utilizados).
Bits de control: 0110. Hay 4 enteros representados con 7 bits.

Bits de control: 0111. Hay 3 enteros representados con 9 bits (1 bit no utilizado).
Bits de control: 1000. Hay 2 enteros representados con 14 bits.
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Bits de control: 1001. Hay 1 entero representado con 28 bits.

Por ejemplo, dada la secuencia de enteros: 1, 1, 3, 4, 1, 7, 5, 6, 7, una representaciéon no
codificada utiliza 9 - size(int) bits, lo que en arquitecturas de 32 bits significa que se utilizan
288 bits. Sin embargo, cada entero puede ser representado utilizando a lo mas 3 bits. Por
lo tanto, utilizando el esquema [3| se puede codificar esta secuencia utilizando 32 bits en vez
de 288. La palabra codificada es: 0011 001 001 011 100 001 111 101 110 111. De izquierda
a derecha, los primeros cuatro bits son los bits de control: 0011, que indican el esquema [3]
Los siguientes 28 bits corresponden a los datos. Cada 3 bits se tiene una representacion de



un entero: 001 001 011 100 001 111 101 110 111, lo que corresponde a la secuencia original
1,1,3,4,1,7,5,6,7.

Por un lado, este esquema se considera como codificacién de largo fijo porque siempre se
usan palabras de 32 bits. Y, por otro lado, se considera como codificacion de largo variable
porque la cantidad de bits utilizada para cada entero de la secuencia depende de cuél de
los esquemas anteriores se uso para la codificacion (si la secuencia es codificada en varias
palabras, cada una puede usar un esquema distinto). Esto influye en la cantidad (variable)
de palabras que se usan para codificar una secuencia de nimeros. Es importante destacar
que la codificacién depende de la permutacion de los elementos en la secuencia de nimeros
a codificar.

2.5. FM-index

Con el objetivo de responder de forma eficiente a la busqueda de un patrén sobre un texto,
es necesario mantener un indice completo del texto. Un indice comprimido conocido es el
FM-indez [11], que esta basado en la transformada de Burrows-Wheeler (BWT) [6] y tiene
la caracteristica de ser un indice que no almacena el texto indexado de forma explicita, sin
embargo el texto original puede ser derivado del indice.

En las siguientes secciones se explicaré la transformada de Burrows-Wheeler, la estructu-
ra de datos wavelet tree, y finalmente como se construye un FM-index, sus operaciones y su
relacion con las consultas rank sobre secuencias binarias.

2.5.1. Transformada de Burrows-Wheeler

La Transformada de Burrows-Wheeler (BWT) [6,123] sobre un texto T de tamano n es una
permutacion reversible de T' que puede ser utilizada en algoritmos de compresion. La trans-
formada permite convertir el texto en una secuencia de caracteres, que generalmente es mas
compresible con métodos locales.

La transformada de Burrows-Wheeler se aplica sobre un bloque de texto T' = ¢y, ..., ¢,_1
donde los ¢; pertenecen a un alfabeto X. Ademaés, para indicar el fin del texto se usa un ca-
racter especial, por ejemplo $, que debe ser lexicograficamente menor a todos los caracteres
en Y. Para transformar 7T se realizan n rotaciones consecutivas del texto, donde cada rotacion
define una secuencia S; (comenzando con S; = T'$), definidas como:



Sl — CpC1C2C3C4 . .. Cn_1$
SQ — C1C9C3C4 . . . Cn_1$C()
Sg — C2C3C4 . . . Cn,1$CoCl

S4 =C3Cq ... Cn_1$006162

S, = $cocica ... Cp_9Cn_i

Luego se debe ordenar de forma lexicografica las secuencias de caracteres Si,..., S, gene-
radas. Con esto se obtiene una matriz M donde la primera columna, F', corresponde a los
caracteres del texto ordenados de forma lexicografica y la tltima columna, L, corresponde a
la transformada de Burrows-Wheeler sobre T, es decir L = Tt

El ejemplo de la Figura [2.2] para el texto T' = mississippi, muestra todos los pasos que
se siguieron para obtener la transformada de Burrows-Wheeler. La matriz (a) muestra todas
las rotaciones consecutivas que se realizan sobre el texto, y la matriz (b) corresponde a la
matriz (a) ordenada de forma lexicografica por filas. La tltima columna de la matriz (b)
corresponde a Tt

F L = Tbwt
mississippi$ $ mississipp i
ississippi$m i $mississip p
ssissippi$mi i ppi$missis S
sissippi$mis i ssippi$mis s
issippi$miss i ssissippi$ m
ssippifmissi m 1ississippi $
sippifmissis = p ifmississi p =M
ippi$mississ p pi$mississ i
ppi$mississi s ippi¥missi s
pi$mississip s issippi$mi s
i$mississipp s sippi¥fmiss i
$mississippi s sissippi$m i

(a) (b)

Figura 2.2: Ejemplo de la transformada de Burrows-Wheeler para el texto original T$ = S
— mississippi$ y 7%= ipssm$pissii.

Sobre la matriz M se tienen las siguientes definiciones:

e ('[c] corresponde al niimero de ocurrencias alfabéticamente menores a ¢ € ¥ en el texto

T.



e Occ(c,q) es el nimero de ocurrencias del caracter ¢ € ¥ en el prefijo T°%![1, q|.
o LF(i) = C[T"i]] + Oce(T"i], ).

LF() es una funciéon de mapeo que permite ubicar el caracter T"“[i] de la dltima columna
en la primera (Last-to-First), es decir, un caracter en la posicion i de la dltima columna
L se encuentra en la primera columna F en la posicion LF(i). Por ejemplo, LF(10) =
C[s] + Oce(s,10) = 8 +4 = 12, por lo que F[LF(10)] = F[12] que es T""[10], que en ambos
casos corresponde a la primera s en el texto mississippz.

2.5.2. Wayvelet Tree

Un wavelet tree es una estructura de datos para representar una secuencia S = sg ... s,, con
s; € %, como un arbol binario balanceado en base a sub-alfabetos de .

Dado un sub-alfabeto [a..b] C ¥, un wavelet tree es un arbol binario balanceado con b —a + 1
hojas. Si a = b, entonces el arbol es una hoja etiquetada como a. En otro caso, el arbol
posee un nodo raiz R que representa S[1,n]. Este nodo raiz almacena un bitmap Bg[1,n] tal
que Bg[i] = 0si S[i] < (a+b)/2, y Bgli] = 1 en otro caso. Esto corresponde a codificar la
mitad del alfabeto como 0 y la otra mitad como 1. Sea Sy[1,ng] la subsecuencia de S[1,n]
formada por los simbolos ¢ < (a + b)/2, y Si[1,n4] la subsecuencia formada por los simbolos
¢ > (a+b)/2. Luego, el hijo izquierdo de R es el wavelet tree para Sy y el hijo derecho de R
es el wavelet tree para S.

Es posible reconstruir la secuencia S dada su representaciéon como wavelet tree. Para ac-
ceder al elemento S[i] se explora recursivamente el arbol partiendo desde la raiz V' = R: si en
un nodo V' el bitmap By en la posiciéon ¢ es 0, entonces se contintia en el sub-arbol izquierdo,
y en otro caso con el sub-arbol derecho. Al realizar el paso recursivo es necesario conocer qué
posicion del sub-arbol izquierdo o derecho corresponde a la posicion ¢ en la raiz respectiva.
En caso de continuar por la izquierda, la posicion ¢ corresponde a rankq(By, 7). Si se continta
por la derecha, la posicion i corresponde a rank,(By,). Se continda recursivamente hasta
alcanzar una hoja, cuya etiqueta corresponde al simbolo S[i].

Ademas de representar en forma sucinta la secuencia S, el wavelet tree permite realizar
operaciones rank,. y select. en S sobre simbolos arbitrarios ¢ € 3. Para responder rank.(i)
se considera el bit, 0 6 1, asociado al caracter ¢ en el bitmap Bpr de la raiz del wavelet
tree. Similarmente al caso anterior, los valores 0 y 1 indican si se prosigue en el sub-arbol
izquierdo o derecho, respectivamente. En cada paso recursivo se contintia con la posiciéon
i < ranko(Bg,1) 0 i < rank;(Bg, 1) segin corresponda. La operacién contintia hasta alcan-
zar una hoja, y la respuesta final es la posicion i calculada al alcanzar la hoja.

Para responder select.(i) se procede desde las hojas hacia la raiz. Se comienza desde la
hoja donde c esta representado, y se utiliza i < selecto(By,i) o i < select;(By,1), segin
el nodo sea hijo izquierdo o derecho de su padre V', para obtener la posicion de la i-ésima
ocurrencia de c. Se continta recursivamente hasta la raiz del wavelet tree, donde 7 resulta ser
la posicion buscada de la ocurrencia de c.
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2.5.3. Construccion del FM-index

El FM-index [11] es un auto-indice que permite buscar de forma eficiente las ocurrencias
de un determinado patréon P = pg...pn_1, de largo m, como un substring del texto T'. El
indice esta basado en una representacion compacta de la transformada de Burrows-Wheeler
(BWT) [6] sobre T, por lo que el texto T es preprocesado y el patron P es entregado de
forma on-line. El concepto de auto-indice indica el hecho de que el texto T" no es almacenado
directamente pero puede ser derivado del FM-index [12].

La matriz M, descrita en la Seccion [2.5.1] anterior, que se obtiene al aplicar la BWT, puede
ser vista como el arreglo de sufijos 23| A, donde A[i] = j si la fila i-ésima de la matriz contie-
ne el string ¢;cji1 ... cp18coc - .. ¢j—1. El arreglo de sufijos permite bisqueda eficiente de un
patron P sobre el texto T'. Como cada patréon P es un prefijo de algin sufijo en A y los sufijos
en A estan ordenados lexicograficamente, las ocurrencias de P forman un intervalo [sp, ep]
en A donde se ubican todos los sufijos que comienzan con el patréon. Tradicionalmente, la
bisqueda del segmento se realiza utilizando dos biisqueda binarias, para la posicién inicial y
final del segmento.

Sin embargo, mediante la transformada del texto, T, es posible representar de forma impli-
cita el arreglo A. Es asi como la idea del FM-index es almacenar 7% de forma comprimida
y simular la busqueda en el arreglo de sufijos.

Para la busqueda, se necesita implementar la operaciéon Occ(c, i) para el caso general. Esto
puede realizarse utilizando operaciones rank sobre los caracteres del texto, donde Occ(c, i) =
rank.(T*,i) y se usa C|c] + Occ(c,i). Para ello, se puede representar 7! utilizando un
wavelet tree, que soporta operaciones rank y select sobre un alfabeto arbitrario. Entonces,
para encontrar el intervalo [sp, ep] en A con las ocurrencias de un patréon P = pg...py,_1 se
procede de la siguiente formaf’

e Seasp<+1,ep<+mn, i+ m— 1.
e Mientras sp < ep y i > 0, calcular sp = CI[P[i]] + Oce(Pli],sp — 1) + 1y ep =
C[P[i]] + Occ(Pli], ep), y asignar i <— i — 1.

El desempeno del FM-index esté directamente relacionado con la operacion rank sobre un
alfabeto arbitrario que, a su vez, debido a la implementacion de los wavelet tree, depende del
desempeno de rank para secuencias binarias.

3Si el patrén no existe en el texto, eventualmente ocurrird que ep > sp, y se termina la biisqueda.
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Capitulo 3

Trabajo Relacionado

En el presente capitulo se explican las soluciones précticas existentes para responder a
consultas rank y select. Estas soluciones estan agrupadas de acuerdo a si las estructuras de
datos son planas o comprimidas.

3.1. Estructuras de Datos Planas

Las estructuras de datos planas son aquellas que mantienen el bitmap original y que agregan
estructuras auxiliares para responder rank y select. Dentro de este tipo de soluciones existen
varias implementaciones.

3.1.1. Solucién de Jacobson para rank

Jacobson |18] propuso la primera solucion para rank en tiempo constante, utilizando n+o(n)
bits. La estructura de datos esta formada por dos niveles de directorios, conocidos como
bloques y superbloques, donde un directorio se refiere a una estructura de datos para encon-
trar informacion. Ademés se tiene una tabla precalculada de respuestas rank para todas las
secuencias de bits pequenas.

Para crear la estructura de datos se divide el bitmap B de largo n en bloques de largo
fijo b = |(logn)/2|. Estos bloques son agrupados en superbloques de largo s = b|logn]|.
Luego se almacenan en un arreglo R, las respuestas de rank al comienzo de cada superblo-
que, es decir R,[i] = rank(B,i - s), con i € [0,n/s]. Con esto se obtienen n/s = O(n/logn)
superbloques, donde cada uno utiliza logn bits, por lo que se necesitan O(n/logn) bits pa-
ra el primer directorio. Luego, para cada bloque k perteneciente a un superbloque i = (k
div |logn]), con k € [0, |[n/b]], se almacena similarmente el valor de rank contando des-
de el comienzo del superbloque al que pertenece. Estos valores son almacenados en un
arreglo Ry, donde Ry[k] = rank(B,k - b) — rank(B,i - s). Para almacenar estos valores
el arreglo R, necesita (n/b)logs = O(nloglogn/logn) bits, dado que tiene n/b entra-
das y cada una requiere logs bits. Finalmente, para todas las subsecuencias S de largo
b y para cada posicion ¢ dentro de S, se precalcula la tabla R,[S,i] = rank(S,i). Es-

12



to requiere O(2° - b - logb) = O(y/nlognloglogn) bits. Las estructura completa necesita
O(n/logn + nloglogn/logn + \/nlognloglogn) = o(n) bits, ademés de almacenar el mis-
mo bitmap B.

Con esta solucion se logra responder rank en tiempo constante de la siguiente forma:
rank(B, i) = R[i div s] + Ry[i div b] + R,[B[(i div b) -b+1... (i div b) - b+ b], 7 mod ]

La Figura [3.1] ilustra un ejemplo.

B 11100100010101001[1101001101000111

Ry 0 7 16
Ry, 0 2 3 5 0 3 5 6 0

R, 0123

0000 0000

0001 000 1

rank(B.23)=Ry{1] + Ryl5] + R{0011,3] : :

7 + 3+ 1 = 11 0011 0012

1110 1233

1111 1234

Figura 3.1: Ejemplo para responder una consulta rank para bloques de tamano b = 4 y
superbloques de tamano s = 16.

3.1.2. Implementaciéon de Gonzalez et al.

Gonzalez et al. |16], basados en la solucion de Jacobson, realizaron las siguientes implemen-
taciones:

Implementaciéon de Dos Niveles para rank

La diferencia principal de esta implementaciéon con la solucién de Jacobson es que se reem-
plaza la tabla R, por el uso de operaciones popcount, que consiste en contar cuantos bits
estan en 1 en un pequetio arreglo de bits. Se calcula R,[S, ] = popcount(S & 1%), donde 1% es
una secuencia de i 1s, y & es el operador and para bits. Esto permite eliminar el segundo
argumento de R, lo que hace la tabla mas pequena.
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La operacion popcount estéd implementada de la siguiente manera:

1: popc ={0,1,1,2,1,2,2,3, 1, ...}
2: popcount = popc|x & O0xFF| + popc|(x > 8) & OxFF| + popc|(x > 16) & O0xFF| +
pope(x > 24]

donde popc es una tabla de popcount precomputada, indexada por bytes. Esto hace mejor uso
del caché y es mas rapido que una tabla indexada de a 16 bits, aunque requiera mas accesos.
Ademés, esta opcion resulté ser mas rapida que otras soluciones basadas en manipulacion
de bits. De todos modos, existe un tradeoff tiempo/espacio ocasionado por el tamano de los
bloques y el uso de popcount. Mientras mayor es el tamano del bloque, mayor es la cantidad de
accesos a memoria realizados por popcount. Experimentalmente Gonzéalez et al. obtuvieron
la mejor combinacién con bloques de b = 32 bits y superbloques de s = 256 bits lo cual
ademas permite alinear los valores de R, a bytes. Esto requiere un espacio extra al bitmap
de entrada de 37,5 %.

Implementacion de Un Nivel para rank

Con el proposito de reducir el espacio que requiere el esquema de Jacobson al usar R, y Ry,
Gonzélez et al. consideran la alternativa de usar sélo la tabla R,. Este directorio considera
una entrada cada s = 32 - k bits, y utiliza un entero de 32 bits para almacenar los valores de
rank para cada entrada. Para responder una consulta rank(B, i), primero se busca la entrada
en Ry que anteceda y sea més cercana a i. Luego, se escanea secuencialmente el arreglo,
realizando popcount en segmentos de w = 32 bits, hasta alcanzar la posicion deseada, de la
siguiente manera:

rank(B,1) = Rg[i div s]
(¢ div w)—1
+ Z popcount(Blj -w +1...5 w + w])
J=((G div 5)-s) div w)+1
+ popcount(B[(i div w) -w +1... (i div w) - w + w] & 17 ™4 ¥),

El escaneo secuencial accede a lo més a k palabras de memoria, y el espacio extra es 1/k, lo
que implica un tradeoff espacio/tiempo. Por ejemplo, con k = 3, se tiene aproximadamente
el mismo costo de espacio que en la implementacion de dos niveles [16]. Experimentalmente,
con k = 20 se logra un espacio extra de un 5% al bitmap de entrada, respondiendo consultas
més lentamente que otras implementaciones, pero sin dejar de ser competitivo.

Respondiendo Select con Biisqueda Binaria
La estructura de Gonzalez et al. permite responder consultas select aprovechando la informa-

cion almacenada para responder rank, ya sea la implementaciéon de uno o dos niveles. Para
responder a una consulta select(B,1), se realiza busqueda binaria sobre el primer nivel Ry
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de la estructura de rank (superbloques), obteniendo el superbloque en donde se encuentra la
respuesta. Luego se busca en el superbloque el bloque correspondiente al i-ésimo bit. Final-
mente, se busca la posicion relativa del i-ésimo bit en el bloque.

Gonzalez et al. consideraron varias opciones para la biisqueda del bloque en el superblo-
que: (1) busqueda binaria usando R,, (2) busqueda secuencial usando Ry, y (3) busqueda
secuencial usando popcount (sin usar Ry). Para la busqueda en el bloque se consideran dos
opciones: (a) contar por byte usando popcount, y usar bisqueda bit por bit en el ultimo byte;
y (b) usar busqueda bit por bit en el bloque completo. Experimentalmente se establecié que
la mejor combinacion es (3,a) que usa busqueda secuencial con popcount para encontrar el
bloque y busqueda con popcount para buscar dentro del bloque.

3.1.3. Soluciéon de Clark para Select

Clark [8] propuso una estructura de datos que utiliza tres niveles de directorios con el obje-
tivo de precalcular algunos valores, que seran posteriormente accedidos de forma directa al
momento de dar respuesta a una consulta select.

La estructura de datos almacena, en un primer directorio, la posicion de cada [log n|[loglogn|-
ésimo bit en 1. Obtiene bloques de diferentes tamanos r, que representan el subrango entre
dos valores del primer directorio. El valor de r» no necesita ser guardado ya que puede ser
calculado en tiempo de consulta. En un segundo nivel se verifica el tamano r de cada bloque
y se almacenan todas las respuestas select para los bloques dispersos. Un bloque, en este
nivel, es considerado disperso si cumple que r > [logn|?[loglogn]?. Para los otros bloques,
llamados densos, s6lo se almacenan las posiciones donde comienzan.

Los bloques densos se subdividen, almacenando la posicion de cada [logr|[loglogn]-ésimo
bit en 1 en un segundo directorio, creando sub-bloques de tamano r’. Un sub-bloque es dis-
perso si ' > [logr'][logr][loglogn]?, y en este caso se guardan las respuestas select para
los 1s del sub-bloque en un tercer directorio. En caso contrario el sub-bloque es denso, y la
respuesta tendra que ser buscada en tiempo de consulta. Las respuestas select en este nivel
s6lo necesitan log([logn]?[loglogn]?) € O(loglogn) bits, y las bisquedas secuenciales sélo
abarcan O(logn) bits, lo que permite usar tablas de respuestas precomputadas.

Cada directorio utiliza a lo méas |n/[loglog n]| bits, y las tablas de respuestas precomputadas
utilizan O(y/nlognloglogn) bits. Por lo tanto, se utiliza un espacio extra de 3n/[loglogn]+
O(y/nlognloglogn) = o(n) bits. A cambio, se consigue dar respuesta en tiempo constante.
Para responder a una consulta select(B, i) es necesario conocer a qué bloque pertenece i en
el primer directorio, calculando el valor de r. Si r > ([logn][loglogn])? la respuesta esté
almacenada y se consigue en un acceso directo. En caso contrario se repiten los pasos sobre
el segundo nivel de directorio, considerando que la respuesta puede estar almacenada o se
tendra que realizar un escaneo sobre una secuencia pequena de bits (utilizando las tablas de
respuestas precomputadas) cuando los valores de sus respuestas no han sido almacenadas en
ninguno de los directorios.

Una variante de la solucion de Clark fue desarrollada por Kim et al. [19)], la cual se en-
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foca en mejorar el desempenio para los peores casos donde se necesitan muchos accesos a
tabla, que empeoran el tiempo de respuesta. Esta implementacion es entre 1.5 y 2.5 veces
mas rapida que la solucion de Clark, pero ocupa maés espacio. En nuestra investigacion ex-
perimental utilizamos la implementacion basada en la idea original de Clark, implementada
por R. Gonzalez (ver inicio de Seccion , ya que uno de los objetivos de las estructuras
desarrolladas en este trabajo es reducir el espacio de las estructuras de datos para rank y
select, obteniendo tiempos competitivos.

3.1.4. Implementacion darray de Okanohara y Sadakane

Okanohara y Sadakane [25] implementaron una estructura de datos llamada darray para re-
solver eficientemente consultas select, siguiendo la linea de Clark (Seccion . En cambio,
para responder rank en darray se usa una estructura de dos directorios similar a la de Gonzélez
et al. (Seccion [3.1.2)). El funcionamiento de darray se basa en crear dos niveles de directo-
rios, lo que se realiza particionando el bitmap B en bloques tal que cada bloque contiene L 1s.

Esta estructura de datos trabaja con un arreglo B[0...n/L — 1] donde F,[i] = select(B,i- L).
Estos bloques se clasifican en dos grupos segtn su largo (F,[i] — B[i — 1]). Si el tamano de
un bloque es mas largo que un parametro Lo, entonces se almacenan todas las posiciones de
1s explicitamente en un primer directorio S;. Si el largo del bloque es més pequeno que Lo
se almacenan las posiciones de los Lz-ésimos 1s (i = 0...Ly/L3) en un segundo directorio S,
donde L3 también es un parametro. Para esto utiliza log Lo bits, ya que almacena los valores
relativos a los almacenados en el directorio P,.

Para responder select(i, B) se verifica si el bloque donde se encuentra i, P[[i/L]], es més
largo o no que L. Si el bloque es méas largo que Lo, se obtiene el valor que esta almacenado
explicitamente en S;. Si no se cumple esta condicion, se utilizan los valores de S;. Cuando la
respuesta no se encuentra en estos directorios se realiza una bisqueda secuencial en el bloque
en el cual estd la respuesta. Esto requiere tiempo O(Ly/logn) considerando que se puede
leer O(logn) bits en tiempo constante en el modelo RAM.

El tamano de P, es O((n/L) - logn) bits, S; require a lo mas ((n/Ls) - Llogn) bits y S
requiere a lo mas ((n/Ls) - log Ly) bits. Si se fijan los valores en L = log”>n, Ly = log*n y
Ls = logn, el tamano de la estructura de datos es n + O((nloglogn)/logn) =n+o(n) y el
tiempo de respuesta para select es O(log®n).

3.1.5. Implementaciones de Vigna

Otras soluciones basadas en dos niveles de directorios son las propuestas por Vigna [31].
Estas soluciones estan orientadas al uso de procesadores de 64 bits, aunque hay versiones
para 32 bits. Este tipo de algoritmos se denomina broadword computing. Vigna presenta las
siguientes soluciones: Rank9 para resolver consultas rank de forma eficiente, Select9 que se
basa en la estructura de Rank9 para responder select en tiempo casi constante, y solo realiza
accesos a datos alineados, y Simple Select, que es independiente de las estructuras de Rank9
y Select9, que responde solo consultas select.
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Rank9

Esta estructura de datos utiliza el enfoque tradicional de dos directorios, pero a diferencia de
implementaciones como la de Gonzalez et al. [16], que utilizan una tabla de popcount para
computar las respuestas una vez localizada la palabra correspondiente, utiliza un algoritmo
broadword para contar dentro de dicha palabra de memoria. Supone que la secuencia de
bits B esta dividida en un arreglo de palabras de 64 bits cada una. El bit en posicion p se
encuentra en la palabra |p/64].

Para cada subsecuencia de ocho palabras que comienzan en el bit de cada posicion p, lo
que se denomina un bloque bdsico, se generan dos palabras asociadas: la primera, en el pri-
mer directorio, contiene rank(p); la segunda contiene siete valores de 9 bits calculados por
rank(p + 64k) — rank(p), para 1 < k < 7. Cada valor es desplazado a la izquierda en 9(k — 1)
bits.

Para calcular una respuesta rank(p) donde p reside en la palabra w, se realiza lo siguien-
te:

e Sumar las palabras del primer directorio de la secuencia que comienza en |w/8].
e Sumar las palabras del segundo directorio si p mod w # 0.

e Invocar el algoritmo broadword en la palabra que contiene a p, con una mascara ade-
cuada, para contar los 1s en esa palabra.

El algoritmo [31] se muestra en la Figura , donde L, denota la menor constante cuyos
1s se encuentran en las posiciones 0, k, 2k, ..., en este caso Lg = 0x01010101010101010101.
Estos valores son usados para realizar sumas parciales en subpalabras de tamano k.

L ox=u1z— ((r & 0OxAAAAAAAAAAAAAAAA) > 1)

2: x = (r & 0x3333333333333333) + ((z > 2) & 0x3333333333333333)
33 x = (x4 (z>4)) & 0xOFOFOFOFOFOFOFOF0

4: return x - Lg > 56

Figura 3.2: Algoritmo broadword para contar la cantidad de 1s en x.
En el primer paso (linea , en cada par de bits se almacena la cantidad de 1s originalmente

contenida en dicho par. Los siguientes pasos (lineas [2| a [3]) realizan sumas parciales para,
finalmente (linea [4)), realizar la ultima suma mediante la multiplicacién por Lg.

Select9

Esta solucién se apoya en la implementacion de Rank9 para responder consultas select en
tiempo casi constante. Una vez ubicada la palabra x necesaria para computar el resultado
final, se usa el algoritmo de la Figura [3.3| para calcular el indice del r-ésimo 1 en ella.

Para responder una consulta select(r) se comienza al igual que el caso anterior, es decir, pri-
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— ((z & OXAAAAAAAAAAAAAAAA) > 1)
s & 0x3333333333333333) + ((z > 2) & 0x3333333333333333)
(5 + (s> 4)) & 0x0FOFOFOFOFOFOFOF0) Lg
(s <gr* Lg)>T)xLg > 53 & 7
— (((s < 8) > b )&OxFF)
((z > b & OxFF )xLs & 0x8040201008040201>5 0)> 7)*Ls
return b+(((s <g I * Lg)>T7)xLg > 56)

(
= (
(

s
5
s
b =
[ =
5 =

Figura 3.3: Algoritmo broadword para calcular el indice del r-ésimo 1 en x. Si no existe tal
bit, el resultado es 72.

mero se calculan en s las sumas acumulativas de los 1s de z (lineas [I] a 3)), sin sobre-escribir
x como en el algoritmo anterior. Luego, en paralelo se compara cada suma parciall] con 7
(linea; la cantidad de respuestas positivas es exactamente el indice m del byte que contiene
el bit cuyo rank es r. Por lo tanto la posiciéon hasta el inicio del byte m es b = m - 8. Luego
(linea [5)) se define [ como los bits restantes a ser buscados, restando los 1s del byte siguiente
a r. Se genera una palabra z que contiene ocho copias del byte [, pero cada j-ésima copia
mantiene solo el bit j (linea @ Sobre z se compara en paralelo cada copia del byte contra
0. Esto permite calcular, multiplicando por Lg, el rank para cada bit de m (todo esto ocurre
en la linea @ Finalmente, se comparan las sumas acumuladas con ocho copias (completas)
del byte m. La cantidad k de resultados positivos coincide con el [-ésimo 1. La respuesta
entonces es b+ k (linea (7).

El algoritmo de la Figura solo describe el caso particular de procesar una palabra de
memoria. Queda establecer como encontrar el bloque que contiene dicha palabra, y el su-
perbloque que contiene dicho bloque. Vigna senala que se puede utilizar la misma técnica
de busqueda binaria utilizada por Gonzélez et al. [16], pero ademéas propone una técnica
denominada hinted bsearch. En esta técnica se usa un directorio de un nivel para localizar
més rapidamente la region sobre la cual realizar la biisqueda binaria para encontrar el blo-
que. Luego realiza una busqueda broadword de la palabra con el bit buscado sobre el bloque
encontrado, para finalmente aplicar el algoritmo descrito en la Figura

Simple Select

Ademas de Select9, Vigna propone una estructura especializada para consultas select que no
depende de Rank9. Esta estructura se llama Simple Select. Se basa en la observacion de que
el algoritmo de la Figura puede ser extendido a un algoritmo de buisqueda de bits. Si se
quiere ubicar el bit cuyo rank es r en una secuencia de palabras, se carga la primera palabra
en x y se ejecuta un ciclo en las primeras 3 lineas del algoritmo. Luego, si r < (s > 6), se
termina el ciclo y se prosigue normalmente. En otro caso, se carga x con el contenido de la
siguiente palabra, se disminuye r en s > 56 y se itera nuevamente.

!Sean z e y dos secuencias binarias de 64 bits. z <j y crea una nueva palabra de 64 bits, dividida en
sub-palabras de k bits. El bit més significativo de cada nueva sub-palabra es 1 si y solamente si la sub-palabra
respectiva en x es menor o igual que la sub-palabra respectiva en y. Similarmente se define >g. Ademas, T
denota el complemento binario de .
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La implementacion de Simple Select utiliza una estructura de dos directorios, similar al
darray de Okanohara y Sadakane (Seccion . En el primer directorio se almacenan los
1s en posiciones miltiplos de [ Lm/n], donde m indica cada cuantos 1s se realiza el muestreo
y L es una constante que limita el tamano del directorio. Luego para cada bit en el direc-
torio se asigna una cantidad de palabras, acotadas por una constante M, dependiendo de la
densidad del bitmap. En estas palabras se almacena un subdirectorio de 16 bits. Se utilizan
ambos directorios para encontrar una posicion cercana al bit que se desea seleccionar, y luego
se realiza una busqueda lineal broadword, descrita en el parrafo anterior. En los resultados
experimentales de Vigna esta solucion resultoé ser la mas rapida y con menor uso de memoria.
Sin embargo esté limitada a responder s6lo consultas select.

3.1.6. Soluciéon de Golynski et al. para Bitmaps Densos

Golynski [15] propone una estructura de datos plana para responder rank y select en tiempo
constante, y que utiliza un espacio extra sobre el bitmap de entrada de (14+o0(1))(nloglogn/logn)+
O(n/logn) bits. La solucion consiste en una estructura base, denominada count indez, ¢ in-
dices adicionales para cada tipo de consulta. En la estructura count index se particiona el
bitmap B de tamano n en chunks de tamano logn — 3loglogn, y se almacena la cardinalidad
(cantidad de 1s) de cada chunk.

Indice para Select

El indice para soportar consultas select primero almacena las ocurrencias de los (k - Si)-
ésimos bits en 1 (con 1 < k < n/S;) en B, donde S; = (logn)?. Los segmentos de B entre
las posiciones select(k - S1) y select((k + 1) - Sy) se denominan upper blocks. Para ejecutar
select(B, 1), primero se calcula j = |i/S1]| que corresponde al upper block que contiene el
1-ésimo 1. Luego, la consulta select se expresa como:

select(i) = select(B, j - S1) + select(UB;,i mod Sy)

donde UB; corresponde al j-ésimo upper block (es decir al segmento entre las posiciones
select(j-S1) y select((j+1)-51)). Como la respuesta para la posicion j-S; en B esta alma-
cenada en el indice, el problema se reduce a responder select en UB;.

Dependiendo de la densidad del upper block es como se responde una consulta select so-
bre él. En la construccion del indice, un upper block se considera disperso si su largo es al
menos (logn)*. En ese caso se almacenan las respuestas explicitamente. En caso contrario, el
bloque se considera denso y se particiona en middle blocks que contienen Sy = logn loglogn
1s, de manera similar a como se construyen los upper blocks, pero almacenando posiciones
relativas al upper block y no al bitmap original.

Al igual que para los upper blocks, los middle blocks se clasifican como dispersos o den-

sos. Un middle block es disperso si su largo es al menos (lognloglogn)?, y en este caso
también se almacenan las respuestas explicitamente. El middle block se considera denso si
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su largo es a lo més (logn)?/(4loglogn), y no se almacenan respuestas. Ahora, es posible
que un bloque no sea clasificado como denso ni como disperso. Estos bloques se particionan
cada S3 = (loglogn)? 1s, y son llamados lower blocks. Cuando el largo de un lower block es
al menos log n(loglogn)*, se considera disperso y se almacenan explicitamente sus respuestas.

Finalmente, para responder a select en un bloque denso (ya sea en un middle block o un lower
block) se utiliza la estructura count index. Sea MB un middle block densoy P = C} ... C,, los
chunks en el count index que corresponden a MB. Supongamos por simplicidad que MB esta
alineado a C; y a C,,. Se tiene una tabla universal T' que toma como entrada una secuencia
de valores del count index, y tiene precalculada la posicion (el chunk) donde la suma excede
cada posible valor. Otra tabla universal, ), completa el select dentro de cualquier posible
chunk en tiempo constante.

Entonces, para responder select(MB, i) se consulta T para encontrar el chunk C}, (I < h < m)
donde la cantidad de 1s acumulada excede 7, y finalmente se consulta () para obtener la po-
sicién del i-ésimo bit en 1, relativo a (. El procedimiento es analogo para los lower blocks
densos. Esto permite calcular select dentro de MB en tiempo constante.

Indice para rank

El indice para rank particiona el bitmap en upper blocks de tamartio fijo S; = (logn)?. Para
cada upper block se almacena la respuesta rank de la posicion anterior al inicio de dicho
bloque. Sea j = |i/S1] el niimero del upper block que contiene el i-ésimo bit de B, entonces

rank(B, i) = rank(B,j - S1 — 1) + rank(UBj,i mod Sy)

donde UB; representa el upper block que falta por examinar y rank(B, j-S; — 1) se responde
con las respuestas almacenadas para los upper blocks.

Cada upper block se particiona en middle blocks de largo fijo Sy = lognloglogn, y sus
respuestas rank se almacenan de manera similar a los upper blocks. Ademés, en esta estruc-
tura se utiliza la tabla (), descrita en el indice para select, y una nueva tabla 7" parametrizada
por segmentos P (que coinciden en tamano con los middle blocks) y que contiene respuestas
rank almacenadas para todas las posiciones de P.

Entonces, para responder rank(i) en un middle block MB, sea j = [i/S3] el nimero del

chunk C' que contiene el i-ésimo bit de B, donde S3 = logn — 3loglogn (observe que S
coincide con el tamano de los chunks). La respuesta esté dada por:

rank(MB, i) = rank(MB, j - S5 — 1) + rank(C, j mod Ss).

Donde para calcular rank(MB, j-Ss—1) se consulta la tabla T', y para responder rank(C, j mod Ss)
se consulta la tabla ). Hay que notar que se asume que los middle blocks estan alineados a
los chunks.
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Es importante destacar que esta solucién no ha sido implementada atn. Sin embargo, parece
ser poco promisoria ya que resulta ser mas complicada que la solucion de Clark (Secci(’)n,
que como se vera en los resultados experimentales de la Seccion [5] esté lejos de ser la mas
rapida. La complejidad adicional de esta estructura podria impactar negativamente el tiempo
de respuesta, llegando a ser peor que la solucion de Clark.

Si bien esta estructura es asintoticamente optima en el uso de espacio extra, un anélisis
detallado en tamanos tipicos de bitmaps muestra que en la practica este sobrecosto no es
tan bajo. Si se estima el sobrecosto de la estructura siguiendo fielmente la descripcion [15]
obtenemos que, para un bitmap de tamatio n = 23° con un 50 % de 1s, se tiene un sobrecosto
aproximado de 44 % del espacio del bitmap. Como veremos, este sobrecosto es muy alto com-
parado con soluciones existentes. Incluso para bitmaps muy grandes, n = 2%, el sobrecosto
aun no baja de 32 %.

Cotas Inferiores

Ademés de la estructura de datos descrita en los puntos anteriores, Golynski establece cotas
inferiores 6ptimas sobre el espacio requerido para indexar un bitmap de manera de resolver
consultas rank y select, si se mantiene el bitmap original.

Estos resultados se obtienen en el denominado indexing model, que se resume en lo siguiente:
se asume que B estd almacenado en memoria externa y no tiene costo de espacio y que el
indice [ estda almacenado en memoria principal y si tiene costo de espacio. Por otro lado,
acceder a un bit de I no tiene costo de tiempo, mientras que acceder a un bit de B tiene
como costo una unidad de tiempo.

Entonces, en este modelo se demostré que cualquier algoritmo que realice consultas rank
o select con costo de tiempo O(logn) debe tener un costo de espacio de 2(nloglogn/logn).
Ademaés, en el caso de bitmaps dispersos, con cardinalidad (cantidad de 1s) m, cualquier
algoritmo para responder rank o select accediendo a t bits de B tiene costo de espacio

Q((m/t)logt).

Lo anterior implica que en el modelo RAM, donde se pueden aceder O(logn) bits en una
operacion, todo algoritmo de tiempo O(1) requiere espacio ©(nloglogn/logn).

3.2. Estructuras de datos Comprimidas

Las estructuras de datos comprimidas recodifican el bitmap B para utilizar menos espacio,
soportando acceso directo y eficiente a los datos. Por lo tanto estas estructuras de datos son
utiles si B es compresible, en particular, si tiene muchos o muy pocos 1s o si éstos no se
distribuyen uniformemente.
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3.2.1. Solucién de Raman et al.

La solucion de Raman et al. [29] utiliza nHy(B) + o(n) bits de espacio, donde o(n) es la
redundancia sobre la entropia. Con esto logra responder a rank y select en tiempo constante.
Su funcionamiento se basa en particionar el bitmap de entrada B en bloques de largo
t=(logn)/2 que formaran diferentes clases; cada clase de largo t tiene k bits fijados en 1
y t — k ceros. Una clase con k 1s tiene (2) elementos y por lo tanto se requieren [log (liﬂ
bits para nombrar un elemento de ella. Para identificar un bloque se utiliza el par (k,r) don-
de k es el identificador de la clase, que esta en el rango 0 < k < ¢, usando [log(t + 1)]
bits, y r corresponde al indice dentro de la clase k y utiliza [log (,iﬂ bits. En una ta-
bla universal llamada smallrankyg[r,i] se almacena rank(z,i) para el bloque x identifica-
do por el par (k,r). El espacio total requerido para la representacion de las clases k es
Z!Zéﬂ [log(t +1)] = O(nlog(t)/t) = O(nloglogn/logn) bits. Por otro lado, sea k; la cla-
se del i-ésimo bloque, entonces el espacio requerido por todos los bloques esta dado por la
siguiente formula [26], donde m es la cantidad total de 1s en B.

[log ()1 + -+ [log (' )T <log ((]:1) X+ X (k[nt/ﬂ)) +n/t

glog( " +n/t
ki + -+ ko

— log (:L) + o/t
< nHo(B) + O(n/ logn).

Ademas de la tabla smallrank, se almacena en la secuencia R la concatenacion de todos
los identificadores de clase k;; y la secuencia S con la concatenaciéon de todos los indices
r; correspondientes a los bloques clasificados en R. También se requieren estructuras para
sumas parciales, una para R y otra para almacenar los largos de los ; en .S, denominada pos.S.

Para responder rank(B,i) se calcula sum(R, [i/t]) = Zjuz/éj R;, que es la cantidad de 1s
hasta antes del comienzo del bloque que contiene el i-ésimo bit, y luego se calcula rank den-
tro de ese bloque hasta la posicion i, usando la tabla smallrank. Para esto se necesita el valor
de r;, el cual se obtiene usando sum(possS, |i/t]) para determinar la posicion inicial de r; en
S, y como los valores k; y t son conocidos entonces se sabe cuantos bits es necesario leer.
Para responder consultas select, se puede almacenar la misma informaciéon extra que en la

solucion de Clark (Seccion [3.1.3)), por ejemplo.

3.2.2. Implementacion de Claude y Navarro

Claude y Navarro [9] presentaron una implementacion practica de la solucion de Raman et
al.. En la implementacion fijan el tamano de los bloques en ¢t = 15, lo que implica que los
identificadores de clase k requieren 4 bits para representar las clases entre 0 y 15. Se imple-
menta la tabla smallrank usando enteros de 16 bits para las entradas, y para los punteros a los
inicios de cada clase en la tabla. Las respuestas rank no se almacenan sino que se calculan en
tiempo de consulta usando las entradas de smallrank, por lo que smallrank utiliza s6lo 64 KB.

La tabla R se representa usando un arreglo compacto que usa 4 bits por campo, permi-
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tiendo una extraccion rapida de los valores. La tabla S almacena cada valor usando [log (Zﬂ
bits. Las sumas parciales se representan usando un muestreo de un nivel. Para la tabla R
se muestrea la suma cada [ valores, y se almacenan estos valores en una nueva tabla sumR,
usando [logm] bits, donde m es la cantidad de 1s. Para obtener la suma parcial hasta la posi-
cion 7 se calcula sumR|[j] +Z;:jl k, , donde j = |i/l], y la suma sobre los valores k, se realiza
sobre las entradas de la tabla R. Las posiciones en S se representan de la misma manera,
t .
usando una tabla posS que almacena el muestreo de sumas usando Dog(Z?:/ 1[log (1;)] )] bits
por campo. La posicion del bloque 7 se calcula como posS[j]+>_ _;[log (,)]- Se precalculan
P

los 16 valores posibles de [log (k’;ﬂ para acelerar el ultimo paso del calculo.

Con estas estructuras las consultas rank se responden de la misma manera que en la so-
lucion de Raman et al.. Sin embargo, las respuestas a select estan implementadas de manera
més practica y eficiente. Para responder select(B,1) se realiza una busqueda binaria sobre
sumR, con el objetivo de encontrar el bloque més cercano tal que sumR[l] < i. Luego se
recorre R buscando el bloque donde se espera encontrar el i-ésimo bit en 1, sumando k, hasta
que se exceda i. Finalmente se accede al bloque en la tabla smallrank y se recorre bit por bit
hasta hallar el ¢-ésimo 1.

3.2.3. Implementacion sarray de Okanohara y Sadakane

La solucion propuesta por Sadakane [25] para trabajar con bloques dispersos tiene como en-
trada un bitmap B[0,n — 1] que tiene m 1s, donde m < n, es decir s6lo para bitmaps con
muy pocos 1s. Para comenzar la construccion de la estructura se define un directorio auxiliar
z[0...m — 1] tal que z[i] = select(B,i + 1). Luego, dado un parametro ¢, los valores de z se
dividen en los bits superiores e inferiores, donde z = [logt] representa los bits superiores
y w = [log(n/t)] los bits inferiores. Segun la construccion definida, los bits inferiores se al-
macenan explicitamente en L[0...m — 1] usando m - w bits, mientras que los bits superiores
se representan como un arreglo de bits H[0..m + t — 1], tal que H[|z;/2*]| +i] = 1 y los
otros valores son 0. Esto se puede ver como una codificaciéon unaria de las diferencias entre
los valores de los bits superiores, donde hay m 1sy 2° =t Os en H.

Para responder a una consulta select, se utiliza H y L, y la respuesta esta dada por select(B, i) =
(select(H,i) — i) - 2* + L[i]. El tamano total de la estructura es m + ¢t + m(lg(n/t)) bits, que
es una funcién convexa que se minimiza cuando t = mlge ~ 1.44m, por lo que el tamano
esta dado por 1.92m + mlog(n/m) bits cuando ¢ = 1.44m. H es denso; ya que existen m 1s
yt=1.44m 0s en H, y por ello se usa un darray para calcular select en H.

3.2.4. Soluciéon de Golynski et al. para Bitmaps Dispersos

Una solucion teérica para responder rank y select en tiempo constante es la solucion de
Golynski et al. [13]. Uno de los resultados principales de esta solucion es que es eficiente
en cuanto a espacio para bitmaps dispersos. Si n = ©(mlog®m), con constante ¢ > 0, la
estructura utiliza [log ()] + O(m(loglogm)?/logm) bits, donde n es el largo del bitmap y
m es la cantidad de 1s.
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La estructura de datos se construye particionando el bitmap en bloques de largo b = n(logm)/m,
y luego particionando cada bloque en chunks de tamafio méaximo s = log m/(2(c+1) loglog m).
Los chunks se asignan de izquierda a derecha tratando de asignar la mayor cantidad posible
de ellos hasta el final del bloque. Es decir, un chunk siempre es parte de un tinico bloque.

Usando este particionamiento se definen algunas estructuras auxiliares que se describen a
continuacion: sea ¢ la cantidad de chunks definidos en el bitmap, entonces se define el bit-
map C como la concatenacion de las representaciones codificadas de los chunks ¢, ¢, ..., ¢4
(se usa la misma codificacion que en la Secciéon . Otra estructura, C'O, consiste en
dos arreglos, donde el primero almacena el largo de la codificaciéon de cada chunk c; en
C, y el segundo almacena los offsets entre cada (logm/(2logb)) chunks. Ademas se define
una tabla de busqueda para cada secuencia posible de (logm/(2logb)) offsets. La estruc-
tura C'O permite calcular la suma de prefijos de los offsets de los primeros k chunks, con
1 <k < (logm/(2logbh)) y decodificar el offset de un chunk individual.

Para dar soporte a consultas rank se definen dos nuevas estructuras auxiliares, CW y CC.
Cada una corresponde a un arreglo con entradas de tamano fijo logb. En C'W se almacenan
los largos n1,n,...,ny4 de cada chunk. Para ello se utiliza el esquema clasico de dos direc-
torios para encontrar el bloque correcto en el bitmap original. Luego, en C'C' se almacenan
las cardinalidades (cantidad de 1s) my,ms, ..., m, de cada chunk. En cada estructura, para
calcular las sumas de prefijos dentro de un bloque se agrega una estructura de arbol multiario
a cada bloque, lo que permite realizar la busqueda en tiempo constante pues el tamano de
los bloques es polilogaritmico. Los arboles se representan implicitamente en una secuencia
binaria.

Para responder rank(B, i) se realiza lo siguiente:

e Se busca en C'W para encontrar el chunk ¢; que contiene la i-ésima posicion del bitmap.

e Se busca en C'C' para encontrar la cantidad x de 1s contenidos en los primeros j — 1
chunks.
e Se calcula y como la cantidad de 1s en el chunk ¢; hasta la posicion ¢ usando una

busqueda de tabla en ¢; (usando C'y CO).

e Se retorna x + y.

Para responder select, se usan las estructuras descritas para codificar implicitamente dos nue-
vos bitmaps, Ry v Ri, que representan los runs de Os y 1s en el bitmap original, respectiva-
mente (agregando 10°~! por cada run de largo £). La respuesta se calcula realizando consultas
rank y select sobre Ry y Ro. En particular, select;(B,1) = select;(Ry, ranki(R1,i — 1)) +iy
selecty(B, i) = selecty(Ry, rank,(Ro,i — 1) + 1) + 4.

De este modo s6lo se necesita responder select;. Para calcularlo se crean estructuras au-

xiliares anédlogas a CW y CC' para soportar rank en Ry, y R, y una estructura con la
distribucion de 1s en R; para soportar select; en R;.
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3.2.5. Compressed Dense Fully-Indexable Dictionaries

Otra solucion de Golynski et al. [13] para el caso donde el largo del bitmap n no esta condi-
cionado a la cantidad de m de 1s, como en la seccién anterior, es la estructura denominada
compressed dense fully-indezxable dictionary. Esta estructura de datos permite responder rank
y select en tiempo constante utilizando [log ()] + O(nloglogn/(log n)?) bits de espacio.
Es importante destacar que esta solucion es la primera en bajar la redundancia de [log (:1)1 +
O(nloglogn/(logn)) bits (resultado de Raman et al. [29]) a [log (") ]+O(nloglogn/(log n)?)
bits, gracias a la recodificacion del bitmap.

La estructura se basa en la construccion de cddigos informativos, que son una codificacion en
la cual se pueden deducir ciertas caracteristicas del elemento codificado tan solo observando
una pequena cantidad de bits de la codificacion.

Esta estructura se construye particionando el bitmap en bloques, superbloques y mega-
bloques. Los bloques tienen tamano k& = [(logn)/2] bits, los superbloques contienen ¢t =
[alogn/loglogn| bloques cada uno (con a > 0), y los megabloques contienen ¢ superblo-
ques cada uno.

La codificacién informativa de un superbloque se representa como la concatenacion de la
codificaciéon de la cantidad de 1s del superbloque, con la codificacion de las posiciones de los
1s en el superbloque. Para la representacion de los megabloques, considere R; como el codigo
de la cantidad de 1s del superbloque 7. Entonces el megabloque esta compuesto por un over-
view que consiste en la concatenacion de los R; de los superbloques que lo componen, seguido
de las codificaciones de cada superbloque, utilizando un tamano fijo (los superbloques més
pequenos son rellenados hasta alcanzar el tamano adecuado). Lo anterior permite elaborar
una tabla de busqueda sobre los superbloques de un megabloque.

Para responder rank o select, se realiza una busqueda de tabla en el megabloque para asi
reducir la consulta a una operaciéon rank o select sobre un superbloque en particular. Ade-
mas, para cada bloque se almacena su codificaciéon y se crea una tabla de busqueda para
decodificarlo en tiempo constante. Ademaés, para mapear una consulta rank o select sobre
el bitmap original a una consulta sobre los megabloques, se definen los bitmaps Dy y D,
(usando la estructura de datos de la seccion anterior) como una codificacion de la cantidad
de Os y 1s, respectivamente, de los megabloques. Se define D ¢ 1} = 0M10M21..., donde N;
es la cantidad de bits x en el i-ésimo megabloque. Cada megabloque esta separado por un
1, por lo que tanto Dy como D tienen una cantidad de 1s igual a la cantidad de megabloques.

Finalmente, y considerando lo anterior, una consulta rank o select sobre el bitmap origi-
nal se reduce a una consulta sobre los bitmaps Dy y D;, para asi realizar una consulta
en los megabloques, que a su vez se reduce a una consulta sobre los superbloques, que final-
mente es contestada usando las tablas de busqueda y la informacion codificada de los bloques.

Como en el caso de la solucion de Golynski para bitmaps densos, no existe una imple-
mentacion de esta estructura. Para un bitmap de tamano 23°, una estimacién muy gruesa y
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optimista del sobrecosto de espacio, basada en la descripcion [13|, arroja un valor de apro-
ximadamente 13 % del bitmap original por sobre la entropia. Esto se reduce a 10% para
n = 2%, En cambio la implementacién que se presenta en la Seccion que es mas sencilla
que la presentada en esta seccion, muestra un sobrecosto alrededor del 6 % sobre la entropia
para n = 230, con buenos tiempos de respuesta (situacion que se mantiene para todas las
densidades de bitmap consideradas). Por lo tanto esta solucion de Golynski no parece ser
promisoria, pues su sobrecosto estimado es peor, y es probable que su tiempo de respuesta
también lo sea, dada la complejidad de la estructura.

3.2.6. Soluciéon de Patrascu

Otra solucion tedrica es la propuesta por Patragcu [27], que se basa en la utilizacion de re-
cursion con el objetivo de eliminar la redundancia. Se puede aplicar a muchos problemas, en
particular a bitmaps compresibles con soporte para operaciones rank y select.

El ejemplo mostrado por Patragcu para explicar esta técnica es el problema de almace-
nar una secuencia de trits, donde un trit = € {0, 1,2}. Se desea poder codificar la secuencia
utilizando M bits méas un spill que esta en el rango {1... K}.

Supongamos que se desea codificar, por ejemplo, w trits, que tienen entropia w-log 3. De estos
trits se desea extraer M bits de informacion (ej. M=|w - log3|) que se almacenaréan, luego
los restantes bits § = w-log3 — M son pasados al siguiente nivel de recursiéon. En el segundo
nivel, se agregan w bloques, para los que se debe almacenar w - § bits de informacion. Lue-
go se almacenan M’ bits (ej. M' = |w-0]) y se pasan ' = w-J— M’ bits al siguiente nivel, etc.

Dado que se desea disminuir la redundancia, no se puede gastar un bit extra por bloque,
por lo que § puede no ser un entero. En ese caso ¢ se aproxima a log K, donde K es un
entero. Esto significa que pasar § bits de informacion (el spill) es lo mismo que pasar un
niamero en {0... K — 1}. Esto produce redundancia de log K — ¢ bits. Notar que si ¢ es la
mejor aproximacion, ¢ esta entre log(K — 1) y log K.

En el segundo nivel de recursion, el problema es representar un arreglo de n/w valores de
{0... K — 1}, y lo mismo ocurre para los diferentes niveles de recursion. En el tltimo nivel
se permite gastar una cantidad entera de bits.

Augmented B-Trees

En el caso general de aplicacion a las estructuras de datos compactas, Patrascu define una
estructura de datos denominada augmented B-tree, o simplemente aB-tree, que utiliza la
técnica de recursion ya descrita. A continuacion se describe el aB-tree para el caso particular
de una secuencia binaria con soporte para rank y select, para algiin B > 2 que representa la
aridad del arbol.

e El arbol representa una secuencia binaria S de tamano n, potencia de B. Los elementos
de S se almacenan en las hojas.

e A cada nodo interno se le agrega la suma de las hojas de su subarbol (lo que equivale a
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la suma de sus hijos), y la cantidad de 1s en su subarbol. En general se puede guardar
cualquier resumen de la informacion del subarbol en cada nodo.

e El algoritmo de consulta examina los hijos de la raiz, decide en cuél hijo continuar la
recursion, examina todos los valores de los hijos de ese nodo, y continiia recursivamen-
te. Las consultas se responden al alcanzar una hoja, y se logra responder en tiempo
constante si los valores de todos los hijos estan en una misma palabra de memoria.

Dada la recursion presente en la estructura es posible comprimir el aB-tree con sélo 2 bits
de redundancia.

Aplicacién a rank y select

Para responder rank y select en tiempo O(t) para un arreglo de tamano n con m 1s se realiza
lo siguiente:

e Sea r = (logn/t)°". Se particiona el arreglo en bloques de tamaiio r.

e Cada bloque se almacena en un aB-tree. El tiempo para responder rank y select dentro
de cada aB-tree es O(t).

e Para cada bloque se almacenan sus posiciones iniciales en el bitmap original, y se
almacenan las respuestas rank precomputadas hasta el inicio de cada bloque.

e Se crea una estructura auxiliar de predecesores, basada en el muestreo para rank, que
ayuda a responder consultas select.

Para responder rank o select, se examinan las estructuras auxiliares para encontrar el bloque
donde se encuentra la respuesta y luego se realiza una consulta en el aB-tree correspondien-
te. Para responder en tiempo O(t) se requiere una redundancia de n/(log n/t)*4+O(n*/*) bits.

La solucion de Patragcu puede considerarse una extension de la solucion de Golynski (Sec-
cion [3.2.4)), pero que permite cualquier polilogaritmo en el denominador de la redundancia,
con costo de tiempo O(t), donde ¢ es el grado del polilogaritmo. En trabajo posterior Pétragcu
y Viola |28] demuestran que esta redundancia es 6ptima, incluso cuando se recodifica el bit-
map.

Desde un punto de vista practico, la relaciéon entre la redundancia y el tiempo de consul-

ta hace improbable que la solucién sea competitiva, pues una disminucién cada vez menos
notoria de la redundancia tiene un perceptible costo en tiempo.
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Capitulo 4

Nuevas Implementaciones

En el presente capitulo se exponen las nuevas soluciones de esta tesis, describiendo la
creacion de las estructuras de datos y como logran responder a consultas rank y/o select.
Primero se presenta una estructura de datos que combina un particionamiento regular en
posiciones (conveniente para rank) y un particionamiento regular en 1ls (conveniente para
select), con lo que se logra responder a las consultas rank y select. Luego se presenta una
estructura de datos plana de un nivel de directorio para responder consultas de tipo select
para bloques densos y dispersos, junto con una variacion de la estructura de datos que
utiliza codificacion Gamma y Simple9. Posteriormente se explica una nueva estructura de
datos comprimida basada en la propuesta de Raman et al. [29] para trabajar con bitmaps
dispersos, y finalmente se presenta una modificacion a esta estructura de datos para responder
de forma eficiente consultas de tipo select.

4.1. Estructura de Muestreo Combinado

Esta estructura de datos combina dos esquemas de particion: el primero es un particionamien-
to regular en posiciones, esto es, dividir el bitmap de entrada B en bloques de tamano fijo
S,. Luego, se almacena un sampling de respuestas rank(B, i) desde el comienzo de B, hasta
el final de cada bloque. Asi, para el i-ésimo bloque, se tiene sampleRank[i] = rank(B,i - S,).
En el segundo esquema, se crean bloques con Sy 1s cada uno (excepto el ultimo bloque que
podria tener menos 1s). Estos bloques son de largo variable, dependiendo de la densidad del
bitmap. Los bloques parten con un 1, con esto se logra evitar procesar Os innecesarios cuando
se escanea un bloque desde el inicio. En sampleSelect, en vez de guardar la posicion, p, del bit
correspondiente en el muestreo, se almacena la posicion del byte (en el bitmap original) que
contiene dicho bit (usando 29 bits), y la cantidad de 1s desde el comienzo de ese byte hasta
la posicion p (usando 3 bits). Tanto S, como Sy deben ser potencias de dos. Por consistencia,
se ha definido sampleRank[0] = sampleSelect[0] = 0. Ambos muestreos son similares a los de
las de las soluciones tradicionales para rank y select. La novedad de esta estructura es como
combinarlos para resolver cada tipo de consulta.

En la Figura [4.1] se presenta un ejemplo de construccion de la estructura de muestreo com-
binado con pardmetros S; = S, = 16. Por legibilidad, se marcan los bytes de la secuencia
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usando las lineas verticales continuas pequenas. El muestreo en posiciones, basado en S,., esta
marcado con las lineas continuas més largas que las usadas para bytes, y las lineas punteadas
indican el muestreo regular en 1s, basado en S;.

Sg=5,=16

| | |
B ;.10110111|o1110111.|1o1o1ooo|o15111111|111o1ooo|1ooo1o1o.looo1oooo|1o1ﬁoo1o

sampleRank {0 12 P20 29 . 34
1 | |
sampleSelect 0 byte 3 byte 7
unos: 1 unos: 2

Figura 4.1: Ejemplo de muestreo combinado para una secuencia de bits utilizando Ss; = S, =
16.

La tabla sampleRank esta compuesta por los valores {0, 12, 22, 29, 34}. Por su lado,
sampleSelect en la primera posiciéon almacena un 0, en la segunda posiciéon usa 29 bits para
almacenar el valor 3 (indicando el tercer byte) y los otros tres bits para el valor 1 (unos exis-
tentes desde el comienzo del byte). De la misma manera, para la tercera posicion se almacena
la posicion del byte y la cantidad de unos desde el comienzo del byte.

4.1.1. Respondiendo Consultas rank y Select

Para responder la consulta rank(B, i) se realizan los siguientes pasos, la Figura muestra
el pseudocodigo asociado:

1. Sea j < sampleRank[|i/S,]] la cantidad de 1s hasta la respuesta precomputada del
bloque anterior més cercana a ¢ en sampleRank.

2. Se debe escanear el bitmap para incluir las posiciones restantes en la respuesta. Se trata
de explotar sampleSelect para obtener una posiciéon de partida mas cercana a .

3. Sea r « |j/Ss], el bloque en sampleSelect que contiene el j-ésimo 1.

4. Se ejecuta while((sampleSelect[r + 1] > 3) < (i/8)) r < r + 1 para obtener el valor
precomputado sampleSelect mas cercano que anteceda a 7. Notar que se compara el byte
que tiene la posicion del i-ésimo 1, con la posicion del byte almacenado en sampleSelect.

5. Ahora se considera max(j,r - Ss), y sea ini la posicion inicial desde donde se debe
comenzar a escanear el bitmap original para incluir las posiciones restantes en la res-
puesta.

(a) Sij es mayor que r - S, se fija ini < [i/S,] - S,. Esto implica que se han contado
J 1s.
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(b) De otra forma, se fija ini < (sampleRank(r] > 3)-8. Esto implica que se han con-
tado 7 - S5 — (sampleSelect[r] & 7) 1s. Observar que el valor de sampleSelect|r] & 7
corresponde a la cantidad de bits 1s existentes desde el comienzo del byte.

6. Es importante notar que en ambos casos del punto anterior, se esta alineado a los bytes

de B. Ahora, se tienen | (i — ini+ 1)/8] bytes restantes para ser escaneados. Dado que
se estd alineado, simplemente se escanea utilizando la operaciéon popcountE] en el byte.
En el caso que el ultimo byte no necesite ser escaneado por completo, se escanean las
correspondientes posiciones bit a bit.

En la Figura se muestra como responder la consulta rank(B,59) para la estructura de
datos construida en la Figura [4.1} Siguiendo los pasos descritos se obtiene la respuesta a
la consulta, aprovechando el muestreo para select. La flecha negra indica la posiciéon inicial
considerando solo el muestreo para rank. Sin embargo, al usar el muestreo para select se
obtiene una mejor posicion inicial, indicada por la flecha blanca. La respuesta esta dada por
la expresion (2 - 16 — sampleSelect[2]&3) + popcount(1011). Como la posicion inicial obtenida
es 2, se conoce que hay 2 -S; = 216 1s hasta la posicion indicada por sampleSelect[2],
menos los 1s que sobran en el ultimo byte, ya que se comienza a hacer popcount desde ahi,
escaneando s6lo los bits indicados con la zona sombreada.

S4=5,=16
v
|

]
B ;.10110111|o1110111.|1o1o1ooo|o1;111111|111o1ooo|1ooo1o1o‘looo1oooo|1o1i“|oo1o

r O 1

-N<—

sampleRank EO 12 : 22 29 : 34

sampleSelect 0 byte 3 byte 7

unos: 1 unos: 2

rank(B,59) = (2*16 - sampleSelec2]&3) + popcount(1011) = (832-2) + 3 =33

Figura 4.2: Ejemplo de consulta rank en la estructura de muestreo combinado.

Para responder una consulta select(B, ), se realizan los siguientes pasos, cuyo pseudocodigo
se muestra en la Figura [4.5}

1.
2.

Sea pos < [i/Ss], el indice del bloque en sampleSelect més cercano a i.

Sea j < (sampleSelect[pos] > 3)-8 la posicion inicial (en bits) del byte donde comienza
el bloque pos.

. Para obtener una mejor posiciéon de partida y evitar un escaneo innecesario en el bitmap,

se trata de explotar los valores almacenados en sampleRank.
Sea r < [j/S,] el bloque en sampleRank que contiene la j-ésima posicion.

. Se ejecuta while(sampleRank|r + 1] < i) r < r+ 1 para obtener el indice del bloque en

sampleRank que contiene el i-ésimo 1.

! Popcount es una tabla de valores precomputados que entrega la cantidad de 1s en un byte, similar a la

descrita en la Seccién
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6. Ahora se considera el méax(j,r - S,), y sea ini la posicion mas cercana a i segin el
muestreo combinado.

(a) Si j es mayor que r - S,, se fija ini < j. No se gana informacion adicional de

sampleRank, y quedan i — pos-Ss+ (sampleSelect[pos] & T) bits en 1 por encontrar.

(b) De otra forma, se fija ini < r - S,, que indica que se han contado sampleRank|r]
1s hasta la posicion ini, por lo que faltan i — sampleRank|r| 1s por encontrar.

7. Notar que nuevamente se esta alineado a los bytes de B ya que en ambos casos del
punto anterior ini apunta al comienzo de un byte. Ahora, se deben encontrar los 1s
restantes. Para hacer esto, se escanean los bytes del bitmap, comenzando por el byte
que comienza en ini y aplicando la operacion popcount hasta el byte con el i-ésimo bit.
En caso que este ultimo byte no necesite ser escaneado completo, se escanea bit por
bit.

La Figura ilustra la respuesta a la consulta select(B, 30), también sobre la misma estruc-
tura que para rank. En este caso, la posicion inicial utilizando sampleSelect, indicada con la
flecha blanca, no es la mas conveniente como punto de partida. Al considerar sampleRank se
obtiene una mejor posicién inicial, indicada con la flecha negra, que minimiza la cantidad de
bits, indicados por la zona sombreada, que deben ser escaneados individualmente. Note que
el escaneo bit por bit para la secuencia 0001 retorna 3 porque indica la posicion, indexada
desde 0, del dltimo bit escaneado.

Sg=S,=16
roo 1 2 3 4
! ! 47 !
B ;.10110111|o1110111.|1o101ooo|o15111111|111o1ooo|1ooo1o1o.looo1oooo|1o1{|oo1o
sampleRank {0 12 22 29 i 34
] ] ]
sampleSelect Q byte 3 byte 7
unos: 1 unos: 2

select(B,30) = r * S, + escaneo_bit_por_bit(0001) =3*16 +3 =51

Figura 4.3: Ejemplo de consulta select en la estructura de muestreo combinado.
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1: function RANK(i)

2 J < sampleRank[|i/S,]]

3 = [5/5)

4: while (sampleSelect|r + 1] > 3) < (i/8) do
5: r<r-+1

6 end while

7 i, m < 0

8 if 7 > r«x S then

9: m < j

10: ing < |i/S,] * S,

11: else

12: m < 1 x S — (sampleSelect[r] & 7)

13: ini < (sampleSelect[r] > 3) % 8

14: end if

15: posicionesRestantes < (i — ini + 1)

16: bytesRestantes < | posicionesRestantes /8|

17: posIni < |ini/8]
18: posFin < posini + bytesRestantes
19: while poslni < posFin do

20: m <— m + popcount(B|posIni])

21: posini < posini + 1

22: end while

23: bitsRestantes < posicionesRestantes & 7

24: if bitsRestantes > 0 then

25: m <— m + popcount(B[posIni]) < (8 — bitsRestantes)
26: end if

27: return m

28: end function

Figura 4.4: Algoritmo para responder rank utilizando la estructura de muestreo combinado.
B se considera como un arreglo de bytes.
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1: function SELECT(i)

2 pos < |i/Ss]

3 J < (sampleSelect[pos] > 3) * 8

4: r< |j/S]

5: while sampleRank[r + 1] < i do

6 r<r+1

7 end while

8 if j > r* S, then

9 ini < j
10: bitsRestantes < i — pos * Ss + (sampleSelect[pos] & 7)
11: else

12: i <—rx* .S,

13: bitsRestantes < i — sampleRank|r]
14: end if

15: posIni < |ini/8|
16: repeat

17: bitsRestantes < bitsRestantes — popcount(B[posIni])
18: posini < posini + 1

19: ini < ini + 8

20: until bitsRestantes < 0

21: ultimoByte < B[posIni — 1]

22: posBit «— 7
23: while bitsRestantes < 0 do

24: if (ultimoByte > posBit)&1 then
25: bitsRestantes < bitsRestantes + 1
26: end if

27: posBit < posBit — 1

28: mi — i — 1

29: end while

30: return i + 1

31: end function

Figura 4.5: Algoritmo para responder select utilizando la estructura de muestreo combinado.
B se considera como un arreglo de bytes.
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4.2. Select 1 Nivel

En esta estructura de datos el bitmap se particiona en bloques de S 1s. Los bloques se
clasifican como densos o dispersos de acuerdo a un pardmetro d, y se utiliza un nivel de
directorio para almacenar respuestas select precomputadas para bloques dispersos. En el
caso de los bloques densos, las respuestas a select se buscan directamente en el bitmap de
entrada.

4.2.1. Creacion de la Estructura

Para un bitmap de n bits B[1,n|, con m bits en 1, se realizan los siguientes pasos:

1. El bitmap se divide en bloques con S bits en 1. Con esto se consigue tener b = m/S
bloques de tamano r, con r variable considerando que depende de la distribucion de
los bits 1 del bitmap. Para estos bloques se almacena en una tabla R las posiciones en
donde termina cada bloque, con respecto al bitmap de entrada, utilizando m/Slogn
bits. Con ello, en tiempo de consulta se puede conocer ademas el tamano de un bloque,
por lo que 7 no necesita ser almacenado.

2. Para los b bloques interesa conocer cuéles son densos y cuales dispersos. Si el tamano r
de un bloque es tal que S/r < d, con d un parametro entre 0 y 1, entonces el bloque se
considera disperso, y en otro caso se considera denso. Para marcar cuales son los bloques
densos y cuéles son los bloques dispersos se utiliza un nuevo bitmap C' utilizando m/S
bits, tal que el i-ésimo bit de C' esté asociado al i-ésimo bloque. Si dicho bit es 0, el
bloque es denso y si el bit es 1 el bloque es disperso.

3. Para cada bloque disperso se almacenan las S respuestas select relativas al inicio del
bloque en una nueva tabla A, que a lo mas tendra %dSlogn =n-d-logn bits. Con
esto se logra optimizar la consulta select para los bloques dispersos. En otro caso, sélo

se conoce a qué bloque pertenece el bit buscado, y se requiere un escaneo de a lo méas
S/d bits.

En resumen, el espacio total utilizado por la estructura de datos esta dado por (m/S +n -
d) log n bits obteniendo un tiempo de respuesta de O(S/d). Esto permite elegir el compromiso
deseado entre espacio extra y tiempo de consulta. En la Figura [4.6|se muestra una estructura
de ejemplo.

4.2.2. Consulta Select Utilizando la Estructura

Al momento de responder la consulta select(B, i) sobre la secuencia de n bits en B[1,n| se
realizan los siguientes pasos:

1. Obtener el bloque b = [i/S] al que pertenece el i-ésimo bit. La posicion inicial de este
bloque es p = R[b— 1]+ 1, pues corresponde a un bit méas que el fin del bloque anterior.

2. Consultar en C el bit en la posicion b, para saber si el bloque es denso o disperso.
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d=0.4 S=4
R 12 23 29 43 47

B 110000000011011010000100/101011/11000100010000{1 111

— — — — — —

i

[011011][0138]0159 ]

Figura 4.6: Ejemplo de estructura Select 1 Nivel para una secuencia de bits. Se consideran
los parametros d = 0.4 y S = 4.

3. En el caso de los bloques densos, se escanea el bloque b en B, recorriéndose S/d bits.
Estos se procesan de a bytes con la operacion popcount.

4. En el caso de ser un bloque disperso se realiza rank(C,b) (para lo cual se utiliza la
estructura de datos clasica para responder rank y select propuesta por Gonzalez et
al. [16]), con el objetivo de obtener la posicion en el directorio A que tiene almacenada
la posicion directa de select(B, 1), aprovechando la estructura de datos bajo la cual se
dividio.

La Figura muestra un ejemplo de consulta select(B, 15) para la estructura de ejemplo del
punto anterior. En el ejemplo se utilizan los directorios ya que la respuesta se encuentra en
un bloque disperso.

ad=0.4 S=4
R 12 23 29 43 47
B 1100000000110/11010000100/101011/11000100010000(1111
— ~ e — ~ — — -~ —
C 0

[

A [011011J0138]015 9|

select(B,15)

R[2] + A[(rank(C,3)-1) * S+ (15mod S) - 1] + 1
29 +A[(2*4)+3-1]+1
29 + A[10] +1
29 +5+1
35

Figura 4.7: Ejemplo de consulta select sobre la estructura Select 1 Nivel para una secuencia
de bits. Se consideran los parametros d = 0.4 y S = 4.
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1: function SELECT(i)

2 b+ [i/5]

3 p— Rb—1]+1

4: bitDensidad < ObtenerBit(C,b)

5: if bitDensidad = 0 then

6 return popcount secuencial(B,p,i — (b S))
7 else

8 index < rank(C,b) — 1

9: return p — 1 + Afindezr x S + (i mod S) — 1] + 1
10: end if

11: end function

Figura 4.8: Algoritmo para responder select en la estructura con un nivel de directorio.
La funcion popcount secuencial(B,p, k) cuenta en B la cantidad de posiciones utilizando
operaciones popcount desde la posicion p hasta encontrar el k-ésimo 1. A es el arreglo con las
respuestas select almacenadas en el directorio. ObtenerBit(C,b) retorna el valor del b-ésimo

bit en C.

4.2.3. Select 1 Nivel con Codificacion

Esta estructura de datos es una variaciéon de Select 1 Nivel que, en vez de utilizar A para
acelerar las respuestas en bloques dispersos, reutiliza el mismo espacio utilizado por el bloque
en el bitmap de entrada para almacenar las respuestas select precomputadas. Con esto se
logra disminuir el espacio utilizado por la estructura de datos.

La construccion de la estructura de datos es idéntica a la version descrita en la Seccion [4.2.1]
salvo para los bloques dispersos. En este caso, se sobreescribe el bloque disperso con una
codificacion de las respuestas select dentro del bloque. Un requisito adicional para clasifi-
car un bloque como disperso es que tenga espacio suficiente para almacenar las respuestas
codificadas. La idea es minimizar la busqueda lineal dentro del bloque, con las respuestas
precalculadas, y no incurrir en gasto extra de espacio, reutilizando la misma memoria del
bloque. Para hacer un uso 6ptimo de este espacio se codifican las respuestas a almacenar.

Se implementaron dos esquemas de codificacion, uno utiliza codificacion Gamma (Secci()n,
y el otro utiliza codificacion Simple9 (Seccion . En ambos esquemas, en vez de almace-
nar el valor completo de las respuestas select (), se codifica la primera respuesta del bloque y
luego se almacenan las diferencias acumulativas respecto a la respuesta anterior. Para obtener
la respuesta asociada al [-ésimo 1 del bloque, se decodifican y suman las [ primeras diferen-
cias. El pseudocodigo es idéntico al de la Figura [4.8] salvo por la obtencién de la respuesta
select relativa al bloque disperso. La Figura muestra este algoritmo.

En la Figura se presenta la primera etapa de la construcciéon de la estructura, don-
de se crean los bloques cada S 1s, y se verifica si los bloques son densos o dispersos. Luego,
en la Figura [4.10p, para los bloques dispersos se almacenan las respuestas codificadas de
select del bloque, en el segmento correspondiente de la secuencia original. Aqui f se refiere
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ya sea a la funcién de codificacion Gamma o Simple9, descritas anteriormente. Notar que en
esta estructura de datos ya no existe la tabla A, como en la estructura de la Figura [4.6

1: function SELECT(i)

2 b« |i/S]

3 p— Rb—-1]+1

4: bitDensidad < ObtenerBit(C,b)

5: if bitDensidad = 0 then

6 return popcount secuencial(B,p,i — (b* S))
7 else

8 index < rank(C,p)

9: return p — 1 + DecodificarRespuesta(b,i mod S)
10: end if

11: end function

Figura 4.9: Algoritmo para responder select en la estructura para select con un nivel de di-
rectorio usando codificacion. DecodificarRespuesta(b, k) retorna la k-ésima respuesta relativa
almacenada en el bloque b, decodificando y sumando las k primeras diferencias.

d=0.4 S=4
R 12 23 29 43 47

a) B 110000000011011010000100/101011/11000100010000{1 111

— . o g _ — . __
C 1 1 0 1 0
R 12 23 29 43 47
b) B f(1) (1) £(9) (1) f(1) f(1) f(2) f(5) 101011 f(1) (1) f(4) f(4) 1111
— . N , _ — . __
c 1 1 0 1 0

Figura 4.10: Ejemplo de construccion de la estructura select de 1 nivel utilizando codificacion.
En a) se muestra la secuencia original donde solamente se han marcado los bloques densos
y dispersos. En b) se muestra la secuencia modificada donde cada bloque disperso almacena
sus respuestas codificadas por alguna funciéon f.

4.3. Estructura para Bitmaps Dispersos

En la propuesta de Raman et al. [29] hay dos factores que influyen en el costo extra de
espacio. En primer lugar, la tabla R que almacena los identificadores de clase k£ de cada
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bloque, utiliza n - [log(t + 1)/t] bits, por lo que al usar valores grandes de t se minimiza
este costo de espacio. Sin embargo, el segundo factor es la tabla smallrank, que utiliza 2't
bits, por lo que se debe seleccionar cuidadosamente un ¢ que considere estos factores. Por
ejemplo, en la implementacion de Claude y Navarro (Seccion se utiliza t = 15, obte-
niendo un costo extra de [log(15+1)/15] = [4/15] ~ 27 %, y una tabla universal de 128 KB.

Esta nueva estructura de datos para bitmaps dispersos se basa en la idea propuesta por
Raman et al. |29]. La idea es almacenar las respuestas rank(B, i) para los superbloques y los
valores (k,r) correspondientes a cada clase, al igual que en la estructura de datos original,
pero sin almacenar la tabla smallrank. En lugar de esto, se genera el valor que se requiere
de ella en tiempo de consulta. Como en esta soluciéon no se almacena la tabla smallrank, es
posible generar clases con largo t = 31 y t = 63, obteniendo un espacio extra de tan sé6lo
16 % y 9.5 %, respectivamente?]

De manera similar a la implementacion de Claude y Navarro, en la tabla S se almacenan los
identificadores r de cada bloque con k 1s utilizando [log (2)] bits para cada valor almace-
nado. Como los valores de k£ son variables en cada bloque, S almacena una codificacion de
largo variable de los valores de r. Para acelerar el acceso al identificador r en el dltimo blo-
que consultado al responder las consultas rank o select, se mantiene la tabla PosS donde se
almacena la posicion del bit en S donde comienzan los identificadores para cada superbloque.

A continuaciéon se explica el proceso de asignacion de los valores (k,r) a un bloque y la
reconstruccion de un bloque utilizando estos valores.

4.3.1. Codificacién en Tiempo de Construccion

La tabla smallrank almacena las respuestas rank parciales para cada clase. La expresion
smallranky|r, 7] identifica la respuesta rank para el r-ésimo bloque de la clase k hasta la
posicion j (relativa al bloque). Dado que en esta nueva solucion no se tiene la tabla smallrank,
para responder las consultas rank/select, es necesario reconstruir el bloque representado por
el par (k,r). Durante la construccion de la estructura se ordenan los bloques de una clase
considerando la presencia de 1s en las posiciones menos significativas. Sea © = xg, ..., T;_1 un
bloque de largo ¢ cuyo bit menos significativo esta en la posicion (t — 1) y que tiene k 1s.
Luego, para asignar el identificador r al bloque, se ejecuta el algoritmo de la Figura[d.11] que
se explica a continuacion:

1. Sea j <t —1.
2. Dado un z que tiene largo ¢, con k 1s, r € [rmin, rmaz|, donde rmin < 0y rmaz <
t
(k) - L
3. Siz; =1 se decrementa el valor de k, y se tienen k 1s para las siguientes j posiciones.
Esto lleva a que rmax tome el valor rmax < rmin + ((fﬁ) — 1).

4. En otro caso, se fija rmin < rmax — ((i) — 1)

5. Si rmax = rmin, entonces r <— rmin es el identificador asignado al bloque y se termina.

2No se usan clases de largo mayor a 63, pues en procesadores actuales de 32 y 64 bits se requiere aritmética
especial, con mucho peor desempeno, para procesar multiples palabras de memoria.
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En otro caso, se decrementa j en uno, y se contintia desde el paso [3|

1: function ASIGNARIDBLOQUE(t, k, x)
2: j—t—1

3: rmin <— 0, rmax <— (Z) —1

4: while rmin < rmazx do

5: if z; = 1 then

6 k+—k—1

7 rmax < rmin + ((i) — 1)
8 else

9: AN <— Tmax — ((i) — 1)
10: end if

11: j—5—1

12: end while

13: return rmin

14: end function

Figura 4.11: Algoritmo para codificar en tiempo de construccién el identificador r asignado
a un bloque.

Es importante observar que en esta codificacion los identificadores se asignan primero a las
secuencias de bits que tienen los 1s en las posiciones menos significativas. Por ejemplo, si
t =4y k =2, se tienen las combinaciones {0011,0101, 1001,0110, 1010, 1100} a las que se
asignan los identificadores {0, 1,2, 3, 4,5} respectivamente. En particular, si (2) =1 la clase
tiene s6lo una combinacion con identificador r = 0.

4.3.2. Decodificacién en Tiempo de Consulta

A continuacién se explica como se reconstruye un bloque con x = xy, . .., x;_1 bits, conociendo
solamente el par (k, ). La reconstruccion se realiza bit por bit comenzando por el bit menos
significativo. Para este proceso se asume que r fue asignado con el algoritmo se la seccion
anterior. El procedimiento general de reconstruccion del bloque se explica en los siguientes
pasos:

1. Sea j < t, rmin < 0,y rmax < (fc) - 1.
2. Se decrementa j en 1.

3. Se asume que z; = 1. Luego, debido a la suposiciéon se define rmaz’ < rmin +
((ki 1) — 1) como el nuevo limite posible.

4. Para verificar la suposicion previa, se compara r con rmaz’. La suposicion es verdadera
si y solo si r < rmax’.
5. Si r < rmaz’ entonces se decrementa k < k — 1, y se asigna rmax < rmaz’.
- : ' —_((7 =
6. En otro caso, x; = 0 y se fija rmin < rmax ((k) 1).
7. Si k = 0 entonces las posiciones restantes solo contienen 0s. Si no, se continta desde el
paso 2
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La reconstruccion del bloque se realiza sélo segtin sea necesario para responder a una consulta
rank o select. En el primer caso se reconstruye hasta la posicion w relativa al bloque, y en el
segundo caso se reconstruye hasta encontrar el w-ésimo 1. El pseudocodigo para cada caso
estda dado en las Figuras y respectivamente.

Require: w <t
1: function RECONSTRUIRRANK(k, 7, w)

2: gt

3: rmin <— 0, rmax <— (Z) — 1, rmaz’ < rmax
4: 14 0,c+0

5: while £ > 0 do

6: jj—1

7: rmazx’ < rmin + ((kil) — 1)
8: if r < rmaz’ then

9: rmax < rmax’

10: k+ k-1

11: c+—c+1

12: else

13: rmin < rmaxr — ((i) — 1)
14: end if

15: if i = w then

16: return c

17: end if

18: 1+1+1

19: end while
20: end function

Figura 4.12: Algoritmo para reconstruir el bloque identificado por r para encontrar cuéntos
1s hay en ese bloque hasta la posiciéon w relativa al bloque.

4.3.3. Respondiendo rank y Select

Para esta seccién se considera una secuencia binaria B de largo n, particionada en bloques
de tamano ¢, con s bloques en cada superbloque, y la tabla de sumas parciales sumR (como
se defini6 en la Seccion [3.2.1)). Para responder la consulta rank(B, i), se realiza lo siguiente:

1. Sea sb = |i/(s - t)] el superbloque que contiene el i-é¢simo bit. La cantidad de 1s
acumulada hasta este superbloque es rankB = sumR|[sb].

2. Se conoce que b = sb - s es el bloque de inicio del superbloque sb, y que ¢ = |i/t] es el
bloque que contiene el i-ésimo bit.

3. La respuesta esté dada por la expresion:

q—1
rankB + (Z kc> + ReconstruirRank (ky, ry, 1 mod t)

c=b

donde k. es la cantidad de 1s en el bloque c-ésimo (valores almacenados en la tabla R).
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Require: w <t
1: function RECONSTRUIRSELECT(k, 7, w)

2: j <t

3: rmin <— 0, rmax < (,’i) — 1, rmaz’ < rmax
4: 14 0,c+<0

5: while £ > 0 do

6: J7—1

T: rmax’ < rmin + ((kil) — 1)
8: if » < rmaz’ then

9: c+—c+1

10: if ¢ = w then

11: return ¢

12: end if

13: rmax < rmax’

14: kE+—k—1

15: else

16: rMAN — TMmax — ((i) — 1)
17: end if

18: 141+ 1

19: end while
20: end function

Figura 4.13: Algoritmo para reconstruir el bloque identificado por r para encontrar la posicion
del w-ésimo 1 relativo al bloque.

Para responder a una consulta select(B, ), se realiza lo siguiente:

1. Se ejecuta una busqueda binaria sobre las respuestas rank almacenadas para los super-
bloques, para obtener el indice sb del superbloque que contiene el i-ésimo 1.

2. Al igual que en el algoritmo previo, conociendo sb se obtiene b = sb - s, el bloque de
inicio del superbloque sb.

3. Se define m = sumR[sb] como los 1s encontrados hasta la posicion de inicio de sb.

4. Se incrementa m agregando los k. 1s de cada bloque ¢ en sb, comenzando por b, hasta
que se cumple m > i. Sea ¢ este dltimo bloque y p la cantidad de bloques recorridos
sin incluir el bloque gq.

5. La posicion del i-ésimo 1 esta dada por:

t- (sb- s+ p)+ ReconstruirSelect(ky, 74,1 — (m — ky))
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1: function RANK(7)

2 sb <+ |i/(sxt)]

3 rankB < sumR|[sb]

4: b sbxs, q<« [i/t]

5: pos < PosS|[sb]

6 forc<btoqg—1do

7 k. < R[]

8 rankB < rankB + k.

9: pos < pos + [log (]:Cﬂ

10: end for

11: ky < Rlq]

12: 1, < ObtenerIndice(S, pos, pos + [log (ktqﬂ —1)
13: return rankB + ReconstruirRank (kg 74, (¢ mod t))
14: end function

Figura 4.14: Algoritmo para responder una consulta rank en la estructura para bitmaps dis-
persos. ObtenerIndice(S, ini, end) obtiene el identificador r del bloque donde esta la posicion
i, leyendo la tabla S entre las posiciones ini y end. Recuerde que los valores [log (ktﬂ estan
precalculados.

1: function SELECT(7)
2 sb < BusquedaBinaria(sumR,0, |n/s|,1)
3 b sbxs

4: posEin < PosS|[sb]
5: m <— sumR|sb]
6 c+b

7 posLocal <— sb x s xt
8 while m <7 do

9

: k. < R|c]
10: m < m+ ke
11: posLocal < posLocal + t
12: posFin < posFin + [log (;cﬂ
13: c+—c+1

14: end while

15: k, < R[]

16: r, < ObtenerIndice(S, posFin — [log (ktcﬂ , posFin — 1)

17: return posLocal — t + ReconstruirSelect(ky,rq,7 — (m — ky))
18: end function

Figura 4.15: Algoritmo para responder una consulta select en la estructura para bitmaps
dispersos. Recuerde que los valores [log ( kt )1 estan precalculados.
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4.3.4. Combinando con el Esquema de Particionamiento Regular en
1s y Select de 1 Nivel

Con el objetivo de optimizar atin mas el tiempo de respuesta a una consulta select, se modifi-
ca la estructura de datos para incorporar la idea del muestreo combinado y Select de 1 Nivel,
combinando las ideas de las Secciones [1.1y [£.2] El problema es que al tener bitmaps dispersos
o con runs de Os muy largos, el muestreo para rank obliga a recorrer innecesariamente estas
subsecuencias. Por lo tanto, la modificaciéon consiste en agregar un particionamiento regular
cada S 1s de manera de precalcular las respuestas en los bloques muy largos (dispersos),
evitando recorrer los valores precalculados de rank en ellos. Ademas, el particionamiento re-
gular en 1s evita la bisqueda binaria en el arreglo completo. Con el particionamiento regular
en 1s se obtienen m bloques de largo variable segtin la densidad del bitmap, es decir, cada
bloque my, tiene largo Iy, y posicion inicial pos,,.

Durante la construccion de la estructura, se clasifican los m bloques como densos o dis-
persos, segiin un parametro d € [0, 1]. Si S/l > d, entonces el bloque my, es denso. En otro
caso el bloque es disperso.

En una tabla SampleSelect, para cada bloque se almacena cierta informaciéon segun la cla-
sificacion del bloque. Si el bloque my es denso, entonces se almacena en SampleSelect|k] =
|posi/ls| - Ly, que equivale a la posicion inicial del superbloque donde se encuentra el k-
ésimo 1, donde [, es el largo del superbloque del muestreo para rank que contiene la posicion
pos;. En cambio, si el bloque es disperso, entonces SampleSelect[k] = y + ', donde y es una
constante tal que y > |B|, e ¥’ es un contador que comienza en 1 y se incrementa para cada
bloque disperso.

Finalmente, para cada bloque disperso se almacena en una tabla sparseBlocks las respuestas
select respecto del bitmap B. Si el bloque my, es disperso y tiene asociado el contador vy,
entonces sus respuestas en sparseBlocks comienzan en la posicion y;, - Ss.

Para responder a una consulta select(B, 1) se realiza lo siguiente:

1. Sea m = |i/Ss] el bloque del muestreo para select que contiene el i-ésimo bit.
2. Consideramos el valor de SampleSelect|m]

3. Si SampleSelectim| > y entonces el bloque es disperso, y su contador asociado es
y' = SampleSelectim| — y. Por lo tanto, la respuesta a la consulta select esta dada
por sparseBlocks|(y' - Ss) + (i mod S;)].

4. En otro caso, sea j <— SampleSelect[m] la posicion inicial del superbloque que contiene
el i-ésimo 1.

5. Sea 1 < [j/ls ] es el indice en sumR del superbloque que comienza en la posicion j.

6. Ahora se trata de explotar sumR para obtener una mejor posiciéon de partida.

7. Se ejecuta while(sumR[r+1] < i) r < r+1 para obtener el indice del superbloque mas
cercano a .

8. Ahora se considera el méx(j,7-ly ), sea ini la posicion mas cercana a i segiin el muestreo
combinado, y sea bitsRestantes la cantidad de 1s por encontrar.
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10.

(a) Sijesmayorar-lg,sefija ini < |j/ls] Ly, y bitsRestantes <— i— sumR][|j/ls |].
(b) De otra forma, se fija ini < r - lg, por lo que bitsRestantes < i — sumR]r].

Se decrementa bitsRestantes restando los k. 1s de cada bloque ¢ en el superbloque
lini/lg |, hasta que se cumple bitsRestantes < 0. Sea ¢ este ultimo bloque y p la
cantidad de bloques recorridos sin incluir el bloque q.

La posicion del i-ésimo 1 esta dada por ini+p-t+ ReconstruirSelect(ky, 4, bitsRestantes+
kq)-
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Capitulo 5

Resultados Experimentales

En este capitulo se presentan los resultados experimentales obtenidos con las nuevas es-
tructuras de datos, y se comparan con las implementaciones existentes presentadas en el
Capitulo 3. Los resultados se exponen en el mismo orden en que fueron presentadas las solu-
ciones en el Capitulo ]

Todos los experimentos fueron realizados en un computador que tiene 2 procesadores In-
tel Core2 Duo, con 3 Ghz y 6 MB de caché y 8 GB de RAM. El sistema operativo es Ubuntu
8.04.04. Se utiliz6 el compilador gcc con todas las optimizaciones. Los experimentos se rea-
lizaron sobre bitmaps de entrada de distintas densidades (cantidad de 1s del bitmap).

5.1. Resultados de Estructura de Muestreo Combinado

Con el objetivo de evaluar el rendimiento de esta nueva estructura de datos, se compara con
las implementaciones de las estructuras de datos planas existentef]:

e Clark : estructura de Clark (Seccién [3.1.3), que agrega un 60 % extra al bitmap de
entrada (implementado por R. Gonzalez).

e RG 37 %: implementacion de Gonzalez et.al (Seccion [3.1.2]) con dos niveles de directorios,
bloques y superbloques, que utiliza un 37 % de espacio extra.

e RG 1 Nivel: implementacion de Gonzalez et. al. (Seccion [3.1.2)) con un nivel de direc-
torio. El espacio utilizado depende de la configuracion de sus parametros.

e Vigna rank9sel: implementacion de Vigna (Seccion [3.1.5)) que usa rank9 como estruc-
tura de datos basica y agrega select9 para responder select en tiempo constante.

e Vigna rank9b: implementaciéon de Vigna que usa rank9 como estructura de datos
bésica y ejecuta select usando hinted binary search (Seccion (3.1.5)).

e Vigna Simple select: implementacién de Vigna de la estructura de datos Simple

select (Seccion [3.1.5)).

!Las implementaciones de Gonzalez et.al se obtuvieron mediante comunicacién personal con Rodrigo
Gonzalez. Las implementaciones de Vigna se encuentran disponibles en http://sux.di.unimi.it/sux-0.
7.tar.gz. Darray, adaptado a la libreria libcds, se encuentra en http://libcds.recoded.cl/.
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e darray: implementacion de la estructura de datos darray de Okanohara y Sadakane

(Seccion [3.1.4)

En los experimentos se considera la estructura de muestreo combinado considerando sus pa-
rametros S, y S, que definen los muestreos para rank y select, respectivamente. Recuerde
que en esta version las consultas rank y select sacan provecho de los dos muestreos.

Junto con esto, para estudiar la influencia de responder las consultas utilizando ambos mues-
treos, se crea una version modificada de la estructura de muestreo combinado donde cada
tipo de consulta s6lo utiliza su muestreo correspondiente. En cada caso, segin corresponda,
se evaltan diferentes valores para S, y Ss, en el rango de [28, 213].

Se hicieron dos experimentos: en el primero, se ejecutaron consultas select y rank de forma in-
dependiente para evaluar su desempeno, con diferentes densidades del bitmap de entrada. En
el segundo experimento, se emula una aplicacién real que requiera los dos tipos de consulta,
por lo que se ejecutan consultas combinadas variando la proporciéon de consultas rank y select.

A continuacion se detallan las configuraciones de los experimentos realizados y los resul-
tados obtenidos en ellos.

5.1.1. Consultas Independientes

En estos experimentos se generaron bitmaps aleatorios de densidad (proporcion de 1s) 10 %,
50 % v 90 %. Luego se ejecutaron 1.000.000 de consultas aleatorias rank y select. Se reali-
za un experimento para cada valor S, en [282'3] donde S, queda fijo y S, varia entre [28, 213].

Como se muestra en las Figuras y 6.3, la nueva técnica provee un continuo de
desempeno en espacio y tiempo segtun se varia S, y 9. La zona mas interesante es donde el
espacio extra es inferior al 5 % y los tiempos son menores a 0.2 microsegundos (para rank) y
0.3 microsegundos (para select). En particular, usando S, = 1024 y S,=8192 se alcanza un
espacio extra de alrededor de 3% y tiempos en el rango 0.1-0.2 microsegundos (para rank)
y 0.2-0.25 (para select). Este tradeoff entre espacio y tiempo no habia sido logrado anterior-
mente.

Al considerar el desempeno sin utilizar S, se observa que el uso del muestreo de select no
genera una gran diferencia para rank (por lo que se podria usar la técnica bésica que no
utiliza sampleSelect). Sin embargo el desempeno sin utilizar S, muestra que select se acelera
considerablemente usando el muestreo de rank, aunque la diferencia disminuye a medida que
aumenta la densidad del bitmap. Como resultado, la nueva estructura de datos combinada
es mejor que juntar dos estructuras independientes, como ocurre en la mayoria de las estruc-
turas de datos en la literatura.

Por otro lado, para rank, estructuras de datos como rank9b, rank9sel y darray ocupan
significativamente més espacio y no son mas rapidas que la nueva combinacion de 3% en
espacio. Solo la estructura RG 37 % |16 es considerablemente mas rapida y atn asi requiere
10 veces més espacio. La estructura RG 1 Nivel alcanza un desempeno muy similar al de la
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Consultas Rank, bitmap de densidad 10%
0.6 T T T T

dar‘ray +
RG37% X
RG 1 Nivel —x—
0.5 Vignarank9sel o
Vignarank9b m
Sr=256, Ss=256-8192 —&—
Sr=512, Ss=256-8192 —a—
0.4 - Sr=1024, Ss=256-8192 —s— _|
Sr=2048, Ss=256-8192 —v—
Sr=4096, Ss=256-8192 —o—
Sr=8192, Ss=256-8192 —e—
Sr=256-8192, no Ss

Tiempo (microsegunds)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
bits por bit

Consultas Select, bitmap de densidad 10%
2 T T T T T T

darray‘ +

RG37% x
RG 1 Nivel —«—

Vignarank9sel o

Vignarank9b m

Vigna simple_select o
Clark o |

Sr=256, Ss=256-8192 —a—

Sr=512, Ss=256-8192 —a—
Sr=1024, Ss=256-8192 —v— -

Sr=2048, Ss=256-8192 —v—
Sr=4096, Ss=256-8192 —¢— |

Sr=8192, Ss=256-8192 —e—
Ss=256-4096, no Sr

Tiempo (microsegundos)

0 I I I I I I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6

bits por bit

Figura 5.1: Consultas rank y Select para bitmaps planos con densidad de 10 %. El espacio
corresponde al espacio extra sobre el bitmap.

nueva estructura.

Sin embargo, para select RG 1 Nivel tiene un peor desempeno. Otras estructuras de da-
tos que no alcanzan mejor tiempo que la nueva combinacion (que utiliza 3 % espacio extra)
pero que usan mas espacio son: rank9b, rank9sel, RG 37 %, darray y Clark. El mejor desem-
peno, atin asi no competitivo con el trabajo presentado en esta tesis, es el de Simple select.
Este logra tiempo similar pero utiliza 2 a 3 veces méas espacio que nuestra combinaciéon de
3% de espacio.
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Consultas Rank, bitmap de densidad 50%
0.7 T T T T T

darra‘y +
RG37% X
RG 1 Nivel —x—
Vignarank9sel © |
Vignarank9b m
Sr=256, Ss=256-8192 —&—
Sr=512, Ss=256-8192 —a— _|
Sr=1024, Ss=256-8192 ——
Sr=2048, Ss=256-8192 —v—
Sr=4096, Ss=256-8192 —o—
Sr=8192, Ss=256-8192 —e— |
Sr=256-8192, no Ss

Tiempo (microsegundos)

1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55
bits por bit

Select, bitmap de densidad 50%
1 T T T T T T

darray‘ +
RG37% x
RG 1 Nivel —«—
Vignarank9sel o
Vignarank9b m
Vigna simple_select o
Clark o
Sr=256, Ss=256-8192 —a—
Sr=512, Ss=256-8192 —a—
Sr=1024, Ss=256-8192 —=— —
Sr=2048, Ss=256-8192 —v—
Sr=4096, Ss=256-8192 ——
Sr=8192, Ss=256-8192 —e— 4
% $57256-8192, no Sr

Tiempo (microsegundos)

0 I I I I I I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6

bits por bit

Figura 5.2: Consultas rank y Select para bitmaps planos con densidad de 50 %. El espacio
corresponde al espacio extra sobre el bitmap.

5.1.2. Consultas Mezcladas

En este experimento se generd un bitmap aleatorio con densidad de 50 %. Luego, al igual
que en las pruebas anteriores, se ejecutaron 1.000.000 de consultas aleatorias con las siguien-
tes proporciones de consultas select/rank: 10 %/90 %, 30 %/70 %, 50 % /50 %, 70 %/30 % y
90 %/10 %. Ademas se incluye una variante de la estructura presentada en este trabajo con
el mismo valor para ambos muestreos, S, = S;.

Para aleatorizar el tipo de consulta, se construye un arreglo de tamano 1.000.000 que se
completa con 1s y Os, donde 1 indica que se debe ejecutar una consulta de tipo rank y 0 una
consulta de tipo select, luego se recorre este arreglo en tiempo de ejecuciéon para ejecutar la
consulta respectiva.
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Consultas Rank, bitmap de densidad 90%
0.7 T T T

d‘array +
RG37% X
RG 1 Nivel —x—
Vignarank9sel © |
Vignarank9b m
Sr=256,5s=256-8192 —&—
Sr=512,Ss=256-8192 —a— _|
Sr=1024,Ss=256-8192 —v+—
Sr=2048,Ss=256-8192 —v»—
Sr=4096,Ss=256-8192 —o—
Sr=8192,Ss=256-8192 —e— |
Sr=256-8192, no Ss

Tiempo (microsegundos)

0 0.05 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
bits por bit

Consultas Select, bitmap de densidad 90%
0.8 T T T

d‘array +

RG37% x

RG 1 Nivel —x— |

Vigna rank9sel

Vigna rank9b

Vigna simple_select
Clark

Sr=256, Ss=256-8192 —a—
Sr=512, Ss=256-8192 —a— |
Sr=1024, Ss=256-8192 —v—
Sr=2048, Ss=256-8192 —v—
Sr#4096, Ss=256-8192 —o—
Sr=8192, Ss=256-8192 —e—
Ss=256-8192, no Sr

eoOomO
1

Tiempo (microsegundos)

0.1 - —

0 I I I I I I I I
0 005 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

bits por bit

Figura 5.3: Consultas rank y Select para bitmaps planos con densidad de 90 %. El espacio
corresponde al espacio extra sobre el bitmap.

Los resultados se muestran en las Figuras y b.6l Se puede observar que al tener
mas de 10% de consultas select la nueva estructura no tiene paralelo. Esto es porque la
operacion select en las otras estructuras de datos es mucho mas lenta que rank y por lo
tanto una pequena fraccion de esas consultas afecta el tiempo total. En cambio, la nueva
estructura mantiene un desempeno cercano a los 0.2 microsegundos utilizando alrededor de
3% de espacio extra, lo que se alcanza con S, = 1024 y S, = 8192. La variante que utiliza
el mismo valor para ambos muestreos es generalmente subdptima; es conveniente gastar mas
espacio en el muestreo de rank.
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10% Select + 90% Rank, bitmap de densidad 50%

Tiempo (microsegundos)

0.1 ! ! ! ! !

darra‘y +
RG37% x
RG 1 Nivel —x—
Vignarank9sel o
Vignarank9b m
Sr=256, Ss=256-8192 —a—
Sr=512, Ss=256-8192 —a—
Sr=1024, Ss=256-8192
Sr=2048, Ss=256-8192
Sr=4096, Ss=256-8192
Sr=8192, Ss=256-8192
Sr=Ss=256-8192

e
v
DN
e

1
0.2 0.25 0.3
bits por bit

0.35

30% Select + 70% Rank, bitmap de densidad 50%

0.4 0.45 0.5 0.55

0.9 T T T T T

Tiempo (microsegundos)

darra‘y +
RG37% X
RG 1 Nivel —x— |
Vignarank9sel &
Vignarank9b m
Sr=256, Ss=256-8192 —a—
Sr=512, Ss=256-8192 —a—
Sr=1024, Ss=256-8192
Sr=2048, Ss=256-8192
Sr=4096, Ss=256-8192
Sr=8192, Ss=256-8192
Sr=Ss=256-8192

e
v
DN
e

0.1 L I 1 1 I I
0.2 0.25 03

bits por bit

0.35

Figura 5.4: Resultado de experimentos de consultas select/rank

ciones select/rank de 10 %/90 % y 30 % /70 %.

20

0.4 0.45 0.5 0.55

mezcladas para las propor-



50% Select + 50% Rank, bitmap de densidad 50%
1.2 T

Tiempo (microsegundos)

0 ! ! ! ! !

darra‘y +
RG37% x
RG 1 Nivel —x—
Vignarank9sel o
Vignarank9b m
Sr=256, Ss=256-8192 —a—
Sr=512, Ss=256-8192 —a—
Sr=1024, Ss=256-8192
Sr=2048, Ss=256-8192
Sr=4096, Ss=256-8192
Sr=8192, Ss=256-8192
Sr=Ss=256-8192

e
v
DN
e

1
0.3
bits por bit

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.35

70% Select + 30% Rank, bitmap de densidad 50%

0.4 0.45 0.5 0.55

14 T T T T T

1.2

Tiempo (microsecogundos)

darra‘y +
RG37% X
RG 1 Nivel —x—
rank9sel O
rank%b m
Sr=256, Ss=256-8192 —a—
Sr=512, Ss=256-8192 —a—
Sr=1024, Ss=256-8192
Sr=2048, Ss=256-8192
Sr=4096, Ss=256-8192
Sr=8192, Ss=256-8192

Sr=Ss=256-8192

e
v
DN
e

0 1 1 1 1 1

1
0.3
bits por bit

0.2 0.25 0.35

Figura 5.5: Resultado de experimentos de consultas select/rank

ciones select/rank de 50 %/50 % y 70 %/30 %.
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0.4 0.45 0.5 0.55
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90% Select + 10% Rank, bitmap de densidad 50%

12 T T T T
darray +
RG37% x
RG 1 Nivel —— |
rank9sel O
rank%b m

Sr=256, Ss=256-8192 —a—
Sr=512, Ss=256-8192 —a—
Sr=1024, Ss=256-8192 —v—
Sr=2048, Ss=256-8192 —v»—
Sr=4096, Ss=256-8192 —¢—
Sr=8192, Ss=256-8192 —e—
Sr=5s=256-8192 ——

Tiempo (microsegundos)

I I I
0.3 0.4 0.5 0.6

bits por bit

Figura 5.6: Resultado de experimentos de consultas select /rank mezcladas para la proporcion
select /rank de 90 % /10 %.
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Consultas Select Texto Inglés

T
darray 28%  +

RG37%  x
RG 1 Nivel —x—
' Clark 60%
25 | > 2-8192, d=0.0001 —8— A

1 ® 2-8192, d=0.0003 —=—

2-8192, d=0.0005 —e—
2-8192, d=0.0007 —e—
2-8192, d=0.0009 —=—
32— 8192 d=0.001 —a— +
32-8192, d=0.003 —v—
32-8192, d=0.005 ——
32-8192, d=0.007 ——
32—
b

[oMleoogoy

cooool_ I I _u_ I

3

3

3

3.

3.

1.5 b:
b:
b:
b
b

Tiempo (microsegundos)

05 | &

L A

]
»
3
3
3
>

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
bits por bit

Figura 5.7: Relacion tiempo y espacio por consulta select utilizando el texto Inglés

Consultas Select Texto Proteinas

T
darray 28%  +
RG 37%  x
RG 1 Nivel —x—
v Clark 60% (]
25 |}

2-8192, d=0.0005 —e—

[eiogogooy

Scooool_ I U i
SO I 0 I ww

S

o]

—

©

»

32-8192,
2-8192,

NP

Tiempo (microsegundos)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
bits por bit

Figura 5.8: Relacion tiempo y espacio por consulta select utilizando el texto Proteinas
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Consultas Select Texto XML

T T T T T T T T
darray 28%  +
RG37%  x
RG 1 Nivel —x—
A Clark 60% e
2.5 I b=32-8192, d=0.0001 —=—
b=32-8192, d=0.0003 —=—
b=32-8192, d=0.0005 —e—
b=32-8192, d=0.0007 —e—
b=32-8192, d=0.0009 —=—
b=32-8192, d=0.001 —=—
b=32-8192, d=0.008 —=—
$H=32-8192, d=0.005 —v—
b=32-8192, d=0.007 —<—
b=32-8192, d=0.009 —+—
32 8192, d=0.01 —e—

Tiempo (microsegundos)
o

0.5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
bits por bit

Figura 5.9: Relacion tiempo y espacio por consulta select utilizando texto XML.

5.2. Estructura Select 1 Nivel

Con el objetivo de verificar el desempeno de esta estructura en tiempo y espacio, se rea-
lizaron los experimentos que se describen a continuacién. Para estas pruebas se considera
que un bloque es disperso si la cantidad de 1s del bloque dividido por el largo del bloque es
menor a un parametro d con los valores {0.0001, 0.0003, 0.0005, 0.0007, 0.0009, 0.001, 0.003,
0.005, ..., 0.1, 0.3 }. Esta condiciéon permite garantizar espacio extra utilizado para bloques
dispersos, pero no asi el tiempo.

Para realizar las pruebas, se utilizaron los bitmaps extraidos del wavelet tree de la trans-
formada de Burrows-Wheeler de los textos de Inglés, Proteinas y XML, cada uno de 50 MB,
disponibles en http://pizzachili.dcc.uchile.cl. Se escogieron estos bitmaps debido a
que no poseen una distribucion uniforme de 1s y 0s, sino que poseen largos runs de estos
valores. Para cada prueba se crearon bloques de tamaifio b € [2°,2'3]. Como puntos de com-
paracion se utilizan las implementaciones darray, Clark, RG 37%, y RG 1 Nivel.

Para el texto Inglés, Figura [5.7, se observa que a medida que el pardmetro d aumenta,
se encuentran méas bloques dispersos, lo que lleva a un mayor espacio utilizado por la estruc-
tura, ya que para estos bloques se almacenan las respuestas para las consultas select. Con
d = 0.1 los bloques dispersos equivalen al 1% de todos los bloques creados, utilizando un
espacio extra al bitmap de 16 % con b = 512, y logrando un tiempo de 0.31 microsegundos
para cada consulta. Para b = 256 se obtiene un espacio extra de 20 %, logrando un tiempo de
0.25 microsegundos por consulta. Por otro lado, cuando b = 32 se utiliza alrededor de un 65 %
de espacio extra con tiempos muy similares a los obtenidos con b = 256. En general segtn
la gréafica conviene utilizar valores de b € {256, 512,1024,2048}. Con valores muy pequenos
para d, como 0.0001, no se encuentran bloques dispersos. Y para valores de d muy grandes
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Consultas Select Texto Inglés, utilizando Codificacion Gamma
2 T T T T

T

darray 28%  +

RG37%  x
RG 1 Nivel —x— -
Clark 60% e
4-4096, d=0.0001 —=—
4-4096, d=0.0003 —=—
4-4096, d=0.0005 —e—
4-4096, d=0.0007 —e—
4-4096, d=0.0009 —=—
4-4096, d=0.001 —=—
e
e
e
e

6.

64-4096, d=0.003
64-4096, d=0.005
64-4096, d=0.007
64—
b
b

Scooool LI ui

6!
6:
6:
6:
6!
b:
b:
b:
b
b

Tiempo (microsegundos)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
bits por bit

Figura 5.10: Resultados para bitmap Inglés, Select 1 Nivel utilizando codificacion Gamma.

no se obtienen resultados competitivos.

Para el texto Proteinas, Figura [5.8] se observa que a medida que el valor de b aumenta
se consideran menos bloques dispersos, por lo que se utiliza menos espacio extra al bitmap de
entrada en contraste del aumento de tiempo. Con d = 0.3 y b = 512 se tienen 1.2% de blo-
ques dispersos y se utiliza 12 % extra de espacio, en contraste a cuando no considera bloques
dispersos, en que utiliza un 3% de espacio extra, obteniendo, en ambos casos, tiempos muy
similares en las consultas. Es importante mencionar que para valores d ={0.0001, 0.0003,
0.0005, 0.0007, 0.0009, 0.001, 0.003, 0.005, ..., 0.1} el comportamiento es muy similar. Va-
lores 6ptimos para b son 256 y 512, obteniendo buena relacién tiempo y espacio.

Finalmente, para el texto XML, Figura se observa que para todos los valores del pa-
rametro d se encuentran bloques dispersos, y que estos bloques se encuentran en mayor
cantidad cuando d aumenta, aumentando a la vez el espacio extra utilizado. Los valores para
b interesantes son {256,512,1024}, obteniendo entre 0.25 y 0.28 microsegundos por consulta
con d = 0.0001 y d = 0.1 respectivamente, utilizando entre un 6% y 16 % de espacio extra,
respectivamente.

5.3. Estructura Select 1 Nivel con Codificacion

Como se mencion6 en la Seccion se utilizaron dos tipos de codificacion, Gamma y
Simple9, para codificar las respuestas a bloques dispersos. Para los experimentos se realizaron
1.000.000 de consultas select aleatorias sobre los bitmap de Inglés, Proteinas y XML. Al
igual que en la secciéon anterior, como puntos de comparacion se utilizan la implementaciones
darray, Clark, RG 37%, y RG 1 Nivel.
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Consultas Select Texto Proteinas, utilizando Codificacion Gamma

1 T T T T T
darray 28%  +
RG 37% x
09 RG 1 Nivel —x— -
Clark 60% o
b=64-2048, d=0.0001 —=5—
0.8 | b=64-2048, d=0.0003 —=— -
b=64-2048, d=0.0005 —e—
b=64-2048, d=0.0007 —e—
07 F b=64-2048, d=0.0009 —2— -
2 b=64-2048, d=0.001 —+—
] b=64-2048, d=0.003 —v—
S 06} b=64-2048, d=0.005 —»— -
2 b=64-2048, d=0.007 ——
2 b=64-2048 .009 —e—
5 05} =64-2048, d=0.01 —o—
€ b=64-2048, d=0.03 —e—
o b=64-2048, d=0.05 —o—
e 04 b=64—2048, d=0.07 —e— -
g b=64-2048, d=0.09 —o—
= b=64-2048, d=0.1 —e—
0.3 - b=64-2048, d=0.3 —o— -
b4 8 b=64-2048, d=0.5 —e—
0.2 - -
.
0.1 -
0 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

bits por bit

Figura 5.11: Resultados para bitmap Proteinas, Select 1 Nivel utilizando codificacion Gamma.

Consultas Select Texto XML, utilizando Codificacion Gamma

08 T T T T T
darray 28%  +
RG 37%  x
RG 1 Nivel —x—
0.7 Clark 60% (] 7

4-1024, d=0.0001 —&—
4-1024, d=0.0003 —=—

6:

6

64-1024, d=0.0005 —e—
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Figura 5.12: Resultados para bitmap XML, Select 1 Nivel utilizando codificaciéon Gamma.
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5.3.1. Utilizando Codificacion Gamma

En esta variante se considera un bloque como disperso segiin dos criterios. Primero, de acuer-
do a la relacion entre la densidad del bloque con el pardmetro d, descrito anteriormente, y
segundo, el bloque es disperso solamente si el segmento del bitmap de entrada correspondien-
te al bloque tiene tamano suficiente para almacenar las respuestas codificadas.

Para el bitmap del texto Inglés, se realizaron pruebas para valores de b € [2°,2!3] sin em-
bargo en la Figura s6lo se muestran los valores en el rango [25, 2'?] ya que para valores
mayores a 4096 el tiempo no es competitivo y para b = 32 el espacio no es competitivo.
Para los valores de d menores o iguales a 0.1 y b = 512 se utiliza un espacio extra alrededor
de 0.034 % y el tiempo de consulta es de 0.3 microsegundos por consulta, considerando a lo
méas un 1% de bloques dispersos. Con d = 0.3 y b = 256, se consideran 5% de los bloques
dispersos, logrando un espacio extra de 0.06 % y 0.4 microsegundos por consulta.

Para el bitmap de Proteinas, Figura se muestran los resultados para b € [2°,2!'] (para
valores de b mayores a 2048 el tiempo no es competitivo y para b = 32 utiliza un espacio
extra no competitivo). Los puntos interesantes son aquellos donde b = 256 y b = 512, para
todos los valores de d. En estos casos se obtiene entre 0.28 y 0.4 microsegundos por consulta
con un espacio extra de 0.03% y 0.07 % al bitmap de entrada, respectivamente. Notar que
los resultados son casi similares para todos los valores menores o iguales a d = 0.1.

Consultas Select utilizando codificacién Simple9, Texto Inglés
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1 Nivel —x—
05 | Clark 60% (] i
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o
£ +
@
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0.3 [ ]
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Figura 5.13: Resultados para bitmap Inglés, Select 1 Nivel utilizando codificacion Simple9.

Para el bitmap de XML, Figura con valores de b € [2°,2%] y d menor a 0.1 se consigue
tener un un tiempo de respuesta menor a 0.35 microsegundos por consulta, con un espacio
que no supera el 28 % extra al bitmap de entrada. Por otro lado, con d = 0.3 — 0.5 y con b
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Consultas Select utilizando codificacién Simple9, Texto Proteinas
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Figura 5.14: Resultados para bitmap Proteinas, Select 1 Nivel utilizando codificaciéon Simple9.

Consultas Select utilizando codificacion Simple9, Texto XML
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Figura 5.15: Resultados para bitmap XML, Select 1 Nivel utilizando codificacién Simple9.

= {64, 128, 256} se consigue un espacio con una diferencia muy pequena a lo descrito para
los otros valores de d, pero con mayor tiempo de respuesta.
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5.3.2. Utilizando Codificaciéon Simple9

Para esta codificacion se crearon dos implementaciones: Simple9 v1, que almacena las posi-
ciones absolutas de las respuestas select, y Simple9 v2, que guarda las diferencias de estas
posiciones. Para estas implementaciones se ejecutaron 1.000.000 de consultas aleatorias, va-
riando el parametro d en los valores {0.0003, 0.0005, 0.0007, ..., 0.1}. Se usan los mismos
criterios que para la codificacion Gamma para determinar si un bloque es o no disperso.

Para el bitmap de Inglés, Figura [5.13] se presenta soélo el resultado para d = 0.01, ya que
en cada version para los otros valores del parametro d se obtienen los mismos resultados,
debido a la densidad y distribuciéon de los 1s y Os en el bitmap. Para b < 512 se obtiene un
buen desemperio relacion tiempo y espacio, considerando un 0.2 % de los bloques dispersos.
Se observa que Simple9 v1 tiene un mejor desempeno en tiempo de respuesta que Simple9
v2.

Para el bitmap de Proteinas, Figura , se presentan los resultados para b € [25,21] y
d = 0.1 (al igual que con el bitmap anterior, para los otros valores del pardmetro d se obtie-
nen los mismo resultados) obteniendo aproximadamente 0.7 % de bloques dispersos. El area
competitiva para valores de b es cuando éste toma un valor menor a 1024 obteniendo entre
0.25 y 0.35 microsegundos por consulta. Notar que en ambas versiones se obtienen practica-
mente los mismos resultados.

Para el bitmap XML, Figura [5.15] se presentan los resultados obtenidos para b € [2°,21]. Al
igual que en los bitmap anteriores se presentan los resultados con d = 0.1. El area interesante
es cuando b € {64, 128,256,512} obteniendo entre 0.31 y 0.24 microsegundos por consulta, y
entre 0.04 % y 0.27 % de espacio extra, respectivamente. Al igual que en el bitmap de Inglés,
Simple9 v1 tiene mejor desempeno.

5.3.3. Comparacion para Consultas Select entre Muestreo Combi-
nado y Select 1 Nivel

A continuacién se compara la estructura de muestreo combinado con todas las variantes
de Select 1 Nivel, y con las implementaciones existentes usadas en la seccién anterior. Las
Figuras a la muestran los resultados para los bitmaps Inglés, Proteinas y XML. En
todos los casos analizados se observa que la estructura de muestreo combinado ofrece el mejor
tradeoff en espacio y tiempo. Sin embargo, Select 1 Nivel permite reducir atin més el espacio,
con una correspondiente penalizacion en tiempo de respuesta. En conclusion, utilizando estas
estructuras es posible escoger el tradeoff de acuerdo a los requerimientos en espacio y tiempo
de consulta, obteniendo en todos los casos menos espacio que en las soluciones actuales.
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Comparacion entre estructuras planas para consultas Select, Texto Inglés
1 4 T T T T

T
darray 28%  +
RG 37%  x
RG 1 Nivel —x—
Clark 60% e
1.2 b=32-4096, d=0.03, Select 1 Nivel —e— -
b=32-4096, d=0.0001, Gamma —&—
b=32-2048, d=0.1, Gamma —e&—
b=64-1024, d=0.1, Simple9 vi —&—
b=32-2048, d=0.1, Simple9 v2 —=+—
1 Sr=1024, Ss=256-8192, Muestreo Combinado —<— -

Tiempo (microsegundos)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
bits por bit

Figura 5.16: Resultados comparacion consultas select para bitmap Inglés.
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Comparacion entre estructuras planas para consultas Select, Texto Proteinas
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Figura 5.17: Resultados comparacion consultas select para bitmap Proteinas.

Comparacion entre estructuras planas para consultas Select, Texto XML
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Figura 5.18: Resultados comparacion consultas select para bitmap XML.
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bloque | superbloque | bloque | superbloque | bloque | superbloque
15 480 31 992 63 2016
960 1984 4032
1920 3968 8064

Tabla 5.1: Combinacion de largos de bloques y superbloques.

5.4. Estructuras para Bitmaps Dispersos

Para esta estructura de datos se ejecutaron cuatro experimentos. En el primero se realizan
consultas independientes para comparar el rendimiento de las operaciones rank y select con
la implementacion RRR descrita en la Seccion de la estructura original de Raman et
al. |9] descrita en la Seccion m, y la implementaciéon sarray para bloques dispersos de
Okanohara y Sadakane [25] descrita en la Seccion [3.2.3]

En el segundo experimento se crea una variante de la estructura que incorpora un mues-
treo regular en 1s, solamente para select, incorporando las ideas de las Secciones y y
se compara con la estructura para bitmaps dispersos original (sin muestreo para 1s), y con
la implementacion RRR.

En el tercer experimento, se compara la implementacion original de RRR (Seccién (3.2.2)),
con todas las variantes realizadas a esta estructura (Seccion [4.3)).

Finalmente, en el cuarto experimento, se construye el FM-index [11] utilizando la estruc-
tura de datos para bitmaps dispersos, ejecutando posteriormente consultas de tipo count,
que cuentan las ocurrencia de un patrén en el texto indexado, y se compara el desempeno
con el FM-index original.

5.4.1. Consultas Independientes

Para el experimento se combina el largo de bloques y superbloques como se muestra en
el Cuadro Para cada una de estas combinaciones se generaron bitmaps aleatorios, con
densidad 5%, 10% v 20 % que tienen una entropia de orden cero de 0.286, 0.469 y 0.772
respectivamente. Luego, considerando los pardmetros descritos, de forma independiente se
ejecutaron 1.000.000 de consultas para rank y select. El mismo experimento se realizé con
las otras implementaciones (notar que RRR puede utilizar solo bloques de tamano 15).

En las Figuras [5.19] [.20] y [5.21], se presentan los resultados obtenidos en el experimento,
donde se observa que al incrementar el tamano del bloque de 15 a 63 se reduce ampliamente
el overhead en espacio de la representacion del bitmap de entrada, alrededor de un 40 %-
50 % de su valor.

Los resultados de las Figuras [5.19] [5.20| y [5.21] se describen a continuacion de acuerdo al tipo
de consulta.

62



Consultas Rank, bitmap de densidad 5%
0.8 T T T T

RRR —+—
sarray X

07 | b=15 —%— |
b=31 —&—
b=63 —m—
06 - 4

05 -

0.2 -

0.1 -
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o o
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| | |
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0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6
bits por bit

Consultas Select, bitmap de densidad 5%
2 T T T T

RRR —+—
array X
b=15 —x— |
b=31 ——
b=63 —m— -

1.8 |-

1.6 -

1.4
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[
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Figura 5.19: Resultados para bitmaps comprimidos con densidad 5 %. La coordenada x parte
desde la entropia de orden cero del bitmap, con lo que la redundancia se puede apreciar con
mayor claridad.

Para la operacion select se observa que la nueva implementacion es un 30 %-50 % més rapida
que RRR incluso para el mismo tamano de bloque b = 15. Los nuevos tiempos para select son
casi insensibles al tamano del bloque. Esto muestra que el tiempo para reconstruir un bloque
es despreciable comparado con el de la busqueda binaria. Por otro lado, superbloques mas
pequenos hacen la operaciéon més rapida, por lo que se recomienda un superbloque de 32 o
64 bloques.

Por otro lado, para la operacion rank RRR es ligeramente més rapido que la implementa-
cion de la nueva estructura. Se observa que utilizando bloques mas largos se requiere mas
tiempo para responder, sin embargo sigue siendo un tiempo aceptable con respecto a los blo-
ques de largo 15. En conjunto, el precio es bajo comparado con la gran ganancia en espacio.
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Consultas Rank, bitmap de densidad 10%
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Consultas Select, bitmap de densidad 10%
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Figura 5.20: Resultados para bitmaps comprimidos con densidad 10 %. La coordenada = parte
desde la entropia de orden cero del bitmap, con lo que la redundancia se puede apreciar con
mayor claridad.

Finalmente, sarray es significativamente méas rapido que todas las otras implementaciones,
especialmente para select. Sin embargo su espacio es competitivo sélo para densidades muy
bajas.

En resumen, usando un tamano de bloque b = 63 y superbloques de 32 o 64 bloques, se
observa que la estructura de datos propuesta en el presente trabajo calcula rank en un tiem-
po de alrededor de medio microsegundo, select en cerca de un microsegundo, y requiere un
costo en espacio superior, pero muy cercano, a la entropia. Esta es una alternativa muy con-
veniente para bitmaps dispersos (con densidad hasta 20 %, ya que luego la entropia se acerca
demasiado a 1.0). Para bitmaps muy dispersos (densidades bastante menores al 5 %), la téc-
nica sarray se vuelve la mejor alternativa. Sin embargo, es importante destacar que estos
resultados mejorarian inmediatamente en procesadores de 128 bits, pues se podria trabajar
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Consultas Rank, bitmap de densidad 20%
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Consultas Select, bitmap de densidad 20%
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Figura 5.21: Resultados para bitmaps comprimidos con densidad 20 %. La coordenada = parte
desde la entropia de orden cero del bitmap, con lo que la redundancia se puede apreciar con
mayor claridad.

con bloques de tamano ¢t = 128 directamente en una palabra de memoria (Seccion .

5.4.2. Resultados al Combinar con el Esquema de Particionamiento
Regular en 1s para Select

Con el objetivo de optimizar atin mas las consultas select, en esta seccion se presentan dos va-
riantes de la estructura de datos para bitmaps dispersos, que incorporan un particionamiento
regular en 1s, determinado por el parametro S,. Las implementaciones se diferencian en que
la primera no almacena respuestas select para bloques dispersos y la segunda si las almacena.
Al igual que la estructura de Select 1 Nivel (Seccion , un bloque es considerado disperso
si la cantidad de 1s del bloque dividido por el largo del bloque es menor a un parametro
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d € [0,1]. En otro caso el bloque se considera denso.

La primera variante esta disenada para bitmaps dispersos en general, sin considerar la distri-
bucién de los 1s y 0s. En cambio, la segunda variante esta diseiada especificamente para los
casos en que existen runs de Os en el bitmap. El segundo enfoque utiliza un mayor espacio
a los ya presentados al inicio de la Seccion [5.4.1] pero sin embargo tiene mejor tiempo de
respuesta.

Resultados Sin Almacenar Respuestas

Se realizaron dos experimentos con la variante que no almacena respuestas select de los blo-
ques dispersos. El primero consiste en realizar consultas independientes de tipo select y el
segundo en realizar consultas mezcladas rank/select. A continuacién se muestran solo los
resultados del primer experimento, pues los resultados del segundo no muestran grandes di-
ferencias con los primeros.

Para el experimento de consultas independientes se ejecutaron 1.000.000 de consultas so-
bre bitmaps con densidad 2 %, 3%, 5%, 10 % y 20 %. Tanto las consultas como los bitmaps
se generaron aleatoriamente. Se utiliza el pardmetro S, = [2%, 2] y los valores de bloque y
superbloque descritos en el Cuadro [5.1] Observe que en vez de mostrar las curvas para cada
combinacion b, sb, Sy, se presentan las curvas con los puntos dominantef] de S, para cada
combinacion b, sb. Estos valores de S; pueden coincidir para cada combinacién, como por
ejemplo en la Figura para b= 15y b = 63.

De acuerdo a los graficos presentados en la Figuras hasta la Figura [5.26| se observa
que para densidades mayores o iguales a 3% del bitmap de entrada y con b = {31, 63} se
obtiene un mejor desempeno en espacio con respecto a los resultados de sarray, y que en
todos los casos el desempeno sigue siendo mejor que el de RRR. Observe que cuando b = 15,
el largo de los bloques es igual que en RRR. Ademés, esta variante ocupa una pequena canti-
dad adicional de espacio que la estructura original, pero mejora considerablemente el tiempo
de respuesta. Finalmente, es importante mencionar que todas las curvas presentadas en las
figuras muestran los puntos dominantes (considerando la combinacién superbloque y S;), lo
que permite comparar con mayor claridad los resultados obtenidos.

Resultados que almacenan respuestas para bloques dispersos

Como fue descrito en la Seccion [£.3.4] en caso de bitmaps muy dispersos o con runs de
ceros muy largos, se recorren innecesariamente los muestreos para rank asociados a estas
subsecuencias. Este experimento busca medir el impacto de almacenar las respuestas para
estos bloques, considerando el costo extra en espacio contra la mejora en el tiempo de consulta.

Para el experimento se utiliz6 como bitmap de entrada el primer nivel del wavelet tree de la
transformada de Burrows-Wheeler del texto Inglés. Se eligié este bitmap por su distribucion
de 1s y densidad. Se realizaron experimentos con valores del parametro d = {0.0001, 0.0003,
0.0005, 0.0007, 0.0009, 0.001, ..., 0.09, 0.1, 0.3}, y del parametro S, = [2°,2]. Los valores

2Un punto es dominante si no existe otro que use menos espacio y menos tiempo que él.
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Consultas Select, bitmap de densidad 2%
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Figura 5.22: Resultados para consultas select para un bitmap de densidad 2 %, utilizando
sampling de 1s. En cada curva se usan los valores dominantes de S5 para cada combinacion
by sb.

Consultas Select, bitmap de densidad de 3%

2 T T T T
RRR —+—
sarray X
1.8 | b=15 —x— A
b=31 —&—
b=63 —=—
16 b=15, Ss=512,512,512 —&—
e
b=63, Ss —a—
14 | —

1.2 E

08 | \“@ 1

04 | .

Tiempo (microsegundos)
T
1

0 1 1 1 1
0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

bits por bit

Figura 5.23: Resultados para consultas select para un bitmap de densidad 3 %, utilizando
sampling de 1s. En cada curva se usan los valores dominantes de Ss para cada combinacion

by sb.

de bloques y superbloques son los descritos en el Cuadro [5.I} Se presentan solamente los
resultados para el muestreo S, = [27,2']. Los valores S, = {32,64} no se presentan ya que
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Consultas Select, bitmap de densidad 5%
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Figura 5.24: Resultados para consultas select para un bitmap de densidad 5 %, utilizando
sampling de 1s. En cada curva se usan los valores dominantes de S5 para cada combinacion
by sb.

Consultas Select, bitmap de densidad 10%
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Figura 5.25: Resultados para consultas select para un bitmap de densidad 10 %, utilizando
sampling de 1s. En cada curva se usan los valores dominantes de Ss para cada combinacion

by sb.

utilizan demasiado espacio y los valores S entre 256 y 4096 (sin considerar los extremos)
se omiten ya que sus resultados en tiempo y espacio se encuentran entre los obtenidos con
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Consultas Select, bitmap de densidad 20%
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Figura 5.26: Resultados para consultas select para un bitmap de densidad 20 %, utilizando
sampling de 1s. En cada curva se usan los valores dominantes de Ss para cada combinacion
by sb.

los valores que se presentan. De acuerdo a los experimentos, se observa que la estructura de
datos comienza a almacenar respuestas para bloques dispersos desde d = 0.003, los que van
aumentando a medida que aumenta el valor de d.

En la Figura se presentan los resultados obtenidos, donde se observa que se obtienen
mejores resultados que la implementacion de RRR en tiempo y espacio para los valores de
S, mayores a 128. Un punto importante de comparaciéon es con b = 63, donde se observa
que utilizando Sy = {4096, 8192, 16384} se utiliza un poco mas de espacio pero se consigue
obtener mejor tiempo de respuesta que la implementacion original (sin muestreo de 1s) que
utiliza b = 63.

En la Figura [5.28] se presentan los resultados donde se consideran méas bloques dispersos
para los cuales se almacenan sus respuestas. Desde b = 15 y Sy = 16384 se empiezan a tener
resultados competitivos en tiempo y espacio con respecto a RRR. Se observa que con b = 63
y Ss = {8192, 16384} se utiliza mas espacio (alrededor de 0.6 bits por bit en ambos casos)
pero se consigue tener mejor tiempo que la implementacion que sélo utiliza b = 63.

5.4.3. Comparacién Variantes Estructura de Raman et. al para Con-
sultas Select

A continuacién se presenta una comparacion entre la implementacion de la soluciéon original
de la estructura de Raman et. al, RRR, por Claude y Navarro [9], la implementacion, EBD, de
la estructura para bitmaps dispersos (Seccion |4.3)) y las variantes de esta ultima que utilizan
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Figura 5.27: Resultados para consultas select, para el primer nivel del wavelet tree de la
transformada de Burrows-Wheeler del texto Inglés. Se utilizan diferentes valores de bloques,
superbloques y S, y d = 0.05.
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Figura 5.28: Resultados para consultas select, para el primer nivel del wavelet tree de la
transformada de Burrows-Wheeler del texto Inglés. Se utilizan diferentes valores de bloques,
superbloques y Sy, y d = 0.1.

el muestreo regular en 1s (Seccion 4.3.4] EBD1 que no almacena respuestas y EBD2 que si
almacena respuestas para bloques dispersos). Para este experimento se usa el wavelet tree de
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la transformada de Burrows-Wheeler de los textos Inglés, Proteinas y XML.

Como se observa en la Figura [5.29] para el texto Inglés se obtiene un mejor espacio que
en RRR, a excepcion de EBD2 cuando b € {15,31} y d = 0.1. En todos los casos (excepto en
dos configuraciones) se supera el mejor tiempo de RRR. La méaxima disminucion de espacio es
alrededor de 10 %, en la estructura EBD1 con b = 63 y Sy = 8192.

Para el texto Proteinas, Figura [5.30, en todos los casos se tiene mejor desempeno que en
RRR, tanto en tiempo como en espacio, obteniendo una disminuciéon méxima en el espacio
utilizado de alrededor de 4 %, en la estructura EBD1 con b = 63 y S, = 8192, al igual que en
el texto Inglés.

Para el texto XML, Figura [5.31, se observa una mejora en tiempo y espacio de las nue-
vas implementaciones con respecto a la original RRR, logrando una disminucién méaxima en
el espacio de 18 % cuando b = 63 con la estructura EBD1. Al igual que en el texto Inglés, solo
dos casos no superan el tiempo de RRR. Con EBD1, cuando b = 63 y sb = 2016 se consigue el
mejor tiempo de respuesta de 0,42 microsegundos.

Ademas, se observa que para los tres textos existen diversas configuraciones de las estructuras
para bitmaps dispersos, las que ofrecen un variado conjunto de tradeoffs espacio tiempo. En
conclusion, la estructura de bitmaps dispersos es claramente superior a la implementacion de
la solucién original para consultas select.

Finalmente, se observa que al incorporar la idea de la estructura de muestreo combinado
a la estructura para bitmaps dispersos se obtiene un excelente desempeno en tiempo y espa-
cio. Sin embargo, en este caso almacenar respuestas para los bloques dispersos no impacta
notoriamente en el tiempo de consulta, pero incurre en un considerable costo en espacio. Esto
muestra que no vale la pena explorar la variante que codifica las respuestas select codificadas
(Seccion en la variante para bitmaps dispersos, ya que seria atin mas lenta.

5.4.4. Integrando la Estructura al FM-index

Con el objetivo de ilustrar las muchas aplicaciones de estructuras de datos para rank/select
se utiliza un ejemplo basado en el FM-index [11]. Para ello, se utiliza un FM-index con la
nueva estructura para bitmaps dispersos descrita en la Seccion El FM-index representa
una coleccion de texto de forma comprimida y ofrece capacidad de busqueda en ella, como
se explico en la Seccidén . Su implementacion més préactica y compacta [9] utiliza un
wavelet tree con forma de Huffman que almacena a lo mas n(Hy(T') + 1) bits, y esos bits se
representan de forma comprimida. El FM-index puede contar el nimero de ocurrencias de
un patréon P en T' con un niimero de operaciones rank sobre los bitmaps. La implementacion
utilizada de FM-index es la que estd disponible en http://libcds.recoded.cl. Esta im-
plementacion se compara con una donde cambiamos los bitmaps comprimidos por la nueva
implementacion presentada en la Seccion [£.3] Para las pruebas se indexoé el texto en Inglés
de 50MB de http://pizzachili.dcc.uchile.cl, y luego se buscaron 50.000 patrones de
largo 20 extraidos al azar desde el texto.
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Figura 5.29: Resultados comparacion variantes estructura de Raman et. al para consultas
select en el texto Inglés.

Comparacién Consultas Select, Texto Proteinas

2 T T T T T T
RRR ——
b=15, EBD —«—
1.8 b=31, EBD —&— B
b=63, EBD —=—
b=15, Ss=8192, EBD1 —o—
1.6 | b=31, Ss=8192, EBD1 —e— -
b=63, Ss=8192, EBD1 —=—
b=15, Ss=8192, d=0.30, EBD2 —=—
14 b=31, Ss=8192, d=0.30, EBD2 —~— -
B b=63, Ss=8192, d=0.30, EBD2 —>—
el
5 12 -
(o))
[0
8
5 1r 1
£
8 osf i
€
(0]
2
0.6 i
0.4 -
0.2 F -
0 1 1 1 1 1 1 1
0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 11

bits por bit

Figura 5.30: Resultados comparaciéon variantes estructura de Raman et. al para consultas
select en el texto Proteinas.

Como se visualiza en la Figura [5.32] el nuevo indice con bloques b = 63 y superbloques de
32 bloques es ligeramente mas lento que el original, pero atn asi cuenta en 90 microsegundos
usando 0.28 bits por bit, donde el original necesita 0.335 bits por bit para alcanzar el mismo
tiempo. Es decir, la nueva implementacion reduce el espacio alrededor de 16 %. Con esto se
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Figura 5.31: Resultados comparacion variantes estructura de Raman et. al para consultas
select en el texto XML.
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Figura 5.32: Consultas Count en el FM-index sobre texto Inglés de 50 MB.

ha alcanzado el menor espacio que se haya reportado para un FM-index para este texto (los
resultados en otros textos fueron similares).
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Capitulo 6

Conclusiéon y Trabajos Futuros

Este trabajo contribuye a mejorar el desempeno de las consultas rank y select sobre se-
cuencias binarias, mejorando notablemente los resultados de las implementaciones existentes.
En el caso particular de consultas select, nuestros resultados permiten su uso practico en es-
tructuras de datos, a diferencia de resultados anteriores de la literatura, donde el desempeno
de select en tiempo y/o espacio desincentiva su uso. Asimismo, nuestras estructuras de datos
reducen notablemente la redundancia sobre la entropia de los bitmaps, tanto si son compre-
sibles como si no.

Hemos desarrollado tres estructuras de datos: la primera es la Estructura de Muestreo Com-
binado, donde se desarrolla la idea de complementar los muestreos para rank y select para la
respuesta de consultas, en vez de usarlos de manera independiente como en otras estructuras.
Esta estructura de datos alcanza sélo 3% de espacio extra y resuelve ambas operaciones en
alrededor de 0.2 microsegundos, mucho mas eficientemente que las implementaciones actuales.

La segunda estructura de datos, Select 1 Nivel, busca reducir el sobrecosto de espacio de
las estructuras de datos existentes para select, utilizando sélo un nivel de directorio para
guardar respuestas de bloques dispersos, y inicamente un muestreo regular de 1s. En cambio,
estructuras de datos similares como la de Clark [§] y darray de Okanohara y Sadakane 25|,
utilizan tres y dos niveles de directorio para almacenar respuestas a bloques dispersos, ocu-
pando mucho mas espacio que en nuestra soluciéon. A pesar de que darray responde consultas
més rapidamente, nuestra estructura de datos provee un continuo de tradeoffs de espacio y
tiempo que utilizan mucho menos espacio que darray.

La tercera es la Estructura para Bitmaps Dispersos, que mejora la solucion de Raman et.
al [29] reemplazando una tabla universal que esta limitada por su tamano exponencial res-
pecto al tamano de los bloques, con algoritmos que la simulan en tiempo de consulta. Esta
estructura de datos retiene el desempeno de la solucion de Raman et. al pero reduce su so-
brecosto en espacio en 50 %-60 %, alcanzando so6lo 0.1 bit de sobrecosto de espacio sobre la
entropia y resolviendo rank en alrededor de 0.4 microsegundos y select en alrededor de 1
microsegundo.
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Dado lo fundamental de las operaciones rank y select, nuestras implementaciones tienen
aplicacion inmediata en estructuras de datos para representar arboles, grafos, permutacio-
nes, strings, relaciones binarias, y colecciones de texto, entre muchas otras aplicaciones. Adn
mas, nuestros resultados para select permiten el desarrollo de nuevas estructuras de datos
basadas en esta operacion, y que pueden ser eficientes en la practica.

Lo anterior sugiere directamente una linea de trabajo futuro, que consiste en medir ex-
perimentalmente el desempeno de otras estructuras de datos compactas utilizando nuestras
estructuras de datos para rank y select, tal como se realizé en el caso del FM-index.

Por otro lado, una nueva idea para mejorar las consultas select de la implementacion de
Gonzalez et. al [16] consiste en acotar el intervalo para busqueda binaria, de manera similar
a hinted bsearch de Vigna, mediante el uso de un muestreo regular en 1s en la implementa-
cion basada en esta técnica. Se debe investigar si se justifica el costo del muestreo de 1s en
relacion a los tiempos de consulta.

Otra idea para mejorar el espacio de las estructura de Select 1 Nivel con codificacién consiste
en verificar si las respuestas codificadas que se almacenan en el bitmap de entrada utilizan
menos espacio que el bitmap plano donde se almacenan. En estos casos el bitmap original
puede acortarse, reduciendo asi el espacio utilizado, pero con un nuevo costo para los punte-
ros necesarios para mantener la correspondencia de las posiciones del bitmap modificado con
el bitmap original. Se debe determinar experimentalmente en qué casos, segiin la densidad
del bitmap y el muestreo de 1s, esta variante obtiene mejores resultados que la estructura de
datos original.
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