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Cap��tulo 1

Introdu

i�on

Mu
has apli
a
iones 
omputa
ionales ne
esitan bus
ar informa
i�on dentro de una base de datos. En

las bases de datos tradi
ionales di
ha b�usqueda 
orresponde a una b�usqueda exa
ta. En este enfoque,

los elementos de la base de datos se de�nen 
omo registros o datos estru
turados, los 
uales poseen


ampos 
on valores es
alares 
omo por ejemplo enteros, reales o se
uen
ias de 
ara
teres (strings).

Al realizar una b�usqueda en la base de datos se 
ompara el valor requerido, que se denominar�a llave

de b�usqueda o simplemente llave, 
on un determinado 
ampo de 
ada registro, reportando todos

aquellos elementos que 
oin
idan exa
tamente 
on la llave de b�usqueda. Por ejemplo, suponga que

se desea bus
ar en una base de datos ban
aria la informa
i�on personal de un 
liente. Para re
uperar

di
ha informa
i�on se puede utilizar el RUT del 
liente 
omo llave de b�usqueda, ya que s�olo puede

haber un 
liente por 
ada n�umero de RUT, y por lo tanto la informa
i�on re
uperada, en 
aso que

exista un registro en la base de datos 
on el RUT espe
i�
ado, tiene que ser la informa
i�on del


liente requerido.

El 
on
epto de b�usqueda exa
ta no se limita solamente a 
al
es exa
tos 
on la llave de b�usqueda,

sino que tambi�en permite bus
ar elementos en donde un determinado 
ampo posea un valor que

se en
uentre dentro de un 
ierto rango de�nido por la llave. Por ejemplo, si se desean re
uperar

todos los movimientos ban
arios realizados por un 
liente entre el 10 y el 15 de febrero del a~no en


urso, enton
es adem�as del RUT se ne
esitar�a 
omparar las fe
has de las transa

iones y veri�
ar

si 
orresponden o no al periodo requerido, reportando s�olo aquellas transa

iones que pertenez
an

al 
liente en parti
ular y que hayan sido realizadas dentro del rango de fe
has de�nido.
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No obstante lo anterior, en la a
tualidad existen mu
has bases de datos que 
ontienen informa-


i�on no estru
turada, 
omo por ejemplo im�agenes, sonidos, texto libre y otros, en donde no siempre

es 
laro 
�omo de�nir un registro por 
ada elemento pertene
iente a la base de datos. Aunque

existan formas de estru
turar di
ha informa
i�on de la manera tradi
ional, es posible que la llave

de b�usqueda de una 
onsulta sea un elemento que no pertenez
a a la base de datos, en donde se

requiere re
uperar alg�un elemento de la base de datos que sea \pare
ido" o \relevante" 
on respe
to

a la llave de b�usqueda. Por ejemplo, suponga que se desea en
ontrar en una base de datos de

do
umentos todos los textos similares a un do
umento q. Se podr��a pensar que basta 
on bus
ar

do
umentos que 
ompartan algunas palabras 
on las que apare
en en q, pero primero habr��a que

de�nir alg�un me
anismo que permita dete
tar las palabras \relevantes" de q para luego poder rea-

lizar di
ha b�usqueda en la base de datos. En la pr�a
ti
a, los mejores resultados, en t�erminos de

relevan
ia de las respuestas, se obtienen de�niendo una medida de similaridad entre do
umentos y

re
uperando los m�as similares a q. Este tipo de 
onsultas 
orresponden al 
on
epto denominado


omo b�usqueda en proximidad.

La b�usqueda en proximidad tiene una amplia gama de apli
a
iones 
omputa
ionales pr�a
ti
as

en distintas �areas, tales 
omo:

� Bases de datos multimediales, donde el 
on
epto de b�usqueda exa
ta no es de utilidad, sino que

se realizan b�usquedas de objetos similares. Por ejemplo, los dispositivos biom�etri
os realizan

una le
tura de alguna 
ara
ter��sti
a f��si
a de un individuo, su huella digital por ejemplo, para

luego bus
ar dentro de una base de datos y veri�
ar si el individuo est�a registrado o no. Es

muy improbable que dos objetos multimediales sean id�enti
os a no ser que sean 
opias digitales

del mismo objeto.

� Clasi�
a
i�on y aprendizaje, donde se tiene un sistema 
on elementos 
lasi�
ados seg�un algunas


ara
ter��sti
as de�nidas, y se desea 
lasi�
ar un nuevo elemento de a
uerdo al elemento m�as

\
er
ano" a �este que ya pertenez
a al sistema.

� Compresi�on y transmisi�on de video, donde se transmite una se~nal de video dividiendo la imagen

en varias \subim�agenes", transmitiendo la primera imagen 
ompleta y luego retransmitiendo

s�olo las subim�agenes que var��en 
on respe
to a aquellas previamente transmitidas por sobre

un 
ierto nivel de toleran
ia, lo 
ual se determina mediante una b�usqueda en proximidad.

� Re
upera
i�on de texto, donde es ne
esario bus
ar palabras en una base de datos de do
umentos

2



permitiendo un peque~no n�umero de errores en 
aso que, por ejemplo, la palabra haya sido mal

tipeada al momento de realizar la 
onsulta.

� Re
upera
i�on de Informa
i�on, donde es ne
esario bus
ar do
umentos que sean relevantes a

una 
onsulta dada.

� Biolog��a 
omputa
ional, donde se ne
esita bus
ar se
uen
ias de prote��nas o de ADN en una

base de datos, permitiendo algunos errores debido a varia
iones t��pi
as. Di
has se
uen
ias

pueden ser modeladas 
omo se
uen
ias de 
ara
teres.

Todas estas apli
a
iones pr�a
ti
as tienen en 
om�un que los elementos pertene
ientes a la base de

datos forman un espa
io m�etri
o [15℄, esto es, es posible de�nir una fun
i�on d real no negativa entre

los elementos, llamada distan
ia o m�etri
a, que satisfa
e las propiedades de positividad estri
ta,

simetr��a y desigualdad triangular. Por ejemplo, un espa
io ve
torial normado es un 
aso parti
ular

de espa
io m�etri
o, donde los elementos son tuplas de n�umeros reales. En los espa
ios ve
toriales

es posible de�nir distintas fun
iones de distan
ia, pero la m�as ampliamente utilizada es la familia

de distan
ias de Minkowski [26℄.

En general, la fun
i�on de distan
ia es 
onsiderada 
omputa
ionalmente 
ostosa de 
al
ular. Por

ejemplo, 
al
ular la distan
ia entre dos huellas digitales puede resultar bastante 
ostoso 
omparado


on otras opera
iones realizadas durante la b�usqueda. Es por esto que es usual de�nir la 
omple-

jidad de la b�usqueda en proximidad 
omo el n�umero de evalua
iones de distan
ia realizadas para

responder una 
onsulta, obviando otros 
ostos tales 
omo el tiempo de CPU utilizado en opera
iones

adi
ionales o el 
osto de Entrada/Salida (E/S).

Existen dos tipos de 
onsultas t��pi
as en b�usqueda en proximidad, las 
uales son:

� Consulta por rango: se desea re
uperar los elementos de la base de datos que se en
uentren

dentro de un 
ierto radio de toleran
ia a un elemento de 
onsulta dado.

� k ve
inos m�as 
er
anos: se desea re
uperar los k elementos de la base de datos m�as 
er
anos

a un elemento de 
onsulta dado.

Una manera trivial de responder ambos tipos de 
onsulta es realizando una b�usqueda exhaustiva

en la base de datos, esto es, 
omparando todos los elementos de la base de datos 
on el elemento

3



de 
onsulta y retornando aquellos que se en
uentren su�
ientemente 
er
a de �este, pero por lo

general esto resulta ser demasiado 
ostoso para las apli
a
iones de la vida real. Los algoritmos de

b�usqueda en proximidad 
onstruyen un��ndi
e de la base de datos que, en 
onjunto 
on la desigualdad

triangular, permite �ltrar elementos sin medir su distan
ia real al elemento de 
onsulta, 
on lo 
ual

se evita realizar la b�usqueda exhaustiva. Existen mu
hos algoritmos de b�usqueda en proximidad,

los 
uales se dividen en dos grandes �areas: algoritmos basados en pivotes [8, 4, 12, 31, 6, 32, 29, 22,

11, 28℄ y algoritmos basados en parti
iones 
ompa
tas [25, 18, 24, 16, 13, 23, 7℄.

Un problema inherente a la b�usqueda en proximidad en espa
ios m�etri
os es que di
ha b�usqueda

se torna m�as dif��
il mientras mayor sea la dimensi�on intr��nse
a del espa
io, he
ho 
ono
ido 
omo la

maldi
i�on de la dimensionalidad. La dimensi�on intr��nse
a de un espa
io m�etri
o se de�ne en [15℄


omo �

2

=2�

2

, donde � y �

2

son la media y la varianza del histograma de distan
ias del espa
io

m�etri
o. Esta de�ni
i�on es 
oherente 
on la no
i�on de dimensi�on en un espa
io ve
torial 
on


oordenadas uniformemente distribuidas. En [15℄ se muestra anal��ti
a y experimentalmente que las

b�usquedas se degradan sistem�ati
amente a medida que la dimensi�on intr��nse
a del espa
io m�etri
o

aumenta. Esto o
urre debido a dos 
ausas: en primer lugar, se observa en los espa
ios m�etri
os de

dimensi�on intr��nse
a alta que el histograma de distan
ias es muy 
on
entrado (varianza peque~na),

lo 
ual entrega po
a informa
i�on a la hora de �ltrar elementos (en el 
aso extremo, se tiene un

espa
io donde d(x; x) = 0 y 8y 6= x; d(x; y) = 1, donde es imposible evitar realizar una b�usqueda

exhaustiva); en segundo lugar, para re
uperar una fra

i�on �ja de la base de datos, es de
ir, re
uperar

un n�umero 
onstante de ve
inos 
er
anos, es ne
esario utilizar un radio de b�usqueda mayor, ya que

los elementos se en
uentran m�as \alejados" entre s�� a medida que la dimensi�on del espa
io 
re
e.

En general, ambas 
ausas o
urren simult�aneamente.

Se observa que los algoritmos basados en parti
iones 
ompa
tas tienen un mejor desempe~no


uando la dimensi�on intr��nse
a del espa
io es alta en 
ompara
i�on 
on los algoritmos basados en

pivotes [15, 13℄, y que �estos ne
esitan elevados requerimientos de memoria para poder superar a su


ontraparte. Existen mu
has apli
a
iones pr�a
ti
as donde la dimensi�on del espa
io es alta, por lo

que es interesante estudiar y mejorar me
anismos que tienen un buen rendimiento en este tipo de

espa
ios.

En [14℄ se presenta un algoritmo probabil��sti
o de b�usqueda en proximidad basado en pivotes

que aprove
ha la alta dimensionalidad del espa
io para realizar la b�usqueda de manera m�as e�
iente,

pudiendo perder algunos elementos relevantes. El algoritmo se basa en una redu

i�on del radio de

4



toleran
ia utilizado al realizar una 
onsulta. Como el 
osto de b�usqueda 
re
e exponen
ialmente


on el radio de toleran
ia, una peque~na redu

i�on redunda en una b�usqueda mu
ho m�as r�apida.

En di
ho trabajo se muestra que in
luso 
uando la redu

i�on del radio es peque~na y \pierde" muy

po
os elementos, se redu
e dr�asti
amente el tiempo de b�usqueda. Sin embargo, 
omo se hab��a

observado 
on anterioridad, los algoritmos basados en pivotes requieren de 
antidades impr�a
ti
as

de memoria para alma
enar el ��ndi
e en dimensiones altas, por lo que resultar��a muy interesante

apli
ar el m�etodo probabil��sti
o a un algoritmo basado en parti
iones 
ompa
tas, sabiendo que �estos

son m�as e�
ientes en espa
ios 
on dimensi�on alta.

En esta tesis se pretende realizar un estudio similar al de [14℄, pero ahora enfo
�andose en un

algoritmo de b�usqueda basado en parti
iones 
ompa
tas. El estudio 
omprender�a una revisi�on de

los algoritmos exa
tos de b�usqueda en proximidad que existen en la a
tualidad, la forma en la


ual se puede apli
ar un enfoque probabil��sti
o a un algoritmo basado en parti
iones 
ompa
tas

para mejorar su rendimiento, y un an�alisis de 
�omo afe
ta di
ho enfoque en la 
alidad de los

resultados obtenidos, es de
ir, 
u�anta informa
i�on relevante se pierde en 
ompara
i�on a la mejora

en el rendimiento del algoritmo de b�usqueda.
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Cap��tulo 2

Con
eptos B�asi
os

Todas las apli
a
iones pr�a
ti
as que realizan b�usquedas en proximidad 
omparten el he
ho que

ne
esitan en
ontrar objetos que est�en 
er
anos, donde la 
er
an��a se de�ne en t�erminos de una

fun
i�on de distan
ia. En este 
ap��tulo se de�ne formalmente el 
on
epto de espa
io m�etri
o, se

muestran algunos ejemplos parti
ulares y se de�nen las 
onsultas t��pi
as de b�usqueda en proximidad.

2.1 Espa
ios m�etri
os

Sea X el universo de los elementos v�alidos, tambi�en denominados objetos, que pueden pertene
er

a la base de datos. El par (X; d) representa un espa
io m�etri
o si y s�olo si d es una fun
i�on

d : X � X! R

+

que 
umple 
on las siguientes propiedades:

� Simetr��a: 8x; y 2 X; d(x; y) = d(y; x).

� Re
exividad : 8x 2 X; d(x; x) = 0.

� Positividad estri
ta: 8x; y 2 X; x 6= y ) d(x; y) > 0.

� Desigualdad triangular : 8x; y; z 2 X; d(x; z) � d(x; y) + d(y; z).
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La fun
i�on d se denomina distan
ia o m�etri
a del espa
io X.

2.2 Ejemplos de espa
ios m�etri
os

A 
ontinua
i�on se presentar�an dos ejemplos parti
ulares de espa
ios m�etri
os: espa
ios ve
toriales

y do
umentos representados 
omo ve
tores.

2.2.1 Espa
ios ve
toriales

Un espa
io ve
torial R

k

es un 
onjunto de k-tuplas de n�umeros reales. Los espa
ios ve
toriales

son un 
aso parti
ular de espa
io m�etri
o, donde es posible de�nir distintas fun
iones de distan
ia.

Dentro de las m�as 
ono
idas est�a la familia de distan
ias de Minkowski, que se de�ne 
omo:

L

s

((x

1

; : : : ; x

k

); (y

1

; : : : ; y

k

)) =

0

�

X

1�i�k

jx

i

� y

i

j

s

1

A

1=s

(2.1)

Algunos ejemplos de m�etri
as pertene
ientes a esta familia de distan
ias son:

� L

1

, 
ono
ida 
omo distan
ia Manhattan:

L

1

((x

1

; : : : ; x

k

); (y

1

; : : : ; y

k

)) =

k

X

i=1

jx

i

� y

i

j (2.2)

� L

2

, 
ono
ida 
omo distan
ia Eu
lidiana:

L

2

((x

1

; : : : ; x

k

); (y

1

; : : : ; y

k

)) =

v

u

u

t

k

X

i=1

jx

i

� y

i

j

2

(2.3)

� L

1

, 
ono
ida 
omo distan
ia del m�aximo, que 
orresponde a tomar el l��mite 
uando s tiende

a in�nito:
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L

1

((x

1

; : : : ; x

k

); (y

1

; : : : ; y

k

)) =

k

max

i=1

jx

i

� y

i

j (2.4)

La Figura 2.1 muestra una 
ompara
i�on de las distan
ias L

s

para distintos valores de s. Todos

los puntos que se ubi
an en el per��metro de las �guras se en
uentran a la misma distan
ia de su


entro respe
tivo.

L

L

L

L1 2

6

Figura 2.1: Distan
ias de Minkowski para distintos valores del par�ametro s.

Si s�olo se utiliza la fun
i�on de distan
ia para realizar b�usquedas en un espa
io ve
torial, es de
ir,

no se utiliza la informa
i�on de las 
oordenadas de los objetos del espa
io, enton
es es f�a
il simular

b�usquedas en un espa
io m�etri
o general teni�endose una ventaja adi
ional: es posible 
ontrolar

exa
tamente la dimensi�on del espa
io m�etri
o en estudio.

2.2.2 Modelo ve
torial de do
umentos

En re
upera
i�on de la informa
i�on [5℄ se de�ne un do
umento 
omo una \unidad de re
upera
i�on",

la 
ual puede ser un p�arrafo, una se

i�on, un 
ap��tulo, una p�agina Web, un art��
ulo o un libro


ompleto. Los modelos 
l�asi
os en re
upera
i�on de la informa
i�on 
onsideran que 
ada do
umento

est�a des
rito por un 
onjunto representativo de palabras 
laves llamadas t�erminos, que son palabras


uya sem�anti
a ayuda a de�nir los temas prin
ipales del do
umento.

Uno de estos modelos, elmodelo ve
torial, 
onsidera un do
umento 
omo un ve
tor t-dimensional,
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donde t es el n�umero total de t�erminos del sistema. Cada 
oordenada i del ve
tor est�a aso
iada a

un t�ermino del do
umento, 
uyo valor 
orresponde a un \peso" positivo w

ij

si es que di
ho t�ermino

pertene
e al do
umento �o 0 en 
aso 
ontrario. Si D es el 
onjunto de do
umentos y d

j

es el j-�esimo

do
umento pertene
iente a D , enton
es d

j

= (w

1j

; w

2j

; : : : ; w

tj

).

En el modelo ve
torial se 
al
ula el grado de similitud entre un do
umento d y una 
onsulta

q, la 
ual puede ser vista 
omo un 
onjunto de t�erminos o 
omo un do
umento 
ompleto, 
omo el

grado de similitud entre los ve
tores

~

d

j

y ~q. Esta 
orrela
i�on puede ser 
uanti�
ada, por ejemplo,


omo el 
oseno del �angulo formado entre ambos ve
tores:

sim(d

j

; q) =

~

d

j

� ~q

j

~

d

j

j � j~qj

=

P

t

i=1

w

ij

� w

iq

q

P

t

i=1

w

2

ij

�

P

t

i=1

w

2

iq

(2.5)

donde w

iq

es el peso del i-�esimo t�ermino en la 
onsulta q.

Los pesos de los t�erminos pueden 
al
ularse de varias formas. Una de las m�as importantes es

utilizando esquemas tf-idf, en donde los pesos est�an dados por:

w

ij

= f

i;j

� log

�

N

n

i

�

donde N es el n�umero total de do
umentos, n

i

es el n�umero de do
umentos en donde el i-�esimo

t�ermino apare
e, y f

i;j

es la fre
uen
ia normalizada del i-�esimo t�ermino, dada por:

f

i;j

=

freq

i;j

max

`=1:::t

(freq

`;j

)

donde freq

i;j

es la fre
uen
ia del i-�esimo t�ermino en el do
umento d

j

, y max

`=1:::t

(freq

`;j

) es el

m�aximo valor sobre todos los t�erminos 
ontenidos en d

j

.

Si se 
onsidera que los do
umentos son puntos en un espa
io m�etri
o, el problema de la b�usqueda

de do
umentos similares a una 
onsulta dada se redu
e a una b�usqueda en proximidad en el espa
io

m�etri
o. Dado que sim(d

j

; q) s�olo es una medida de similaridad, que en parti
ular no 
umple
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on la desigualdad triangular, se utiliza el �angulo formado entre los ve
tores

~

d

j

y ~q, d(d

j

; q) =

ar

os(sim(d

j

; q)), 
omo fun
i�on de distan
ia. Por lo tanto, (D ; d) es un espa
io m�etri
o.

2.3 B�usqueda en proximidad en espa
ios m�etri
os

Sea U � X el 
onjunto de objetos que 
onforma la base de datos, 
on jUj = n (note que (U; d)

tambi�en es un espa
io m�etri
o). El 
on
epto de b�usqueda en proximidad 
onsiste en re
uperar

todos los elementos pertene
ientes a U que sean similares a un elemento de 
onsulta q 2 X.

Existen dos 
onsultas t��pi
as de b�usqueda en proximidad:

� Consulta por rango: una 
onsulta por rango (q; r)

d


onsiste en re
uperar todos los elementos

u 2 U que se en
uentren a lo m�as a distan
ia r 2 R

+

del objeto de 
onsulta q:

(q; r)

d

= fu 2 U; d(u; q) � rg

La Figura 2.2 muestra un ejemplo de una 
onsulta por rango en un espa
io ve
torial de

dimensi�on 2, donde (q; r)

L

2

= fu

6

; u

10

; u

14

g. El �area del espa
io de�nida por la 
onsulta

(q; r)

d

se 
ono
e 
omo la bola de 
onsulta, y todos los objetos que 
aen dentro de ella son los

relevantes a la 
onsulta.

r

u10

u13
u5

u4

u11

u2

u12
u3

u7

u1

u15

u14

u6

u8

u9

q

Figura 2.2: Ejemplo de una 
onsulta por rango en un espa
io ve
torial de dimensi�on 2.
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� Consulta por los k ve
inos m�as 
er
anos (k-NN): 
onsiste en re
uperar los k elementos m�as


er
anos a q en U. Esto es, re
uperar un 
onjunto C � U tal que jCj = k y 8x 2 C; y 2

U � C; d(x; q) � d(y; q).

La 
onsulta m�as b�asi
a es la 
onsulta por rango, pudi�endose implementar la b�usqueda de los k

ve
inos m�as 
er
anos a partir de 
onsultas por rango.

Una manera trivial de responder ambos tipos de 
onsulta es realizando una b�usqueda exhaustiva,

esto es, examinando 
ompletamente la base de datos. De he
ho, esta es la �uni
a manera de realizar

b�usquedas en proximidad si no es posible prepro
esar la informa
i�on para 
onstruir un ��ndi
e que

ayude a responder las 
onsultas. Sin embargo, en t�erminos generales la fun
i�on de distan
ia se


onsidera 
omputa
ionalmente 
ostosa de 
al
ular. Piense, por ejemplo, en un dispositivo biom�etri
o

que ne
esita 
omparar huellas digitales para identi�
ar a una persona en parti
ular. El pro
eso

de 
omparar dos huellas digitales, esto es, medir a qu�e distan
ia se en
uentran, es un pro
eso


ompli
ado y 
ostoso desde el punto de vista 
omputa
ional. Por este motivo, no es pr�a
ti
o

realizar una b�usqueda exhaustiva para realizar b�usquedas en proximidad en apli
a
iones reales, ya

que tomar��a mu
ho tiempo responder 
ada 
onsulta realizada. En este estudio se utilizar�a el n�umero

de 
�omputos de distan
ia 
omo la medida de 
omplejidad de los algoritmos de b�usqueda, obviando

otros 
ostos tales 
omo E/S o tiempo extra de CPU.

Un algoritmo de indexamiento es un pro
edimiento que 
onstruye una estru
tura de datos de-

nominada ��ndi
e, el 
ual permite realizar b�usquedas en proximidad evitando, en lo posible, el tener

que revisar toda la base de datos, ahorr�andose evalua
iones de distan
ia al momento de realizar las


onsultas. Todos los algoritmos de b�usqueda en espa
ios m�etri
os se basan en el des
arte de objetos

utilizando la desigualdad triangular, lo 
ual evita el tener que medir su distan
ia real 
on el objeto

de 
onsulta.
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Cap��tulo 3

Algoritmos de B�usqueda en

Proximidad en Espa
ios M�etri
os

El objetivo de estos algoritmos es redu
ir al m��nimo el n�umero de evalua
iones de distan
ia ne
esarios

para responder las 
onsultas, ya sean por rango o los k ve
inos m�as 
er
anos.

Los algoritmos de b�usqueda en espa
ios m�etri
os se dividen en dos grandes �areas: algoritmos

basados en pivotes y algoritmos basados en parti
iones 
ompa
tas (ver [15℄ para un estudio 
om-

pleto).

3.1 Algoritmos basados en pivotes

Un pivote es un objeto distinguido dentro de la base de datos. Los pivotes sirven para �ltrar objetos

en una 
onsulta utilizando la desigualdad triangular, sin medir dire
tamente la distan
ia entre el

objeto de 
onsulta y los objetos des
artados. A 
ontinua
i�on se des
ribir�a el algoritmo 
an�oni
o de

b�usqueda en proximidad basado en pivotes.

Sea (X; d) un espa
io m�etri
o y U � X un 
onjunto de objetos. Dada una 
onsulta por rango

(q; r)

d

y un 
onjunto de k pivotes fp

1

; : : : ; p

k

g; p

i

2 U, por la desigualdad triangular, para 
ualquier
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x 2 X, se 
umple que d(p

i

; x) � d(p

i

; q) + d(q; x), y adem�as que d(p

i

; q) � d(p

i

; x) + d(x; q). De

ambas e
ua
iones se sigue que una 
ota inferior para d(q; x) es d(q; x) � jd(p

i

; x)� d(p

i

; q)j. Los

objetos u 2 U de inter�es son aquellos que satisfa
en d(q; u) � r, por lo que pueden ser ex
luidos

todos aquellos objetos que satisfagan la siguiente 
ondi
i�on de ex
lusi�on:

jd(p

i

; u)� d(p

i

; q)j > r para alg�un p

i

(3.1)

sin ne
esidad de evaluar dire
tamente d(q; u).

Si el 
onjunto U 
ontiene n objetos, se 
onstruye un��ndi
e 
onsistente en las kn distan
ias d(u; p

i

)

entre 
ada objeto pertene
iente a U y 
ada pivote. Al momento de realizar una 
onsulta por rango

s�olo es ne
esario 
al
ular las k distan
ias entre los pivotes y q para poder apli
ar la 
ondi
i�on

de ex
lusi�on (3.1). Di
has evalua
iones de distan
ia se 
ono
en 
omo la 
omplejidad interna del

algoritmo de b�usqueda, y di
ha 
omplejidad es �ja si se utiliza un n�umero �jo de pivotes.

La lista de objetos fu

1

; : : : ; u

m

g � U que no fueron ex
luidos, 
ono
ida 
omo la lista de objetos


andidatos, debe ser 
omparada dire
tamente 
on q. Di
has evalua
iones de distan
ia son 
ono
idas


omo la 
omplejidad externa del algoritmo de b�usqueda.

La 
omplejidad total del algoritmo es la suma de las 
omplejidades interna y externa, k +m.

Dado que una se in
rementa y la otra disminuye 
on k, existe un n�umero �optimo k

�

de pivotes

que depende del radio de toleran
ia de la 
onsulta. Sin embargo, en la pr�a
ti
a k

�

resulta ser muy

grande, por lo que no es posible alma
enar las k

�

n distan
ias, y el ��ndi
e se 
ompone del n�umero

m�aximo de pivotes que la memoria disponible permita.

En general, el 
onjunto de pivotes se elige en forma aleatoria, aunque se han propuesto algunas

t�e
ni
as de sele

i�on de pivotes que mejoran signi�
ativamente el rendimiento [10℄.
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3.1.1 Ejemplos de algoritmos basados en pivotes

Estos algoritmos di�eren de la versi�on 
an�oni
a en la forma 
omo se utilizan los pivotes, que puede

ser un po
o m�as sutil. Algunos utilizan un �arbol 
omo estru
tura de datos para indexar la base de

datos, en donde las ra��
es de los sub�arboles 
orresponden a los pivotes. Otros utilizan tiempo de

CPU adi
ional para ahorrar espa
io en memoria y as�� poder alma
enar m�as pivotes.

Burkhard-Keller Tree

Este algoritmo, presentado en [8℄, fue una de las primeras solu
iones para la b�usqueda en espa
ios

m�etri
os donde la fun
i�on de distan
ia es dis
reta. Consiste en 
onstruir un �arbol (Burkhard-Keller

Tree o BKT ) a partir de un nodo p elegido arbitrariamente del 
onjunto de objetos. Para 
ada

distan
ia i > 0 se de�ne el sub
onjunto de los objetos que se en
uentran a distan
ia i de la ra��z

p. Para 
ada uno de los sub
onjuntos no va
��os se 
rea un hijo de p, en donde re
ursivamente se


onstruye un BKT. El pro
eso se repite hasta que quede un solo objeto en el sub
onjunto o hasta

que queden menos de b objetos, los 
uales se alma
enan en un bu
ket.

Dada una 
onsulta por rango (q; r)

d

, s�olo se examinan aquellas ramas en donde se 
umpla

que d(p; q) � r � i � d(p; q) + r, y se pro
ede re
ursivamente en 
ada sub�arbol, a~nadi�endose a

los resultados todos aquellos objetos en
ontrados durante el re
orrido del �arbol que se en
uentren

a distan
ia menor o igual que r de q. Al llegar a una hoja del BKT, se realiza una b�usqueda

exhaustiva sobre todos los objetos 
ontenidos en ella. La desigualdad triangular asegura que el

algoritmo responde la 
onsulta de manera 
orre
ta.

Las ra��
es p de todos los sub�arboles del BKT 
orresponden a los pivotes que utiliza el algoritmo

para indexar el espa
io m�etri
o, aunque los pivotes son s�olo �utiles en el sub�arbol del que son ra��
es.

Fixed-Queries Tree

En [4℄ se presenta el algoritmo Fixed-Queries Tree o FQT, que es una variante del algoritmo BKT

donde se o
upa un solo pivote para 
ada nivel del �arbol, es de
ir, un solo pivote p es la ra��z de todos
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los sub�arboles de un mismo nivel.

El algoritmo para responder 
onsultas es exa
tamente el mismo que el del BKT, pero en este


aso s�olo se 
al
ula la distan
ia entre el pivote y la 
onsulta una vez por nivel. Por otro lado, los

�arboles FQT tienden a ser m�as altos que los BKT.

Fixed-Height FQT

En [4℄ tambi�en se presenta el Fixed-Height FQT o FHQT, que es una variante del FQT en donde

todas las hojas se en
uentran a la misma altura h, independientemente del tama~no de los bu
kets. El

FHQT equivale exa
tamente a indexar el espa
io 
on h pivotes �jos, pero el �arbol permite en
ontrar

los objetos 
andidatos 
on un 
osto de CPU menor.

Fixed Queries Array

En [12℄ se presenta el Fixed Queries Array o FQA. Este algoritmo representa en forma 
ompa
ta

un FHQT, utilizando un arreglo, lo que, a 
ambio de un fa
tor de CPU extra de O(log(n)), permite

ahorrar memoria y por ende utilizar una mayor 
antidad de pivotes.

Vantage Point Tree

Este algoritmo [31℄ permite realizar 
onsultas 
uando la fun
i�on de distan
ia es 
ontinua. El Vantage

Point Tree o VPT 
onsiste en 
onstruir un �arbol binario, en donde la ra��z es un objeto p elegido

aleatoriamente del 
onjunto de objetos. Luego, se 
al
ula la mediana del 
onjunto de todas las

distan
ias, 
omo M = medianafd(p; u); u 2 Ug. Aquellos objetos u 2 U tal que d(p; u) � M son

insertados en el sub�arbol izquierdo, y los restantes son insertados en el sub�arbol dere
ho. Para

responder una 
onsulta (q; r)

d

en el VPT se 
al
ula dist = d(q; p), donde p es la ra��z del VPT.

Si dist � r � M se bus
a re
ursivamente en el sub�arbol izquierdo, y si dist + r > M se bus
a

re
ursivamente en el sub�arbol dere
ho. N�otese que es posible entrar en ambos sub�arboles a la

vez. A medida que se re
orre el �arbol se a~naden a los resultados todos aquellos objetos p que se

en
uentren dentro de la bola de 
onsulta.
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Multi Vantage Point Tree

El VPT puede ser extendido a �arboles t-arios usando t�1 per
entiles uniformes en vez de la mediana.

Este algoritmo re
ibe el nombre de Multi Vantage Point Tree o MVPT [6℄. A su vez el MVPT

permite tener varios pivotes por nodo, lo 
ual lo 
onvierte en un h��brido 
on el FHQT.

Ex
luded Middle Vantage Point Forest

Otra extensi�on al VPT es el Ex
luded Middle Vantage Point Forest o VPF [32℄. Este algoritmo est�a

dise~nado para responder 
onsultas por el objeto m�as 
er
ano 
on radio de b�usqueda limitado, esto

es, en
ontrar el ve
ino m�as 
er
ano a q si es que �este est�a a una distan
ia de a lo m�as r. El ��ndi
e

ex
luye en 
ada nivel del VPT los objetos que se en
uentren a distan
ias intermedias del pivote, y


on esta parte ex
luida se 
onstruye un segundo �arbol, 
on lo que se obtiene un bosque. Con esto

es posible eliminar el ba
ktra
king al realizar b�usquedas 
on un radio peque~no, pero es ne
esario

realizar la b�usqueda en todos los �arboles del bosque. El algoritmo se puede adaptar para realizar


onsultas por rango.

Approximating Eliminating Sear
h Algorithm

Un enfoque 
ompletamente distinto es el que utiliza el algoritmo Approximating Eliminating Sear
h

Algorithm o AESA [29℄. El ��ndi
e 
onstruido es simplemente una matriz en donde se pre
al
ulan las

n(n�1)

2

distan
ias entre los objetos del espa
io U. Dada una 
onsulta por rango (q; r)

d

, se sele

iona

aleatoriamente un objeto p 2 U y se 
al
ula dist = d(p; q). Se ex
luyen todos los objetos u 2 U que

no 
umplan 
on la 
ondi
i�on de ex
lusi�on (3.1) para ese pivote p. Como todas las distan
ias d(p; u)

est�an pre
al
uladas, s�olo d(p; q) debe ser 
al
ulada al momento de realizar la b�usqueda. El pro
eso

de ele

i�on de pivotes y ex
lusi�on de objetos se repite hasta haber des
artado o retornado todos los

objetos.

Este algoritmo es uno de los que tienen mejor rendimiento en la pr�a
ti
a, pero tiene 
osto en

espa
io y tiempo de 
onstru

i�on O(n

2

), lo 
ual es demasiado 
ostoso in
luso para bases de datos

peque~nas.
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Linear AESA

Una nueva versi�on del algoritmo AESA, llamada Linear AESA o LAESA [22℄, propone utilizar una


antidad �ja de pivotes, k . En este 
aso, el 
osto en espa
io y tiempo de 
onstru

i�on es O(kn).

Aquellos objetos que no pueden ser ex
luidos despu�es de 
onsiderar los k pivotes son 
omparados

dire
tamente 
on la 
onsulta q.

Este algoritmo es pr�a
ti
amente una implementa
i�on dire
ta del algoritmo 
an�oni
o de b�usqueda

en proximidad utilizando pivotes.

Spaghettis

En [11℄ se presenta este algoritmo de b�usqueda en espa
ios m�etri
os basado en arreglos y que es

una variante de LAESA. Propone redu
ir el tiempo de CPU extra ne
esario al realizar una 
onsulta

utilizando una estru
tura de datos en donde las distan
ias de los objetos del 
onjunto a 
ada pivote

est�an ordenadas, pero ne
esita espa
io extra para alma
enar la informa
i�on que permita seguir el

re
orrido de un objeto en parti
ular a trav�es de los distintos arreglos.

3.2 Algoritmos basados en parti
iones 
ompa
tas

La idea en este 
aso es dividir el espa
io en parti
iones o zonas lo m�as 
ompa
tas posibles, alma-


enando puntos representativos de di
has zonas, denominados 
entros, y algunos datos extra que

permitan des
artar zonas 
ompletas lo m�as r�apidamente posible al momento de realizarse una 
on-

sulta. Cada zona a su vez puede ser re
ursivamente parti
ionada en m�as zonas, lo 
ual indu
e una

jerarqu��a de b�usqueda.

A 
ontinua
i�on se des
riben los 
riterios de ex
lusi�on para delimitar las zonas, se expli
an en

detalle dos de las estru
turas de datos m�as e�
ientes para b�usquedas en proximidad y se des
riben

otros algoritmos basados en parti
iones 
ompa
tas.
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3.2.1 Criterios de ex
lusi�on

Existen dos 
riterios generales para delimitar una zona: parti
i�on de Voronoi y radio 
obertor.

Criterio de parti
i�on de Voronoi

Se elige un 
onjunto de m 
entros f


1

; 


2

; : : : ; 


m

g. El resto de los objetos se asignan a la zona de

su 
entro m�as 
er
ano. Cuando todos los objetos de la base de datos son 
entros, el 
on
epto de

parti
i�on de Voronoi des
rito 
oin
ide 
on el 
on
epto de dominio de Diri
hlet [3℄. La Figura 3.1

ilustra este 
on
epto en un espa
io ve
torial de dimensi�on 2.

p4

p2

p12
p3

p11
p10p6

p15

p5
p1

p8

p9

p14

p13

p7

Figura 3.1: Parti
i�on de Voronoi de un espa
io ve
torial de dimensi�on 2.

Al momento de realizar una 
onsulta (q; r)

d

, se eval�uan las distan
ias entre q y los m 
entros,

es
ogi�endose el 
entro m�as 
er
ano a q, el 
ual se denominar�a 
.

Si la bola de 
onsulta (q; r)

d

interse
ta la zona de alg�un 
entro distinto a 
, enton
es se debe

revisar exhaustivamente esa zona por si hay objetos que 
aigan dentro de la bola de 
onsulta. La

Figura 3.2 ilustra esta situa
i�on. Sea x 2 X un objeto pertene
iente a la zona 
uyo 
entro es 


i

y

que se en
uentra a distan
ia menor o igual que r de la 
onsulta q. Por la desigualdad triangular se

tiene que:
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ci

d(c ,q)i

d(c ,x)i

qrx

d(c,q)

d(c,x)

c

Figura 3.2: Condi
i�on de ex
lusi�on 
on 
riterio de parti
i�on de Voronoi.

d(
; x) � d(
; x) + d(q; x) � d(
; q) + r (3.2)

Y tambi�en se tiene que:

d(


i

; q) � d(


i

; x) + d(x; q) � d(


i

; x) + r =) d(


i

; q)� r � d(


i

; x) (3.3)

Como x pertene
e a la zona de 


i

, se 
umple que d(


i

; x) � d(
; x). De esta 
ondi
i�on m�as (3.2)

y (3.3) se obtiene:

d(


i

; q)� r � d(


i

; x) � d(
; x) � d(
; q) + r =) d(


i

; q)� r � d(
; q) + r (3.4)

Dada la 
ondi
i�on (3.4), se pueden des
artar las zonas 
uyo 
entro 


i

satisfaga la 
ondi
i�on

d(


i

; q) > d(
; q) + 2r, puesto que en ese 
aso di
ha zona no puede tener interse

i�on 
on la bola de


onsulta.
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Criterio de radio 
obertor

El radio 
obertor es la m�axima distan
ia entre un 
entro 
 y alg�un objeto pertene
iente a su zona,

y se denotar�a 
omo 
r(
).

La Figura 3.3 muestra 
u�al es el 
riterio de ex
lusi�on utilizando el radio 
obertor. Dada una


onsulta por rango (q; r)

d

, se tiene que si d(q; 
)� r > 
r(
), enton
es la bola de 
onsulta no puede

tener interse

i�on 
on la zona de 
entro 
, y por lo tanto se pueden ex
luir de la respuesta todos

los objetos pertene
ientes a la zona de 
entro 
 sin ne
esidad de 
hequearlos dire
tamente. En 
aso


ontrario, es ne
esario revisar exhaustivamente di
ha zona por si hay objetos que se en
uentren

dentro de la bola de 
onsulta. En la �gura, la bola de 
onsulta (q

1

; r) no tiene interse

i�on 
on la

zona de 
entro 
, por lo que no es ne
esario revisar los objetos que pertenez
an a di
ha zona. Por el


ontrario, en las 
onsultas q

2

y q

3

s�� hay interse

i�on, lo que ha
e ne
esario revisar exhaustivamente

di
ha zona en bus
a de objetos que est�en a distan
ia menor que r de la 
onsulta.

q
1

q
2

q
3

r

r

r

c

cr(c)

Figura 3.3: Condi
i�on de ex
lusi�on 
on 
riterio de radio 
obertor.

20



3.2.2 Spatial Approximation Tree

El Spatial Approximation Tree o SAT [23℄ es una estru
tura de datos para b�usqueda en proximidad

que utiliza tanto el 
riterio del radio 
obertor 
omo el 
riterio de parti
i�on de Voronoi. Utiliza

una 
antidad de espa
io lineal O(n) 
on respe
to al tama~no de la base de datos, tiene un tiempo

promedio de 
onstru

i�on de O(n log

2

(n)= log(log(n))) y tiempo promedio de b�usqueda sublineal

O(n

1��(1= log(log(n)))

) en espa
ios m�etri
os de dimensi�on alta y O(n

�

) (0 < � < 1) en espa
ios

m�etri
os de dimensi�on baja.

M�etodo de aproxima
i�on espa
ial

La idea de esta estru
tura es a
er
arse espa
ialmente a la 
onsulta, aproxim�andose a trav�es de los

ve
inos de un objeto. Sea U el 
onjunto de objetos. Cada objeto u 2 U posee un 
onjunto de

ve
inos N(u), y s�olo se permite trasladarse dire
tamente a objetos ve
inos.

El pro
eso de b�usqueda para responder 
onsultas del ve
ino m�as 
er
ano de un objeto q 2 X es

el siguiente: se 
omienza la b�usqueda desde alg�un objeto a 2 U 
ualquiera y se 
onsideran todos

sus ve
inos. Si ning�un ve
ino es m�as 
er
ano a q que a a, enton
es a es el ve
ino m�as 
er
ano a

q. En 
aso 
ontrario, se elige alg�un ve
ino b 2 N(a) que est�e m�as 
er
ano a q que a, y se 
ontin�ua

la b�usqueda por ese ve
ino. La Figura 3.4 muestra un ejemplo de una b�usqueda por aproxima
i�on

espa
ial. El algoritmo puede verse 
omo un re
orrido en un grafo, donde los ar
os del grafo 
one
tan

a un objeto 
on sus ve
inos.

Para que el algoritmo des
rito fun
ione, es ne
esario que el grafo 
ontenga su�
ientes ar
os.

Una solu
i�on es utilizar el grafo 
ompleto, pero esto no tiene sentido pues s�olo 
hequear los ve
inos

tendr��a 
osto O(n). La estru
tura ideal ser��a un grafo que tuviera el m��nimo n�umero de ar
os y


ontestara de manera 
orre
ta todas las posibles 
onsultas.

En [23℄ se muestra que el grafo ideal es el obtenido a trav�es de una triangula
i�on de Delaunay,

donde los ve
inos del nodo u 
orresponden a los objetos 
uya �area de Voronoi 
omparte un borde 
on

u. Desafortunadamente, no es posible obtener el grafo de Delaunay de un espa
io m�etri
o general

utilizando s�olo las distan
ias entre los objetos del espa
io, y se puede demostrar que el �uni
o grafo

que fun
iona en un espa
io m�etri
o arbitrario es el grafo 
ompleto [23℄, lo 
ual ya se vi�o que no es
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p9

p14

p13

p7

Figura 3.4: Ejemplo de b�usqueda por aproxima
i�on espa
ial.

�util en la pr�a
ti
a.

No obstante lo anterior, es posible ha
er dos simpli�
a
iones a la idea des
rita y obtener una

solu
i�on fa
tible. La primera simpli�
a
i�on es restringir el ini
io de la b�usqueda a un nodo �jo (la

ra��z del �arbol), y la segunda restri

i�on es que la estru
tura s�olo pueda responder de manera 
orre
ta


onsultas por objetos que pertenez
an a la base de datos. M�as adelante se ver�a que 
ombinando

el m�etodo de aproxima
i�on espa
ial 
on ba
ktra
king es posible responder 
ualquier b�usqueda en

proximidad utilizando esta estru
tura de datos.

Constru

i�on del SAT

Se elige aleatoriamente un objeto a 2 U 
omo ra��z del �arbol. Luego se elige un 
onjunto de ve
inos

N(a) que satisfaga la siguiente 
ondi
i�on:

8x 2 U; x 2 N(a), 8y 2 N(a)� fxg; d(x; y) > d(x; a) (3.5)

Los ve
inos de la ra��z a forman un 
onjunto tal que 
ualquier ve
ino se en
uentra m�as 
er
a de a
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que de 
ualquier otro ve
ino. El \s�olo si" (() de la de�ni
i�on garantiza que si es posible a
er
arse

a 
ualquier b 2 U, enton
es alg�un objeto en N(a) es m�as 
er
ano a b que a a, porque durante la


onstru

i�on del �arbol se 
olo
�o 
omo ve
inos dire
tos todos aquellos objetos que no estaban m�as


er
a a alg�un otro ve
ino. El \si" ()) de la de�ni
i�on apunta a que la 
antidad de ve
inos sea lo

m�as peque~na posible.

Note que el 
onjunto N(a) est�a de�nido en t�erminos de s�� mismo en una manera no trivial, y

que pueden haber m�ultiples solu
iones que 
al
en 
on la de�ni
i�on. Por ejemplo, dados b; 
 2 U, si

a se en
uentra lejos de b y 
 y �estos se en
uentran 
er
anos entre s�� , enton
es tanto N(a) = fbg


omo N(a) = f
g satisfa
en la de�ni
i�on.

En
ontrar el 
onjunto N(a) m�as peque~no posible pare
iera ser un problema de optimiza
i�on


ombinatorial dif��
il de resolver [23℄, puesto que al in
luir un objeto puede ser ne
esario sa
ar otros

previamente elegidos (lo que o
urre entre b y 
 en el ejemplo anterior). Sin embargo, existe una

heur��sti
a simple que a~nade m�as ve
inos que los ne
esarios, pero que fun
iona bien en la pr�a
ti
a.

Ini
ialmente, se 
omienza 
on el nodo a y su \bolsa" que 
ontiene los objetos restantes de U.

Primero se ordena la bolsa as
endentemente seg�un la distan
ia a a. Luego, se a~naden nodos a N(a),

que ini
ialmente se en
uentra va
��o. En 
ada oportunidad se 
onsidera un nuevo nodo b y se veri�
a

si se en
uentra m�as 
er
a a alg�un objeto de N(a) que a a. Si ese no es el 
aso, se a~nade b a N(a).

Una vez �nalizado este pro
eso se tiene un 
onjunto apropiado de ve
inos. Note que la 
ondi
i�on

3.5 se satisfa
e gra
ias al he
ho que se 
onsideraron los objetos en orden de distan
ia 
re
iente a a.

El \s�olo si" de la 
ondi
i�on se satisfa
e 
laramente, puesto que s�olo aquellos objetos que la 
umpl��an

fueron agregados a N(a). El \si" es un po
o m�as deli
ado. Sea x 6= y 2 N(a), si y est�a m�as 
er
a

de a que x, enton
es y fue 
onsiderado primero. El algoritmo de 
onstru

i�on garantiza que si se

insert�o x en N(a), enton
es d(x; a) < d(x; y). En 
ambio si x es m�as 
er
ano a a que y, enton
es

d(y; x) > d(y; a) � d(x; a), lo que signi�
a que un ve
ino no puede ser removido por un nuevo ve
ino

insertado posteriormente.

Cada nodo x 2 U �N(a) se inserta en la bolsa del objeto pertene
iente a N(a) m�as 
er
ano a

x. Esto se 
ono
e 
omo estrategia de best-�t. Note que esto requiere una segunda pasada sobre U

una vez que N(a) ha sido determinado.
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Una vez terminado 
on a se pro
ede re
ursivamente sobre todos sus ve
inos, 
onsiderando los

objetos que quedaron en su bolsa respe
tiva. La estru
tura resultante es un �arbol que puede ser

utilizado para realizar b�usquedas para 
ualquier q 2 U por aproxima
i�on espa
ial, para 
onsultas de

ve
ino m�as 
er
ano. La raz�on por la 
ual fun
iona es que, al momento de realizar la b�usqueda, se

repite exa
tamente el pro
eso realizado 
on q durante el pro
eso de 
onstru

i�on, esto es, se entra

en el sub�arbol del ve
ino m�as 
er
ano a q hasta en
ontrarlo. Lo anterior fun
iona puesto que q se

en
uentra en el �arbol, es de
ir, se est�a realizando una b�usqueda exa
ta.

Finalmente, se alma
ena en 
ada nodo a su radio 
obertor, esto, es la m�axima distan
ia 
r(a)

entre a y alg�un objeto en alguno de sus sub�arboles. Esto servir�a posteriormente para ahorrar

algunas 
ompara
iones al momento de realizar una b�usqueda.

La Figura 3.5 muestra en seudo
�odigo el pro
eso de 
onstru

i�on del SAT. El m�etodo se invo
a

ini
ialmente 
omo ConstruirArbol(a, U-fag), donde a es un objeto elegido aleatoriamente de

U. Note que, ex
epto en el primer nivel de re
ursi�on, ya se 
ono
en las distan
ias d(x; a) para

todo x 2 U y por lo tanto no es ne
esario volver a 
al
ularlas. De la misma forma, algunas de las

distan
ias d(x; 
) en la l��nea 10 ya fueron 
al
uladas en la l��nea 6. La informa
i�on alma
enada en

la estru
tura de datos es la ra��z a y los valores de N() y 
r() para todos los nodos.

Algoritmos de b�usqueda en SAT

Consulta por rango (q; r)

d

. Si bien, en una 
onsulta general, q =2 U, las respuestas a la 
onsulta

son objetos q

0

2 U, por lo que el �arbol se utiliza para simular la b�usqueda de un objeto pertene
iente

a U. Cuando el objeto q es 
ono
ido y se 
omienza la b�usqueda en la ra��z a, la aproxima
i�on espa
ial

indi
a que se debe bus
ar dire
tamente en el ve
ino de a m�as 
er
ano a q. Como la b�usqueda es

sobre un objeto q

0

des
ono
ido y no se tiene la seguridad de 
u�al es el ve
ino de a m�as 
er
ano a q

0

,

se deben explorar varios ve
inos. Algunos de ellos pueden ser des
artados utilizando que d(q; q

0

) � r

(ya que los objetos q

0

se en
uentran dentro de la bola de 
onsulta).

Primero se determina 
u�al es el objeto 
 m�as 
er
ano a q, 
on 
 2 fag [ N(a). Luego, para

todo b 2 fag [ N(a) se sabe que d(
; q) � d(b; q), pero es posible que d(
; q

0

) � d(b; q

0

) por lo

expli
ado anteriormente, y no ser�a posible en
ontrar q

0

entrando s�olo en el sub�arbol de ra��z 
. En

lugar de esto, se deben visitar todos los ve
inos b 2 N(a) tal que d(q; b) � d(q; 
) + 2r (
riterio
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ConstruirArbol (Nodo a, Conjunto de nodos S)

1. N(a)  ; /* ve
inos de a */

2. 
r(a)  0 /* radio 
obertor */

3. Ordenar S por distan
ias a a (m�as 
er
anos primero)

4. for v 2 S do

5. 
r(a)  max(
r(a); d(v; a))

6. if 8b 2 N(a); d(v; a) < d(v; b) then N(a) N(a) [ fvg

7. enddo

8. for b 2 N(a) do S(b)  ; /* sub�arboles */

9. for v 2 S �N(a) do

10. 
  argmin(d(v; b)); b 2 N(a)

11. S(
)  S(
) [ fvg

12. enddo

13. for b 2 N(a) do ConstruirArbol (b, S(b)) /* 
onstruye sub�arboles */

Figura 3.5: Algoritmo de 
onstru

i�on del SAT.

de parti
i�on de Voronoi). Esto viene de lo siguiente: por la desigualdad triangular para 
ualquier

u 2 U se 
umple que d(u; q) � r � d(u; q

0

) � d(u; q) + r; si para alg�un ve
ino b 2 N(a) se 
umple

que d(q; b) > d(q; 
) + 2r, tambi�en satisfa
e que d(q

0

; b) � d(q; b) � r > d(q; 
) + r � d(q

0

; 
), y

por lo tanto q

0

no pudo haber sido insertado en el sub�arbol de b. En 
ualquier otro 
aso no existe

seguridad, por lo que debe entrarse en di
ho sub�arbol.

El pro
eso garantiza que q ser�a 
omparado 
ontra todo nodo que no pueda probarse que est�a

su�
ientemente lejos de q. Debe a~nadirse al resultado todo aquel objeto q

0


omparado 
on q y que


umpla d(q; q

0

) � r. Como puede observarse, lo que ini
ialmente se 
on
ibi�o 
omo una b�usqueda

por aproxima
i�oon espa
ial a trav�es de un 
amino simple se 
ombina ahora 
on ba
ktra
king, por

lo que se debe bus
ar por varios 
aminos. La Figura 3.6 muestra 
�omo se realiza el pro
eso de

b�usqueda, donde la ra��z del �arbol es p

11

. Todas las ramas mar
adas fueron re
orridas, pero s�olo p

9

es retornado.

El algoritmo de b�usqueda puede ser mejorado un po
o 
onsiderando lo siguiente: 
uando se

realiza una b�usqueda de un objeto u 2 U (b�usqueda exa
ta) se sigue un �uni
o 
amino desde la ra��z
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p13

p4

p2

p12
p3

p7

p15

p6

p8

p9
p14

p11

p1
q

p5

p10

Figura 3.6: Ejemplo del pro
eso de b�usqueda por rango en SAT.

hasta u. Para 
ualquier nodo a

0

en este 
amino, se elige aqu�el m�as 
er
ano a q entre fa

0

g [N(a

0

).

Por lo tanto, si la b�usqueda se en
uentra en el nodo a se tiene que q es m�as 
er
ano a a que a


ualquier an
estro a

0

de a y que a 
ualquier ve
ino de a

0

. Si se de�ne A(a) 
omo el 
onjunto de los

an
estros de a (in
luyendo a), se tiene que, al momento de realizar la b�usqueda, se pueden des
artar

aquellos sub�arboles 
uya ra��z x 2 N(a) 
umpla que:

d(q; x) > 2r +minfd(q; 
); 
 2 fa

0

g [N(a

0

); a

0

2 A(a)g (3.6)

dado que se puede demostrar, usando la desigualdad triangular, que ning�un q

0

puede estar

alma
enado en el sub�arbol de ra��z x. La 
ondi
i�on 3.6 es una versi�on m�as estri
ta que la 
ondi
i�on

original d(q; x) > 2r +minfd(a; 
); 
 2 fag [N(a)g.

Esta observa
i�on se puede utilizar de la siguiente forma: para 
ada nodo b visitado durante la

b�usqueda se re
uerda la m��nima distan
ia d

min

a q hasta este momento a trav�es de este 
amino,

in
luyendo a los ve
inos. S�olo se revisan re
ursivamente aquellos ve
inos que no est�en m�as lejos que

d

min

+ 2r de q.

Por �ultimo, se utiliza la informa
i�on del radio 
obertor 
r(a) para redu
ir a�un m�as el 
osto de

b�usqueda. Se puede detener la b�usqueda en aquellos sub�arboles 
on ra��z a donde d(q; a) > 
r(a)+ r
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(
riterio de radio 
obertor), dado que esto impli
a que d(q

0

; a) > 
r(a) para 
ualquier q

0

tal que

d(q; q

0

) � r, y por lo tanto q

0

no puede pertene
er al sub�arbol de a.

La Figura 3.7 muestra el seudo
�odigo del algoritmo de b�usqueda por rango utilizando el SAT.

La fun
i�on se invo
a ini
ialmente 
omo BusquedaRangoSAT(a, q, r, d(q,a)), donde a es la ra��z del

�arbol. Note que en los llamados re
ursivos d(a; q) ya ha sido previamente 
al
ulado.

BusquedaRangoSAT(Nodo a, Consulta q, Radio r, Distan
ia d

min

)

1. if d(a; q) � 
r(a) + r then

2. if d(a; q) � r then a~nadir a al resultado

3. d

min

 minfd

min

g [ fd(
; q); 
 2 N(a)g

4. for b 2 N(a) do

5. if d(b; q) � d

min

+ 2r then BusquedaRangoSat(b; q; r; d

min

)

Figura 3.7: Algoritmo de b�usqueda por rango en SAT.

Consulta por k ve
inos m�as 
er
anos a q. Este tipo de 
onsultas se puede responder simu-

lando una 
onsulta por rango, redu
iendo el radio de b�usqueda a medida que se dispone de m�as

informa
i�on. Para resolver 
onsultas del tipo 1-NN (ve
ino m�as 
er
ano) se 
omienza bus
ando 
on

una toleran
ia r = 1, redu
iendo �esta 
ada vez que se reali
e una 
ompara
i�on que entregue una

distan
ia menor que r. Al �nal, se retorna el objeto m�as 
er
ano a la 
onsulta en
ontrado durante

la b�usqueda.

Para responder 
onsultas del tipo k-NN se utiliza una 
ola de prioridad 
on los k objetos m�as


er
anos a q 
ono
idos hasta el momento. El radio de toleran
ia r 
orresponde a la distan
ia entre

q y el 
andidato m�as lejano a q en la 
ola de prioridad (r =1 si se tienen menos de k 
andidatos).

Cada vez que se en
uentra un nuevo 
andidato se inserta en la 
ola, pudiendo desplazar a alg�un


andidato previo y por ende redu
ir r. Al �nal, la 
ola 
ontiene los k objetos m�as 
er
anos a q.

Un aspe
to importante al resolver este tipo de 
onsultas es en
ontrar r�apidamente objetos 
er-


anos a q y por ende redu
ir r lo m�as temprano posible. Esto impli
a que el orden en el 
ual se

re
orre el �arbol de aproxima
i�on espa
ial 
obra mu
ha importan
ia, lo 
ual no su
ede en el 
aso de

la b�usqueda por rango. En [27℄ se propone una idea general que puede ser adaptada al SAT y que


onsiste en lo siguiente [23℄: se tiene una 
ola de prioridad de sub�arboles, los m�as prometedores
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primero. Ini
ialmente, se inserta la ra��z del SAT en la 
ola. Luego, iterativamente se extrae el

sub�arbol m�as promisorio de la 
ola, se pro
esa, y se insertan todas las ra��
es de sus sub�arboles en

la 
ola. Este pro
eso se repite hasta que la 
ola se va
��e o la ra��z del sub�arbol m�as prometedor

pueda ser des
artada, lo 
ual impli
a que ninguno de los sub�arboles no pro
esados puede 
ontener

un objeto su�
ientemente \bueno".

Para medir 
u�an prometedor es un sub�arbol se utiliza una 
ota inferior de la distan
ia entre q y


ualquier objeto pertene
iente al sub�arbol. Una vez que esta 
ota inferior ex
eda r se puede detener

la b�usqueda. En el 
aso parti
ular de la b�usqueda en el SAT se tienen dos 
otas inferiores posibles:

1. Dado que se 
ono
e el ve
ino m�as 
er
ano 
 y se revisan los ve
inos b que 
umplan d(q; b) �

d(q; 
) � 2r, se tiene que una 
ota inferior para r es r �

d(q;b)�d(q;
)

2

. De he
ho, este nodo 
 se

toma de entre los ve
inos de 
ualquier an
estro del nodo a
tual.

2. La 
ota que entrega el 
riterio de radio 
obertor, esto es d(q; b)� 
r(b) � r.

Como r se redu
e durante la b�usqueda, una ra��z b que pare
iera ser prometedora al momento

de insertarla en la 
ola de prioridad puede no serlo al momento de extraerla. Las ra��
es se insertan


on el m�aximo valor entre las dos 
otas inferiores, y se utiliza este valor para ordenar los sub�arboles

en la 
ola, donde el sub�arbol m�as prometedor es aquel 
on 
ota de valor m��nimo. A medida que se

extraen los sub�arboles de la 
ola, se veri�
a si su 
ota ex
ede r, en 
uyo 
aso se detiene el pro
eso

de b�usqueda dado que no pueden haber objetos relevantes en los sub�arboles restantes. Note que los

nodos ve
inos heredan la 
ota inferior de su nodo padre, y que es ne
esario mantener el valor de

d

min

por separado.

El m�etodo des
rito es rango-�optimo, esto es, en
uentra el k-�esimo ve
ino m�as 
er
ano de q, o

k

,

despu�es de visitar los mismos nodos del SAT que al realizar una b�usqueda por rango 
on radio

d(q; o

k

).

La Figura 3.8 muestra el seudo
�odigo del algoritmo de 
onsulta por k ve
inos m�as 
er
anos

utilizando el SAT.
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BusquedaVe
inosSAT (Arbol a, Consulta q, Cantidad de ve
inos k)

1. Q  f(a;max(0; d(q; a) � 
r(a)); d(q; a))g /* sub�arboles prometedores */

2. r  1, A  ; /* mejor respuesta hasta el momento */

3. while Q no est�a va
��a do

4. (b; t; d

min

)  objeto en Q 
on menor t, Q  Q� f(b; t; d

min

)g

5. if t > r then return A /* 
riterio de deten
i�on global */

6. A A [ f(b; d(q; b))g

7. if jAj = k + 1 then

8. (
; d

max

)  objeto en A 
on mayor d

max

, A  A� f(
; d

max

)g

9. if jAj = k then

10. (
; d

max

)  objeto en A 
on mayor d

max

, r  d

max

11. d

min

 minfd

min

g [ fd(
; q); 
 2 N(b)g

12. for v 2 N(b) do

13. Q  Q [ (v;max(t; d

min

=2; d(q; v) � 
r(v)); d

min

)

14. return A

Figura 3.8: Algoritmo de b�usqueda de k ve
inos m�as 
er
anos en SAT.

3.2.3 List of Clusters

El List of Clusters [13℄ es una lista de \zonas" o \parti
iones 
ompa
tas" que 
ontienen una 
ierta


antidad de objetos. Cada zona posee un 
entro y un radio 
obertor (m�axima distan
ia entre el


entro y alg�un objeto pertene
iente a la zona).

Constru

i�on de la lista

Se elige un 
entro 
 2 U aleatoriamente y un radio rp, 
uyo valor se dis
utir�a posteriormente. Se

de�ne la bola (
; rp) 
omo el sub
onjunto de objetos de X que se en
uentran a lo m�as a distan
ia

rp de 
. A partir de lo anterior se de�ne I

U;
;rp

= fu 2 U; d(
; u) � rpg 
omo la parti
i�on 
ompa
ta

de objetos \internos", es de
ir, los que se en
uentran dentro de la bola (
; rp), y E

U;
;rp

= fu 2

U; d(
; u) > rpg 
omo el 
onjunto de los objetos restantes (los objetos \externos"). El pro
eso se

repite re
ursivamente dentro de E. El pro
edimiento de 
onstru

i�on retorna una lista de tuplas
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(


i

; rp

i

; I

i

) (
entro, radio, elementos de la zona), y su seudo
�odigo se muestra en la Figura 3.9. El

operador \:" enlaza dos listas. Es f�a
il eliminar la re
ursividad del algoritmo para ha
erlo iterativo.

ConstruirLista (Conjunto de objetos U)

1. if U = ; then return lista va
ia

2. Elegir 
 2 U

3. Elegir radio rp

4. I  fu 2 U; d(
; u) � rpg

5. E  U � I

6. return (
; rp; I):ConstruirLista(E)

Figura 3.9: Algoritmo de 
onstru

i�on del List of Clusters.

Esta estru
tura de datos puede pare
er sim�etri
a, pero no lo es. El primer 
entro es
ogido tiene

preferen
ia sobre los siguientes 
entros en 
aso que las zonas se traslapen, lo 
ual se ilustra en la

Figura 3.10. Todos los objetos que est�en dentro de la zona del primer 
entro (


1

en la �gura) se

alma
enan en su parti
i�on 
ompa
ta I respe
tiva, aunque puedan tambi�en estar dentro de las zonas

de los 
entros siguientes (


2

y 


3

en la �gura). La �gura tambi�en muestra 
�omo la estru
tura de

datos puede ser vista 
omo una lista.

Con respe
to a la ele

i�on del radio de 
ada parti
i�on 
ompa
ta y de los 
entros, existen varias

alternativas. En [13℄ se muestra experimentalmente que los mejores resultados se obtienen:

� Es
ogiendo parti
iones 
ompa
tas 
on una 
antidad �ja de objetos, 
on lo que el radio 
obertor


orresponde a la m�axima distan
ia entre el 
entro y alg�un objeto pertene
iente a la parti
i�on


ompa
ta, esto es, rp




= 
r(
) para todo 
entro 
.

� Es
ogiendo el siguiente 
entro 
omo aquel objeto que maximi
e la suma de distan
ias a los


entros previamente es
ogidos.

Algoritmo de b�usqueda en List of Clusters

Consulta por rango (q; r)

d

. Para una 
onsulta (q; r)

d

, se mide la distan
ia entre q y el primer


entro, d(
; q), a~nadiendo al resultado el 
entro si se en
uentra a distan
ia menor o igual que r de
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c

rp

rp

c

rp3

3

2

1

1

c2

I

1 1(c  , rp  )          (c  , rp  )          (c  , rp  )
E E E

I I

2 2 3 3

Figura 3.10: Ejemplo de List of Clusters.

q. Luego, se bus
a exhaustivamente en la parti
i�on 
ompa
ta I si y s�olo si la bola de 
onsulta tiene

alguna interse

i�on 
on la zona de 
entro 
. Por �ultimo, dada la asimetr��a de la estru
tura, se puede

podar la b�usqueda en el otro sentido: si la bola de 
onsulta est�a totalmente 
ontenida en la zona de


entro 
, enton
es no es ne
esario 
ontinuar la b�usqueda en E, puesto que por 
onstru

i�on se sabe

que no puede haber interse

i�on entre la bola de 
onsulta y otras parti
iones 
ompa
tas. La Figura

3.11 des
ribe en seudo
�odigo el algoritmo de 
onsulta por rango utilizando el List of Clusters.

Consulta por k ve
inos m�as 
er
anos. En este 
aso se utiliza un esquema similar al des
rito

en 3.2.2 para 
onsultas k-NN. Se tiene una 
ola de prioridad, A, donde se alma
enan los k objetos


andidatos m�as 
er
anos al objeto de 
onsulta q 
ono
idos hasta el momento, siendo r la distan
ia

entre q y el 
andidato m�as lejano a q en A (r = 1 si se tienen menos de k 
andidatos). Cada vez

que se en
uentra un nuevo 
andidato se inserta en A, pudiendo desplazar a alguno previo y por

ende redu
ir r. Al �nal, la 
ola A 
ontiene los k objetos m�as 
er
anos a q.

En otra 
ola de prioridad, Q, se alma
enan las parti
iones 
ompa
tas y objetos individuales a�un
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BusquedaRangoLista (Lista L, Consulta q, Radio r)

1. if L = ; then return /* lista va
��a */

2. Sea L  (
; rp; I) : E

3. Cal
ular d(
; q)

4. if d(
; q) � r then a~nadir 
 al resultado

5. if d(
; q) � rp+ r then bus
ar en I � f
g exhaustivamente

6. if d(
; q) > rp� r then BusquedaRangoLista(E; q; r)

Figura 3.11: Algoritmo de b�usqueda en List of Clusters.

no pro
esados, los m�as prometedores primero. Para medir 
u�an prometedor es un objeto o una

parti
i�on 
ompa
ta, se utiliza una 
ota inferior de la distan
ia entre q y di
ho elemento (objeto

o parti
i�on 
ompa
ta). Al prin
ipio, se inserta en la 
ola la primera parti
i�on 
ompa
ta 
on una


ota t = 0. Luego, se extrae un elemento de Q, junto 
on su 
ota t, y se pro
esa. Si la 
ota

del elemento extra��do es mayor que r, enton
es se detiene el pro
eso, puesto que no pueden haber

objetos relevantes dentro de las parti
iones 
ompa
tas y objetos a�un no revisados.

Si el elemento extra��do es una parti
i�on 
ompa
ta, se 
ompara su 
entro 
 dire
tamente 
on

q y se inserta en A. Luego, se 
al
ula una 
ota inferior para la distan
ia entre q y los objetos

pertene
ientes a di
ha zona, d(q; 
) � 
r(
). Finalmente, se insertan en Q:

1. Los objetos de la zona 
on el m�aximo valor entre la 
ota del padre y la nueva 
ota 
al
ulada.

2. La parti
i�on 
ompa
ta que sigue a 
 en la lista, b, 
on 
ota max(t; 
r(
) � d(q; 
)).

Si el elemento extra��do es un objeto, enton
es se 
ompara dire
tamente 
on q y se inserta en A.

Cada vez que se inserta un objeto en A, �este puede desplazar a alg�un 
andidato previo, en 
uyo


aso el valor de r debe ser a
tualizado. La Figura 3.12 muestra el seudo
�odigo del algoritmo de


onsulta por k ve
inos m�as 
er
anos utilizando el List of Clusters.
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BusquedaVe
inosLista (Lista L, Consulta q, Cantidad de ve
inos k)

1. Q  f(L; 0)g /* elementos prometedores */

2. r  1, A  ; /* mejor respuesta hasta el momento */

3. while Q no est�a va
��a do

4. (b; t)  elemento en Q 
on menor t, Q  Q� f(b; t)g

5. if t > r then return A /* 
riterio de deten
i�on global */

6. if b es una lista then

7. Sea b = (
; rp




; I




) : E




8. A A [ f(
; d(q; 
))g

9. if jAj = k + 1 then

10. (e; d

max

)  objeto en A 
on mayor d

max

, A  A� f(e; d

max

)g

11. if jAj = k then

12. (e; d

max

)  objeto en A 
on mayor d

max

, r  d

max

13. for ea
h v 2 I




� f
g do Q  Q [ (v;max(t; d(q; 
) � rp




))

14. if E




6= ; then Q  Q [ (E




;max(t; rp




� d(q; 
)))

15. else /* b es un objeto */

16. A A [ f(b; d(q; b))g

17. if jAj = k + 1 then

18. (e; d

max

)  objeto en A 
on mayor d

max

, A  A� f(e; d

max

)g

19. if jAj = k then

20. (e; d

max

)  objeto en A 
on mayor d

max

, r  d

max

21. endif

22. enddo

23. return A

Figura 3.12: Algoritmo de b�usqueda de k ve
inos m�as 
er
anos en List of Clusters.
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3.2.4 Otros algoritmos basados en parti
iones 
ompa
tas

Bise
tor Trees

El Bise
tor Tree o BST [21℄ es un �arbol binario que se 
onstruye re
ursivamente de la siguiente

forma: para 
ada nodo del �arbol se eligen dos 
entros, 


1

y 


2

. Los objetos m�as 
er
anos a 


1

que

a 


2

se insertan en el sub�arbol izquierdo, y los objetos restantes se insertan en el sub�arbol dere
ho.

Para ambos 
entros se alma
ena la informa
i�on de su radio 
obertor respe
tivo, 
r(


i

). Al realizar

una b�usqueda, se pueden ex
luir todos aquellos sub�arboles donde se 
umpla que d(q; 


i

)�
r(


i

) > r

(
riterio de radio 
obertor). Note que es posible entrar en ambos sub�arboles a la vez al realizar una

b�usqueda.

Monotonous BST

El Monotonous BST [25℄ es un BST donde uno de los 
entros del nodo es el 
entro 
orrespondiente

al nodo padre. Esto permite que el radio 
obertor disminuya a medida que se baja en el �arbol.

Voronoi Tree

El Voronoi Tree o VT [18℄ es una mejora del BST, donde el �arbol puede alma
enar 2 �o 3 objetos

por nodo. Cuando se 
rea un nuevo nodo al insertar un objeto, el objeto m�as 
er
ano del nodo

padre tambi�en es insertado en el nuevo nodo. El VT tiene la propiedad que el radio 
obertor se

redu
e a medida que se baja en el �arbol, y posee un mejor balan
e que el BST.

Generalized-Hyperplane Tree

El Generalized-Hyperplane Tree o GHT [28℄ es id�enti
o en 
onstru

i�on a un BST. Sin embargo, el

algoritmo utiliza la 
ondi
i�on de ex
lusi�on 
on 
riterio de parti
i�on de Voronoi para des
artar ramas

del �arbol al momento de realizar una b�usqueda, esto es, se puede des
artar el sub�arbol izquierdo si se
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umple que d(q; 


1

) � d(q; 


2

)+2r y se puede des
artar el sub�arbol dere
ho si d(q; 


2

) > d(q; 


1

)+2r.

Note que tambi�en es posible entrar en ambos sub�arboles a la vez al realizar una b�usqueda.

Geometri
 Near-neighbor A

ess Tree

El Geometri
 Near-neighbor A

ess Tree o GNAT [7℄ es un GHT extendido a un �arbol m-ario,

manteniendo la misma idea original. Para el primer nivel se eligen m 
entros 


1

; : : : ; 


m

, y se

de�ne U

i

= fu 2 U; d(


i

; u) < d(


j

; u) 8i 6= jg, esto es, U

i

es el 
onjunto de objetos que est�an

m�as 
er
anos a 


i

que a 
ualquier otro 
entro, y se 
onstruye re
ursivamente un GNAT en 
ada

uno de estos 
onjuntos. Durante la 
onstru

i�on del ��ndi
e, se alma
ena para 
ada nodo la tabla

rango

ij

= [min

u2U

j

(


i

; u);max

u2U

j

(


i

; u)℄, que 
ontiene las distan
ias m��nimas y m�aximas desde


ada 
entro 


i

a alg�un objeto de 
ada U

j

.

Para una 
onsulta (q; r)

d

, se 
ompara q 
on alg�un 
entro 


i

y se des
artan todas aquellas zonas


on 
entro 


j

(i 6= j) tal que no haya interse

i�on entre el rango [d(q; 


i

)� r; d(q; 


i

) + r℄ y rango

ij

.

El pro
eso se repite eligiendo otros 
entros aleatoriamente hasta que ya no se puedan des
artar m�as

zonas. Re
ursivamente, se 
ontin�ua la b�usqueda en todas aquellas zonas no des
artadas. Durante

este pro
eso se a~naden al resultado todos los 
entros que est�en su�
ientemente 
er
a de q.

M-tree

El M-tree [16℄ es una estru
tura de datos din�ami
a que provee un buen rendimiento en memoria

se
undaria. La estru
tura posee 
ierta similitud 
on el GNAT, dado que es un �arbol donde se elige

un 
onjunto de 
entros y los objetos restantes se alma
enan en la zona de su 
entro m�as 
er
ano,


onstruyendo re
ursivamente un M-tree en 
ada una de las zonas. Sin embargo, el algoritmo de

b�usqueda es m�as 
er
ano al de un BST: 
ada 
entro alma
ena su radio 
obertor, y al realizar una

b�usqueda utiliza di
ha informa
i�on para des
artar zonas 
ompletas.

Un nuevo objeto e se inserta en el \mejor" sub�arbol, de�nido 
omo aquel en donde 
re
e menos

el radio 
obertor, y en el 
aso de un empate se es
oge el 
entro m�as 
er
ano a e. Se pro
ede

re
ursivamente hasta llegar a una hoja, en donde se inserta el nuevo objeto. Si el nodo rebalsa, es

de
ir, si el nodo queda 
on m+1 objetos, se divide en dos y un objeto del nodo se sube un nivel en
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el �arbol, al estilo de una inser
i�on en un B-tree. Esto impli
a que el M-tree es un �arbol balan
eado.

3.3 Algoritmos probabil��sti
os de b�usqueda en proximidad

Todos los algoritmos revisados hasta el momento son algoritmos exa
tos, que en el 
aso de una


onsulta por rango re
uperan exa
tamente los objetos pertene
ientes a U que 
aen dentro de la bola

de 
onsulta (q; r)

d

. Este trabajo esta enfo
ado a investigar algoritmos probabil��sti
os, en los 
uales se

relaja la 
ondi
i�on de entregar la solu
i�on exa
ta. Los algoritmos probabil��sti
os son a
eptables en la

mayor��a de las apli
a
iones que requieren bus
ar objetos en espa
ios m�etri
os, puesto que en general

el modelamiento de la base de datos 
omo un espa
io m�etri
o 
onlleva alg�un tipo de relaja
i�on. En

mu
hos 
asos, obtener 
asi todos los objetos 
er
anos es su�
ientemente satisfa
torio, sobre todo si

el 
osto de b�usqueda se redu
e dr�asti
amente.

A 
ontinua
i�on se presentan dos algoritmos probabil��sti
os de b�usqueda existentes, uno dise~nado

para responder 
onsultas de ve
inos m�as 
er
anos y otro basado en el uso de pivotes.

3.3.1 Algoritmo probabil��sti
o para b�usqueda del ve
ino m�as 
er
ano

En [17℄ se propone una estru
tura de datos denominada M(U; Q) para responder 
onsultas del

ve
ino m�as 
er
ano. Esta estru
tura requiere de un 
onjunto de datos de entrenamiento Q, 
on

jQj = m. Los objetos pertene
ientes a Q deben ser representativos de objetos t��pi
os de 
onsulta.

La estru
turaM(U; Q) puede fallar en retornar la respuesta 
orre
ta a la 
onsulta. Sin embargo,

la probabilidad de falla se puede ha
er arbitrariamente peque~na a 
osta de in
rementar el tiempo

ne
esario para responder una 
onsulta y el espa
io requerido para alma
enar el ��ndi
e.

Constru

i�on de M(U; Q)

Sea un espa
io m�etri
o (U; d) y un 
onjunto de objetos R � U. Se de�ne la bola de ve
inos 
-
er
anos

de q 
on respe
to a R 
omo:
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B




(q;R) = fx 2 R; d(q; x) � 
d(q; y) 8y 2 R� fqgg

Adem�as, se de�ne la distan
ia del ve
ino m�as 
er
ano de q 
on respe
to a R 
omo:

d(q;R) � min

p2R�fqg

fd(q; p)g

Un punto p 2 U es un 
-ve
ino m�as 
er
ano de q 2 U 
on respe
to a R si d(q; p) � 
d(q;R), esto

es, p es 
-ve
ino m�as 
er
ano de q si y s�olo si p 2 B




(q;R). Esta propiedad tambi�en se denotar�a


omo q




�! p y 
omo p




 � q.

La estru
tura de datos M(U; Q) 
onsiste en una lista de objetos A

j

por 
ada objeto p

j

2 U. La

estru
tura de datos posee un par�ametro real 
 y un par�ametro K 2 N; K > 1, elegidos previamente

a la 
onstru

i�on.

Sea (p

1

; p

2

; : : : ; p

n

) una permuta
i�on aleatoria de U, y sea R

i

= fp

1

; p

2

; : : : ; p

i

g, 
on lo que R

i

es un sub
onjunto aleatorio de U. De la misma forma, sea Q

j

un sub
onjunto aleatorio de Q de

tama~no j, para j = 1; : : : ;m = jQj, y 
onsidere Q

j

= Q para todo j � m.

La lista de objetos A

j

se de�ne 
omo:

A

j

= fp

i

; i > j;9q 2 Q

Ki


on p

j

1

 � q




�! p

i


on respe
to a R

i�1

g

Los objetos en A

j

se en
uentran en orden 
re
iente del ��ndi
e i. Considere los sub
onjuntos R

i

,

que se 
onstruyen en forma in
remental tomando p

i

y agreg�andolo a R

i

�1. Cada lista A

j


omienza

estando va
��a. Cuando se a~nade el objeto p

i

al sub
onjunto R

i�1

, se anexa a A

j

si es que existe

alg�un q 2 Q

Ki


on p

j

m�as 
er
ano a q en R

i�1

y si p

i

es un 
-ve
ino m�as 
er
ano de q.

Este m�etodo de 
onstru

i�on 
al
ula una aproxima
i�on del 
onjunto de objetos \ve
inos" a p

i

.

Si se 
onsidera el 
aso parti
ular donde 
 = 1, U � R

k

, Q = R

k

, K �! 1 y las distribu
iones de
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U y Q son uniformes, enton
es el m�etodo de 
onstru

i�on agrega p

i

en A

j

justo 
uando p

i

se sale

de la regi�on de Voronoi de p

j

, atestiguado por alg�un objeto pertene
iente a Q

Ki

. Para valores de

K su�
ientemente grandes, p

i

es el ve
ino de Delaunay de p

j

en R

i

.

Algoritmo de b�usqueda en M(U; Q)

El pro
edimiento de b�usqueda se asemeja mu
ho a la aproxima
i�on espa
ial des
rita en la Se

i�on

3.2.2. Dado un objeto de 
onsulta q 2 U, se 
omienza 
on p

1


omo el 
andidato m�as 
er
ano a q.

Se re
orre la lista A

1

, hasta se en
uentre alg�un objeto p

j

que est�e m�as 
er
ano a q que p

1

. Ahora

p

j

es el 
andidato m�as 
er
ano a q, y se prosigue la b�usqueda re
ursivamente en A

j

hasta que para

alguna lista A

k

no posea ning�un objeto m�as 
er
ano a q que p

k

. Se retorna p

k


omo el objeto m�as


er
ano a q. Este m�etodo de b�usqueda retorna siempre la respuesta 
orre
ta si Q

Ki

= Q para todo

i y q 2 Q.

Cuando el espa
io m�etri
o indexado porM(U; Q) satisfa
e 
iertas 
ondi
iones de \sphere-pa
king

bound" [17℄, se puede demostrar que esta estru
tura de datos responde 
onsultas del ve
ino m�as


er
ano en tiempo O(K log(n)) log �(U [ Q), 
on probabilidad de falla O(log

2

(n)=K) y requiere

espa
io O(Kn log(�(U [ Q))), donde K es el par�ametro que permite 
ontrolar la probabilidad de

fallo y �(T ) es la raz�on entre las distan
ias del par de objetos m�as lejano y el par de objetos m�as


er
ano pertene
ientes a T .

3.3.2 Algoritmo probabil��sti
o basado en pivotes

En [14℄ se presenta un algoritmo probabil��sti
o basado en \ensan
har" la desigualdad triangular. La

idea es general, pero en [14℄ la apli
an a un algoritmo de b�usqueda basado en pivotes para realizar


onsultas por rango (q; r)

d

.

La Figura 3.13 muestra la maldi
i�on de la dimensionalidad para los algoritmos basados en

pivotes. Por 
ada pivote p

i

, 1 � i � k, se 
al
ula d(q; p

i

) y se des
artan todos aquellos objetos que


aigan fuera del rango d(q; p

i

) � r, que en la �gura son aquellos objetos que 
aen fuera de la zona

gris. Cuando el histograma de distan
ias es muy 
on
entrado, el 
aso de los espa
ios m�etri
os de

dimensi�on intr��nse
a alta, son po
os los objetos que pueden ser des
artados.
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i i

d(p ,u)i

d(p ,q)

d(p ,u)i

d(p ,q)

2r 2r

Figura 3.13: Histograma de distan
ias para un espa
io m�etri
o de dimensi�on baja (izquierda) y alta

(dere
ha).

La diferen
ia entre dos distan
ias aleatorias d(u; p

i

) y d(q; p

i

) puede ser vista 
omo una variable

aleatoria 
on una distribu
i�on similar a la del histograma, 
on media 0 y varianza igual al doble que

la varianza del histograma. Esto impli
a que, a medida que la dimensi�on del espa
io �

2

=2�

2


re
e,

la diferen
ia d(u; p

i

)� d(q; p

i

) tiene un valor absoluto peque~no.

La Figura 3.14 muestra esta situa
i�on. La variable aleatoriaX representa una distan
ia aleatoria,

y la variable aleatoria Z representa el valor absoluto de la diferen
ia entre dos distan
ias aleatorias.

Si se desea re
uperar una fra

i�on f del 
onjunto de objetos, se debe utilizar un radio de b�usqueda

lo su�
ientemente grande para que el �area bajo f

x

(0 : : : r) sea igual a f .

d(p ,u)i
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�������������

r

XZ

Figura 3.14: Fun
iones de densidad de las variables aleatorias X y Z.

Si Z representa jd(u; p

i

)� d(q; p

i

)j para alg�un objeto u, la probabilidad de des
artar u es pro-
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por
ional al �area bajo f

z

(r : : :1). Para poder re
uperar el area doblemente a
hurada en la Figura

3.14 es ne
esario re
orrer la fra

i�on a
hurada del 
onjunto de objetos.

En espa
ios m�etri
os de dimensi�on intr��nse
a alta f

x

se desplaza ha
ia la dere
ha (media pro-

por
ional a �), mientras que f

z

se 
on
entra alrededor del origen (media propor
ional a �). Por lo

tanto, para poder re
uperar la misma fra

i�on f de objetos es ne
esario re
orrer una mayor fra
-


i�on del 
onjunto. Si ambos histogramas no se interse
tan, para re
uperar 
ualquier fra

i�on del


onjunto de objetos es ne
esario visitarlos todos.

Para evitar la maldi
i�on de la dimensionalidad es ne
esario 
orrer f

z

ha
ia la dere
ha. Una

forma de lograr esto es agregando m�as pivotes, porque la distribu
i�on real ser�a el m�aximo valor

entre k variables 
on distribu
i�on 
omo la de Z, pero el n�umero m�aximo de pivotes est�a limitado

por la 
antidad de memoria disponible para el ��ndi
e.

En [14℄ se propone 
orrer f

z

ha
ia la dere
ha multipli
ando Z por un fa
tor � � 1, lo 
ual

impli
a relajar la 
ondi
i�on de ex
lusi�on, de modo que ahora es posible des
artar m�as objetos que


on la 
ondi
i�on original, in
luso algunos que puedan estar dentro de la bola de 
onsulta. La nueva


ondi
i�on de ex
lusi�on del algoritmo basado en pivotes es:

� jd(p

i

; u)� d(p

i

; q)j > r para alg�un p

i

(3.7)

La 
ondi
i�on 3.7 es equivalente a redu
ir el radio de b�usqueda a r=� para des
artar objetos,

pero a la hora de veri�
ar la lista de objetos 
andidatos se utiliza el radio r original.

La Figura 3.15 ilustra 
�omo opera la idea de este algoritmo probabil��sti
o. El algoritmo exa
-

to garantiza que ning�un objeto relevante es des
artado, mientras que el algoritmo probabil��sti
o

estre
ha ambos lados del anillo y puede perder algunos objetos relevantes.

El fa
tor � puede ser elegido al momento de realizar la b�usqueda, por lo que el ��ndi
e puede ser


onstruido de antemano y luego se puede es
oger el nivel deseado de exa
titud y velo
idad de la

b�usqueda. Como el fa
tor � es usado solamente para des
artar objetos, ning�un objeto m�as 
er
ano

a q que r=� puede ser des
artado durante la b�usqueda.
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Algoritmo probabilisticoAlgoritmo exacto

p q

u

p q

u

d(p,q)+r/β

d(p,q)−r/β

d(p,q)+r

d(p,q)−r

r r

Figura 3.15: C�omo fun
iona el algoritmo probabil��sti
o basado en pivotes.

La 
omplejidad externa de este algoritmo no es mon�otonamente de
re
iente 
on k, puesto que a

medida que k 
re
e la probabilidad de perder un objeto relevante aumenta [14℄. Esto impli
a que,

al igual que en el 
aso del algoritmo exa
to, existe un n�umero �optimo de pivotes para el 
ual el


osto de b�usqueda es m��nimo, pero este �optimo se al
anza antes que en el algoritmo exa
to.

Es interesante notar que, a medida que la dimensi�on aumenta, se puede in
rementar � sin perder

m�as objetos, puesto que se ha
e m�as improbable des
artar objetos 
on la desigualdad triangular.

Aun as�� la e�
ien
ia empeora, pero no tan r�apidamente 
omo en el algoritmo exa
to.

En la pr�a
ti
a el m�etodo fun
iona bastante bien. La �gura 3.16 muestra los resultados de la

utiliza
i�on del algoritmo probabil��sti
o basado en pivotes en espa
ios ve
toriales aleatorios, para

distintas dimensiones, utilizando 16 pivotes. Los resultados muestran que en dimensiones bajas

se puede re
uperar mas del 90% de los objetos relevantes utilizando una peque~na fra

i�on de los


�omputos de distan
ia que realiza el algoritmo exa
to, pero que la situa
i�on se torna 
ada vez m�as

dif��
il a medida que la dimensi�on del espa
io aumenta.

3.3.3 Otros trabajos rela
ionados para espa
ios ve
toriales

En [30℄ se estudian en profundidad algoritmos aproximados de b�usqueda en proximidad. Un ejemplo

es [1℄, donde se propone un mar
o general para realizar b�usquedas dentro de una regi�on arbitraria
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Figura 3.16: Rendimiento del algoritmo probabil��sti
o basado en pivotes.

Q pertene
iente a un espa
io ve
torial (R

k

; L

2

). La idea es de�nir �areas Q

�

y Q

+

tal que Q

�

� Q �

Q

+

. Est�a garantizado que los puntos dentro de Q

�

ser�an retornados y que los puntos fuera de Q

+

no

lo ser�an. En el �area entre medio el algoritmo no garantiza nada. La m�axima distan
ia entre el �area

real y la a
otada es �. Se utilizan �arboles para parti
ionar el espa
io ve
torial y guiar la b�usqueda,

in
luyendo o ex
luyendo �areas 
ompletas del espa
io. Cada de
isi�on sobre in
lusi�on/ex
lusi�on de

�areas es tomada usando Q

+

=Q

�

para in
rementar la probabilidad de podar la b�usqueda en ambos

sentidos. Aquellas �areas que no pueden ser 
ompletamente in
lu��das o ex
lu��das son analizadas en

mayor detalle, siguiendo la b�usqueda en el sub�arbol apropiado. Se muestra en [1℄ que el tiempo de

la b�usqueda es O(2

k

log(n) + (3

p

k=�)

k

).

Se han propuesto algoritmos probabil��sti
os para b�usqueda de ve
inos m�as 
er
anos en [2, 33, 30℄.

En [2℄ se propone una estru
tura de datos denominada BBD-tree, que permite realizar b�usquedas

en espa
ios ve
toriales R

k

bajo 
ualquier m�etri
a L

s

. Esta estru
tura est�a inspirada en el kd-tree

y puede ser usada para en
ontrar el (1 + �)-ve
ino m�as 
er
ano, esto es, un objeto u

�

tal que

8u 2 U; d(u

�

; q) � (1+�)d(u; q). La idea del algoritmo es situar el objeto de 
onsulta q en una 
elda

(
ada hoja del �arbol est�a aso
iada 
on una 
elda en la des
omposi
i�on del espa
io). Cada punto

dentro de la 
elda se pro
esa, re
ordando el punto p m�as 
er
ano en
ontrado hasta el momento.

La b�usqueda se detiene 
uando ya se han visitado todas las 
eldas prometedoras, esto es, 
uando


ualquier bola 
entrada en q que interse
te una 
elda no va
��a a�un no visitada tenga un radio
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superior a d(q; p)=(1 + �). El tiempo de b�usqueda para este algoritmo es O(d1 + 6k=�e

k

k log(n)).

En [33℄ se propone una estrategia denominada \poda agresiva" para \ve
inos 
er
anos 
on radio

limitado". Esta 
onsulta bus
a ve
inos m�as 
er
anos que se en
uentren dentro de un 
ierto radio.

La idea puede ser vista 
omo un 
aso parti
ular de [1℄, donde el �area de b�usqueda es una bola y

la estru
tura de datos es un kd-tree. Se pueden perder objetos relevantes, pero nun
a se retornan

objetos irrelevantes, esto es, Q

+

= Q. La bola Q, de radio r y 
entrada en q = (q

1

; q

2

; : : : ; q

k

),

es podada interse
t�andola 
on el �area de�nida por los hiperplanos q

i

� r + � y q

i

+ r � �. En [33℄

se presenta un an�alisis probabil��sti
o que supone distan
ias normalmente distribuidas, lo 
ual 
asi

siempre se 
umple 
uando los puntos est�an uniformemente distribuidos en el espa
io. El 
osto de

b�usqueda es de tiempo O(n

�

), donde � disminuye a medida que la probabilidad de fallo � permitida

aumenta.
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Cap��tulo 4

Algoritmos Probabil��sti
os Basados en

Parti
iones Compa
tas

Es bien sabido que los algoritmos de b�usqueda basados en parti
iones 
ompa
tas tienen mejor ren-

dimiento que los algoritmos de b�usqueda basados en pivotes en espa
ios m�etri
os de dimensi�on

intr��nse
a alta [15℄, y que estos �ultimos ne
esitan m�as espa
io en memoria para al
anzar el rendi-

miento de los primeros. Es por esta raz�on que es interesante desarrollar algoritmos probabil��sti
os

basados en parti
iones 
ompa
tas, ya que eventualmente podr��an tener al menos el mismo rendi-

miento que el algoritmo probabil��sti
o basado en pivotes y 
on requerimientos de espa
io menores.

En este 
ap��tulo se presentar�an dos t�e
ni
as probabil��sti
as generales basadas en parti
iones


ompa
tas: una inspirada en una b�usqueda in
remental y la otra basada en el ranking de zonas.

4.1 B�usqueda in
remental probabil��sti
a

Esta t�e
ni
a es una adapta
i�on de la b�usqueda in
remental de ve
inos m�as 
er
anos [20℄. La

b�usqueda in
remental re
orre la jerarqu��a de b�usqueda de�nida por el ��ndi
e (
ualquiera sea �este)

visitando primero los elementos m�as prometedores (best-�rst). En todo paso del algoritmo, la

b�usqueda in
remental visita el elemento, que puede ser una zona o un objeto, que posea la menor
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distan
ia a la 
onsulta entre todos los elementos a�un no visitados en la jerarqu��a de b�usqueda.

Esto puede realizarse utilizando una 
ola de prioridad de elementos, organizada por la m�axima 
ota

inferior de distan
ia 
ono
ida al objeto de 
onsulta hasta ese momento.

La Figura 4.1 muestra en seudo
�odigo el algoritmo de b�usqueda in
remental de ve
inos m�as


er
anos. Indi
e es la estru
tura de datos que indexa U, q es el objeto de 
onsulta, e es un elemento

pertene
iente al ��ndi
e y d

LB

(q; e) es una 
ota inferior de la distan
ia real entre q y todos los

elementos 
uya ra��z en la jerarqu��a de b�usqueda es e. En parti
ular, d

LB

(q; e) = d(q; e) si e es un

objeto pertene
iente a U. Adem�as, si e

0

es un an
estro de e se 
umple que d

LB

(q; e) � d

LB

(q; e

0

).

Por ejemplo, en List of Clusters, si e es hijo de a y pertene
e a la zona de 
entro 
 se tiene que

d

LB

(q; e) = d(q; 
)�
r(
); en SAT, si e es hijo de a enton
es d

LB

(q; e) = max(d(q; e)�
r(e); (d(q; e)�

min(d(q; 
); 
 2 fa

0

g [N(a

0

); a

0

2 A(a)))=2).

BusquedaIn
rementalVe
inos(q, Indi
e)

1. e  ra��z de Indi
e

2. Q  f(e; 0)g /* Cola de prioridad */

3. while Q no est�a va
��a do

4. (e; d

LB

(q; e))  elemento en Q 
on menor d

LB

(q; e)

5. Q  Q � f(e; d

LB

(q; e))g

6. if e es un objeto then

7. Informar e 
omo el siguiente objeto m�as 
er
ano

8. else

9. for ea
h elemento e

0

hijo de e do

10. Cal
ular d

LB

(q; e

0

) seg�un el tipo de ��ndi
e usado

11. Q  Q [ f(e

0

;max(d

LB

(q; e); d

LB

(q; e

0

)))g

12. enddo

13. endif

14. enddo

Figura 4.1: B�usqueda in
remental de ve
inos m�as 
er
anos.

En [20℄ se demuestra que la b�usqueda in
remental de ve
inos m�as 
er
anos es rango-�optima,

esto es, obtiene el k-�esimo ve
ino m�as 
er
ano de q, o

k

, despu�es de realizar el mismo re
orrido en la

jerarqu��a de b�usqueda que una 
onsulta por rango de radio d(q; o

k

) implementada 
on un re
orrido
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top-down de la jerarqu��a.

La b�usqueda in
remental puede ser adaptada para responder 
onsultas por rango (q; r)

d

. Se

reportan todos los objetos u 2 U que satisfagan d(q; u) � r, y la b�usqueda se detiene 
uando se

saque de la 
ola un elemento 
on 
ota inferior ` > r (
riterio de deten
i�on global), ya que no es

posible en
ontrar otro objeto entre los elementos no visitados que se en
uentre dentro de la bola de


onsulta, puesto que fueron re
uperados ordenados por 
ota inferior de distan
ia a q. Un m�etodo

equivalente es en
olar solamente los elementos 
uya 
ota inferior de distan
ia sea ` � r, en 
uyo


aso la 
ola de prioridad debe pro
esarse hasta que quede va
��a.

La idea propuesta en [27℄ para implementar la b�usqueda de k ve
inos m�as 
er
anos es similar

a la b�usqueda in
remental, salvo que en esta �ultima no se requieren de dos 
olas de prioridad para

alma
enar los objetos prometedores y las zonas a�un no visitados, sino que toda la informa
i�on se

alma
ena en una �uni
a 
ola.

La idea de la t�e
ni
a probabil��sti
a basada en la b�usqueda in
remental es �jar de antemano el

n�umero de evalua
iones de distan
ia permitidas para responder la 
onsulta por rango. Utilizando

el m�etodo in
remental adaptado que responde 
onsultas por rango, si la b�usqueda es re
ortada

despu�es de utilizar el m�aximo n�umero de evalua
iones de distan
ia permitido se obtiene un algoritmo

probabil��sti
o, en el sentido que algunos elementos relevantes pueden no haber sido reportados a�un.

Sin embargo, dado que la b�usqueda se realiza en un orden promisiorio dentro del ��ndi
e se espera

que las evalua
iones de distan
ias permitidas sean usadas en forma e�
iente.

La Figura 4.2 muestra en seudo
�odigo la forma general del algoritmo de b�usqueda in
remental

probabil��sti
o. La variable 
uota indi
a el m�aximo n�umero de evalua
iones de distan
ia permitido

para realizar la b�usqueda. Una vez que 
uota se ha al
anzado, ning�un otro elemento es en
olado en

la 
ola de prioridad. Note que el �uni
o 
riterio de deten
i�on del algoritmo es que la 
ola se va
��e,

in
luso si la 
uota de trabajo ha sido al
anzada, porque para todos los objetos en
olados su distan
ia

a q ya es 
ono
ida. La variable 
osto indi
a el n�umero de evalua
iones de distan
ia ne
esarias para


al
ular la 
ota de distan
ia a un hijo e

0

de e. En SAT, el 
osto de pro
esar todos los hijos de e es

igual al n�umero de ve
inos de �este, jN(e)j; en List of Clusters, el 
osto de pro
esar todos los hijos

de e es igual al tama~no de la zona 
ompa
ta, m.

Resulta interesante dis
utir el signi�
ado de las l��neas 11 y 12 del seudo
�odigo. Si el 
osto de
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BusquedaIn
rementalProbabilisti
a(q, Indi
e, 
uota)

1. e  ra��z de Indi
e

2. 
ontador  0 /* N�umero de 
�al
ulos de distan
ia */

3. Q  f(e; 0)g /* Cola de prioridad */

4. while Q no est�a va
��a do

5. (e; d

LB

(q; e))  elemento en Q 
on menor d

LB

(q; e)

6. Q  Q� f(e; d

LB

(q; e))g

7. if e es un objeto then

8. A~nadir e al resultado

9. else

10. for ea
h elemento e

0

hijo de e do

11. 
osto  
al
ular d

LB

(q; e

0

)

12. if 
ontador + 
osto � 
uota

13. Cal
ular d

LB

(q; e

0

)

14. if d

LB

(q; e

0

) � r then Q  Q [ f(e

0

;max(d

LB

(q; e); d

LB

(q; e

0

)))g

15. 
ontador  
ontador + 
osto

16. endif

17. enddo

18. endif

19. enddo

Figura 4.2: B�usqueda in
remental probabil��sti
a.


al
ular d

LB

(q; e

0

) m�as las distan
ias ya 
al
uladas durante la b�usqueda es mayor que la 
uota de

trabajo, enton
es no se pro
esa e

0

, 
on lo 
ual se asegura que nun
a se sobrepasar�a la 
uota de

trabajo permitida.

Esta t�e
ni
a se enmar
a dentro de los algoritmos probabil��sti
os del tipo Monte Carlo, puesto

que a medida que se aumenta la 
antidad de trabajo disminuye la probabilidad de error, esto

es, disminuye la probabilidad de perder objetos relevantes a la 
onsulta. Adem�as, este m�etodo

es 1-sesgado, puesto que, si bien puede fallar en reportar objetos relevantes, nun
a reporta 
omo

relevantes objetos que no lo son. Esto se puede observar en la l��nea 14 del seudo
�odigo: no se inserta

ning�un objeto en la 
ola de prioridad si su distan
ia a la 
onsulta es mayor que r.
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4.2 Ranking de zonas

El prop�osito de la b�usqueda in
remental probabil��sti
a es en
ontrar r�apidamente objetos que se

en
uentren dentro de la bola de 
onsulta, antes que la 
uota de trabajo se termine. Como el

m�aximo n�umero de 
�al
ulos de distan
ia permitidas es �jo, el tiempo total de b�usqueda tambi�en

est�a a
otado. Esta t�e
ni
a puede ser generalizada a la denominada t�e
ni
a de ranking de zonas,

que 
onsiste en ordenar las parti
iones 
ompa
tas de manera de favore
er a las m�as prometedoras,

para luego realizar la b�usqueda en ese orden hasta que se a
abe la 
uota de trabajo. La b�usqueda

in
remental probabil��sti
a puede ser vista 
omo un m�etodo de ranking, donde se ordenan las zonas

utilizando d

LB

(q; e) y se bus
a en di
ho orden hasta o
upar el n�umero de 
�al
ulos de distan
ia

permitido. No obstante, este m�etodo para ordenar zonas no ne
esariamente tiene que ser el mejor.

El 
riterio de ordenamiento debe apuntar a en
ontrar r�apidamente posibles elementos que se

en
uentren 
er
a del objeto de 
onsulta. Como el espa
io m�etri
o est�a parti
ionado en zonas, di
has

zonas deben ordenarse en un orden promisorio de b�usqueda. Para esto se utiliza la informa
i�on

entregada por el ��ndi
e, esto es, primero deben 
al
ularse las distan
ias entre la 
onsulta y 
ada


entro de zona (esto ha
e impr�a
ti
o utilizar el SAT 
on ranking de zonas, puesto que en esta

estru
tura de datos todo nodo es un 
entro de zona, por lo que toma tiempo O(n) 
al
ular las

distan
ias entre la 
onsulta y 
ada 
entro). La b�usqueda debiera privilegiar tanto a aquellas zonas

\
er
anas" al objeto de 
onsulta 
omo a aquellas zonas que posean una mayor \densidad" de objetos.

A pesar del he
ho que es muy dif��
il de�nir el volumen de una zona en un espa
io m�etri
o general,

se puede suponer que si todas las zonas poseen el mismo n�umero de elementos, 
omo es el 
aso de

la mejor implementa
i�on de List of Clusters, enton
es aquellas zonas que poseen un menor radio


obertor tienen una mayor densidad de objetos que aquellas zonas 
on radios 
obertores mayores.

Algunos 
riterios espe
���
os para ordenar las zonas son los siguientes (siempre de menor a

mayor):

1. La distan
ia entre q y 
ada 
entro de zona, d(q; 
) (Figura 4.3).

2. El radio 
obertor de 
ada zona, 
r(
) (Figura 4.4).

3. d(q; 
) + 
r(
), esto es, una 
ota superior a la distan
ia de q al elemento m�as lejano en la zona

de 
entro 
 (Figura 4.5).
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Figura 4.3: Criterio de ordena
i�on de zonas d(q; 
).
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Figura 4.4: Criterio de ordena
i�on de zonas 
r(
).
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d(q,c)+cr(c)

Figura 4.5: Criterio de ordena
i�on de zonas d(q; 
) + 
r(
).
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4. d(q; 
)� 
r(
), esto es, una 
ota inferior a la distan
ia de q al elemento m�as 
er
ano en la zona

de 
entro 
 (Figura 4.6).

�
�
�

�
�
�

��
��
��

��
��
��

q
c

cr(c)

d(q,c)−cr(c)

Figura 4.6: Criterio de ordena
i�on de zonas d(q; 
) � 
r(
).

5. �(d(q; 
) � 
r(
)), 
riterio denominado beta din�ami
o.

Los dos primeros 
riterios son los m�as simples que se pueden utilizar. El ter
er 
riterio apunta

a bus
ar primero en las zonas que se en
uentren m�as 
er
anas a q y que adem�as sean \densas".

El 
uarto 
riterio es pare
ido a la b�usqueda in
remental probabil��sti
a, pero esta �ultima no parte


al
ulando las distan
ias a los 
entros de zona y puede podar ha
ia el otro lado la b�usqueda.

El �ultimo 
riterio es equivalente a redu
ir el radio de b�usqueda por un fa
tor � 
omo en [14℄,

donde � � 1. Si el fa
tor � es �jo, enton
es el �ultimo 
riterio para ordenar zonas es equivalente

a la b�usqueda in
remental probabil��sti
a, puesto que el orden de los elementos en ambos 
asos es

el mismo. Sin embargo, en vez de utilizar un fa
tor � �jo se puede utilizar un fa
tor din�ami
o de

la forma � = 1=(1:0 �


r(
)

m
r

), donde m
r es el m�aximo tama~no de los radios 
obertores entre todas

las zonas. Al utilizar el � din�ami
o, se redu
e m�as el radio de b�usqueda mientras mayor sea el

radio 
obertor de una zona en parti
ular. Un 
aso espe
ial es 
uando una zona posee radio 
obertor


r(
) = m
r, en 
uyo 
aso se de�ne � = 1 para todos los objetos e que pertenez
an a la zona de


entro 
. La de�ni
i�on impli
a que estos objetos ser�an los �ultimos en ser revisados por el algoritmo

de b�usqueda.
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Cap��tulo 5

Resultados Experimentales

A 
ontinua
i�on se presentan los resultados experimentales obtenidos 
on las t�e
ni
as probabil��sti
as

de b�usqueda en proximidad des
ritas en el Cap��tulo 4. Los ��ndi
es utilizados para implementar las

t�e
ni
as fueron el SAT y el List of Clusters. Sin embargo, 
on SAT s�olo se implement�o la b�usqueda

in
remental probabil��sti
a.

Las t�e
ni
as fueron 
omparadas 
on el algoritmo probabil��sti
o basado en pivotes, implementado

en su forma 
an�oni
a (ver Se

i�on 3.1 y Se

i�on 3.3.2). Los pivotes fueron es
ogidos en dos formas:

aleatoriamente y es
ogiendo \buenos" pivotes, utilizando el m�etodo de sele

i�on in
remental des
rito

en [10℄, 
on par�ametros A = 10:000 y N = 40.

Los gr�a�
os presentados en este 
ap��tulo muestran el n�umero de 
�al
ulos de distan
ia 
omo

fun
i�on de la fra

i�on de objetos relevantes re
uperados. Se dir�a que un algoritmo es m�as e�
iente

que otro si para re
uperar la misma fra

i�on de objetos relevantes ne
esita realizar un menor n�umero

de 
�al
ulos de distan
ia.
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5.1 Experimentos en espa
ios ve
toriales

Las t�e
ni
as probabil��sti
as fueron probadas utilizando un 
onjunto sint�eti
o de puntos aleatorios en

un espa
io ve
torial k-dimensional. Este espa
io fue tratado 
omo un espa
io m�etri
o general, esto

es, no se utiliz�o el he
ho que los puntos del espa
io poseen 
oordenadas, sino que los puntos fueron

tratados 
omo objetos abstra
tos de un espa
io m�etri
o des
ono
ido, utilizando s�olo la fun
i�on de

distan
ia para implementar las b�usquedas. La ventaja de utilizar este esquema es que permite


ontrolar la dimensi�on exa
ta del espa
io m�etri
o, lo 
ual es muy dif��
il de realizar 
on espa
ios

m�etri
os generales.

Los puntos del espa
io ve
torial generado est�an uniformente distribuidos en el 
ubo unitario,

esto es, las 
oordenadas de 
ada ve
tor tienen un valor real, uniforme e independiente a los dem�as,

pertene
iente al rango [0::1). La fun
i�on de distan
ia utilizada es la distan
ia Eu
lidiana (L

2

). Se

utilizaron dos bases de datos, una 
on n = 10:000 y otra 
on n = 100:000 elementos. Se realizaron


onsultas por rango que retornan en promedio una fra

i�on equivalente al 0,01%, 0,10% y 1,00%

del total de la base de datos, tomando un promedio sobre 1.000 
onsultas. Los espa
ios ve
toriales

utilizados en los experimentos son de dimensi�on 64 y 128, para los 
uales no se 
ono
e ning�un

algoritmo exa
to que pueda evitar la b�usqueda exhaustiva al responder 
onsultas por rango �utiles.

En el 
aso de List of Clusters, el n�umero de elementos por zona es
ogido fue de m = 5, ya que en

espa
ios de dimensi�on alta este ��ndi
e tiene un mejor rendimiento 
uando las zonas poseen po
os

elementos (esto se 
omprob�o experimentalmente, probando 
on distintos tama~nos de zona). En la

ele

i�on del siguiente del 
entro de la lista, se tom�o una muestra de 100 objetos entre aquellos a�un

no asignados a una zona, y se es
ogi�o aquel que maximizara la suma de distan
ias a los 
entros

previamente es
ogidos.

Las Figuras 5.1, 5.2 y 5.3 muestran una 
ompara
i�on de las t�e
ni
as probabil��sti
as en un espa
io

de dimensi�on 64, 
on 10.000 elementos, variando el radio de b�usqueda entre 0,01% y 1,00%. Los

resultados muestran que la mejor t�e
ni
a en este 
aso es el 
riterio de ranking de zona d(q; 
).

La b�usqueda probabil��sti
a in
remental 
on SAT y el 
riterio de beta din�ami
o tuvieron un mal

rendimiento en este experimento. Note que en el 
aso de List of Clusters se omiti�o el 
riterio

d(q; 
) � 
r(
) puesto que los resultados eran muy pare
idos a los de la b�usqueda in
remental

probabil��sti
a (esto es v�alido para todos los gr�a�
os de esta se

i�on).

Las Figuras 5.4, 5.5 y 5.6 muestran la 
ompara
i�on entre la mejor t�e
ni
a de ranking para
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Fracción del resultado recuperado

10.000 elementos, 64 dimensiones, recuperando el 0.01% de la base de datos

List of Clusters: busq. incr. prob.
List of Clusters: d(q,c)

List of Clusters: cr(c)
List of Clusters: d(q,c)+cr(c)

List of Clusters: beta dinámico
SAT: busq. incr. prob.

Figura 5.1: SAT y List of Clusters probabil��sti
o, dimensi�on 64, 0,01% re
uperado.
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Fracción del resultado recuperado

10.000 elementos, 64 dimensiones, recuperando el 0.10% de la base de datos

List of Clusters: busq. incr. prob.
List of Clusters: d(q,c)

List of Clusters: cr(c)
List of Clusters: d(q,c)+cr(c)

List of Clusters: beta dinámico
SAT: busq. incr. prob.

Figura 5.2: SAT y List of Clusters probabil��sti
o, dimensi�on 64, 0,10% re
uperado.
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Fracción del resultado recuperado

10.000 elementos, 64 dimensiones, recuperando el 1.00% de la base de datos

List of Clusters: busq. incr. prob.
List of Clusters: d(q,c)

List of Clusters: cr(c)
List of Clusters: d(q,c)+cr(c)

List of Clusters: beta dinámico
SAT: busq. incr. prob.

Figura 5.3: SAT y List of Clusters probabil��sti
o, dimensi�on 64, 1,00% re
uperado.

64 dimensiones y el algoritmo probabil��sti
o basado en pivotes, variando el radio de b�usqueda y

utilizando 16 y 256 pivotes. Los gr�a�
os muestran que la t�e
ni
a de ranking es ligeramente mejor

que el ��ndi
e 
on 16 pivotes, pero el ��ndi
e 
on 256 pivotes tiene un rendimiento superior.

Las Figuras 5.7, 5.8 y 5.9 muestran una 
ompara
i�on de las t�e
ni
as probabil��sti
as en un espa
io

de dimensi�on 128, 
on 10.000 elementos, variando el radio de b�usqueda entre 0,01% y 1,00%. Los

resultados muestran que la mejor t�e
ni
a en este 
aso es el 
riterio de ranking de zonas d(q; 
)+
r(
).

Nuevamente, la b�usqueda probabil��sti
a in
remental 
on SAT tiene un rendimiento inferior respe
to

a las otras t�e
ni
as utilizadas.

Las Figuras 5.10, 5.11 y 5.12 muestran la 
ompara
i�on entre el 
riterio de ranking d(q; 
)+ 
r(
)

y el algoritmo probabil��sti
o basado en pivotes, utilizando 16 y 256 pivotes, para distintos radios

de b�usqueda. En este 
aso, la t�e
ni
a de ranking de zonas tiene un rendimiento intermedio entre

los ��ndi
es 
on 16 y 256 pivotes, pero 
abe desta
ar que la diferen
ia de rendimiento por sobre el

98% de la fra

i�on total re
uperada es peque~na entre todos los algoritmos presentados. Los gr�a�
os

tambi�en muestran que, a medida que el radio de la 
onsulta por rango aumenta, los algoritmos

basados en pivotes empeoran 
on mayor rapidez su rendimiento que el m�etodo de ranking.

54



2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

9000

10000

0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1

D
is

ta
nc

ia
s 

ca
lc

ul
ad

as

Fracción de la respuesta recuperada

10.000 elementos, 64 dimensiones, recuperando 0.01% de la base de datos

16 pivotes, buenos
256 pivotes, buenos
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List of Clusters: d(q,c)

Figura 5.4: Compara
i�on 
on algoritmo basado en pivotes, dimensi�on 64, 0,01% re
uperado.
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Fracción de la respuesta recuperada

10.000 elementos, 64 dimensiones, recuperando 0.10% de la base de datos

16 pivotes, buenos
256 pivotes, buenos
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256 pivotes, aleatorios
List of Clusters: d(q,c)

Figura 5.5: Compara
i�on 
on algoritmo basado en pivotes, dimensi�on 64, 0,10% re
uperado.
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Figura 5.6: Compara
i�on 
on algoritmo basado en pivotes, dimensi�on 64, 1,00% re
uperado.
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Figura 5.7: SAT y List of Clusters probabil��sti
o, dimensi�on 128, 0,01% re
uperado.
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Figura 5.8: SAT y List of Clusters probabil��sti
o, dimensi�on 128, 0,10% re
uperado.
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Figura 5.9: SAT y List of Clusters probabil��sti
o, dimensi�on 128, 1,00% re
uperado.
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Figura 5.10: Compara
i�on 
on algoritmo basado en pivotes, dimensi�on 128, 0,01% re
uperado.
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Figura 5.11: Compara
i�on 
on algoritmo basado en pivotes, dimensi�on 128, 0,10% re
uperado.
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Figura 5.12: Compara
i�on 
on algoritmo basado en pivotes, dimensi�on 128, 1,00% re
uperado.

Las Figuras 5.13, 5.14 y 5.15 muestran una 
ompara
i�on de las t�e
ni
as probabil��sti
as en un

espa
io de dimensi�on 128, pero ahora utilizando una base de datos 
on 100.000 elementos, variando el

radio de b�usqueda entre 0,01% y 1,00%. Los mejores 
riterios de ranking son 
r(
) y d(q; 
)+
r(
) por

sobre el 90% de fra

i�on re
uperada. La b�usqueda in
remental probabil��sti
a 
on SAT sigue teniendo

un mal rendimiento, pero en estos experimentos en parti
ular se obtienen los peores resultados 
on

los 
riterios de beta din�ami
o y d(q; 
).

Las Figuras 5.16, 5.17 y 5.18 muestran la 
ompara
i�on entre el 
riterio de ranking d(q; 
)+ 
r(
)

y el algoritmo probabil��sti
o basado en pivotes, utilizando 16 y 64 pivotes (la memoria disponible

no permiti�o usar 128 pivotes). Para un radio de b�usqueda que retorna el 0,01% de la base de datos,

el m�etodo de ranking fun
iona mejor que el ��ndi
e 
on 64 pivotes al re
uperar por sobre el 98%

del total de objetos relevantes. Para un radio de b�usqueda que retorna el 0,10% y el 1,00% de la

base de datos, el ��ndi
e 
on 64 pivotes tiene un mejor rendimiento que el m�etodo de ranking al

re
uperar entre el 90% y el 98% del total de los objetos relevantes, pero entre el 98% y el 100% los

tres algoritmos o
upan 
asi la misma 
antidad de 
�al
ulos de distan
ia en el rango estudiado.

Es interesante notar que los m�etodos basados en parti
iones 
ompa
tas o
upan mu
ho menos
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Figura 5.13: SAT y List of Clusters probabil��sti
o, 100.000 elementos, dimensi�on 128, 0,01% re
u-

perado.
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Figura 5.14: SAT y List of Clusters probabil��sti
o, 100.000 elementos, dimensi�on 128, 0,10% re
u-

perado.
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Figura 5.15: SAT y List of Clusters probabil��sti
o, 100.000 elementos, dimensi�on 128, 1,00% re
u-

perado.
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Figura 5.16: Compara
i�on 
on algoritmo basado en pivotes, 100.000 elementos, dimensi�on 128,

0,01% re
uperado.
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Figura 5.17: Compara
i�on 
on algoritmo basado en pivotes, 100.000 elementos, dimensi�on 128,

0,10% re
uperado.
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Figura 5.18: Compara
i�on 
on algoritmo basado en pivotes, 100.000, dimensi�on 128, 1,00% re
upe-

rado.
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espa
io en memoria que su 
ontraparte basada en pivotes. La Tabla 5.1 muestra el tama~no del

��ndi
e para distintas 
antidades de pivotes y para el List of Clusters, utilizando la base de datos

de 10.000 elementos (el tama~no del ��ndi
e es independiente de la dimensi�on del espa
io). El ��ndi
e

del List of Clusters o
upa aproximadamente 5, 20 y 82 ve
es menos memoria que el ��ndi
e 
on

16, 64 y 256 pivotes, respe
tivamente. Esto ha
e a la t�e
ni
a probabil��sti
a basada en parti
iones


ompa
tas muy atra
tiva 
uando la dimensi�on del espa
io es alta, puesto que el rendimiento de esta

t�e
ni
a nun
a fue inferior al m�etodo probabil��sti
o 
on 16 pivotes y el ��ndi
e basado en parti
iones


ompa
tas o
upa un quinto de la memoria en 
ompara
i�on 
on el ��ndi
e de 16 pivotes.

�

Indi
e Tama~no (Mb)

16 pivotes 0,62 Mb

64 pivotes 2,45 Mb

256 pivotes 9,78 Mb

List of Clusters 0,12 Mb

Tabla 5.1: Tama~nos de los ��ndi
es para un espa
io ve
torial (10.000 elementos), utilizando distintas

estru
turas de datos.

El algoritmo probabil��sti
o basado en SAT no obtuvo un buen rendimiento 
on la b�usqueda

in
remental probabil��sti
a, y en general ning�un intento de utilizar esta estru
tura de datos 
on

alg�un m�etodo probabil��sti
o tuvo �exito. Es por esto que el SAT fue des
artado 
omo ��ndi
e de

prueba para el resto de los experimentos.

5.2 Experimentos en base de datos de do
umentos

En esta se

i�on se presentan los resultados obtenidos al apli
ar las t�e
ni
as probabil��sti
as a una base

de datos de do
umentos. Los experimentos fueron realizados sobre el 
onjunto Wall Street Journal

1987-89 de la 
ole

i�on de referen
ia TREC-3 [19℄. Del total de 25.960 do
umentos de la 
ole

i�on,

24.960 de ellos fueron o
upados 
omo la base de datos y 1.000 de ellos, es
ogidos aleatoriamente,

fueron o
upados 
omo objetos de 
onsulta (note que los objetos de 
onsulta no pertene
en a la base

de datos). La fun
i�on de distan
ia utilizada es el �angulo entre los ve
tores representantes de los

do
umentos (vea la Se

i�on 2.2.2 para una 
ompleta des
rip
i�on de este espa
io m�etri
o).

En la Tabla 5.2 est�an se~nalados los radios utilizados en las 
onsultas y el por
entaje de objetos
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de la base de datos que se re
uperan, en promedio, en 
ada 
onsulta.

Radio N

o

do
umentos (promedio) % base de datos

0,90 9 0,035%

0,95 12 0,048%

1,00 16 0,064%

Tabla 5.2: Por
entaje de do
umentos re
uperados seg�un radio de 
onsulta.

Las t�e
ni
as probabil��sti
as fueron implementadas utilizando 
omo ��ndi
e el List of Clusters, 
on

un tama~no de zona m = 10 (ex
epto en los 
asos donde se indique lo 
ontrario).

Las Figuras 5.19, 5.20 y 5.21 muestran los resultados obtenidos 
on los distintos 
riterios de

ranking. Dos de ellos sobresalen por sobre el resto: beta din�ami
o y d(q; 
). El 
riterio de beta

din�ami
o re
upera en promedio m�as de un 99% de los objetos relevantes re
orriendo aproximada-

mente un 17% de la base de datos, lo 
ual muestra lo exitosa que resulta ser la t�e
ni
a probabil��sti
a

en este espa
io m�etri
o en parti
ular.
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Fracción del resultado recuperado

24.960 documentos, recuperando el 0.035% de la base de datos
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cr(c)

d(q,c)+cr(c)
d(q,c)−cr(c)

beta dinámico

Figura 5.19: Compara
i�on de 
riterios en espa
io de do
umentos, 0,035% re
uperado.

Las Figuras 5.22, 5.23 y 5.24 muestran 
�omo var��a el rendimiento del 
riterio beta din�ami
o al

variar el tama~no de zona entre m = 5 y m = 30. De los resultados se observa que para re
uperar
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Figura 5.20: Compara
i�on de 
riterios en espa
io de do
umentos, 0,048% re
uperado.
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Figura 5.21: Compara
i�on de 
riterios en espa
io de do
umentos, 0,064% re
uperado.
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una fra

i�on de los objetos relevantes mayor al 99,5% 
onviene utilizar un tama~no m = 5, y que

para re
uperar una fra

i�on de los objetos relevantes entre 99% y 99,5% 
onviene utilizar m = 10

objetos por zona.
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Figura 5.22: Compara
i�on del 
riterio beta din�ami
o 
on distintos tama~nos de zona, 0,035% re
u-

perado.

A medida que la fra

i�on de los objetos relevantes re
uperados disminuye, se observa que 
on-

viene utilizar tama~nos de zonas 
ada vez m�as grandes. Esto se debe a que la 
omplejidad interna

del algoritmo es menor al utilizar zonas 
on m�as elementos, puesto que disminuye el n�umero total

de zonas y por lo tanto se 
al
ulan menos distan
ias entre el objeto de 
onsulta y los 
entros de

zona. Esto permite ahorrar algunos 
�al
ulos de distan
ia al prin
ipio de la b�usqueda, a 
osta de

aumentar la 
omplejidad externa de la b�usqueda para re
uperar fra

iones mayores de objetos re-

levantes. Las Figuras 5.25, 5.26 y 5.27 muestran un gr�a�
o de la fra

i�on re
uperada en fun
i�on de

la 
uota de trabajo, utilizando el 
riterio de beta din�ami
o, para los distintos radios de b�usqueda.

Por ejemplo, para la Figura 5.27, si se desea re
uperar aproximadamente un 94% de la fra

i�on de

objetos relevantes, el tama~no �optimo de zona es de 40 objetos, re
orriendo en promedio un 8,01%

de la base de datos. En 
ambio, si basta 
on re
uperar po
o m�as del 80% de los objetos relevantes

en promedio, el tama~no �optimo de zona es de 160 objetos, re
orriendo un 4% de la base de datos.
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Figura 5.23: Compara
i�on del 
riterio beta din�ami
o 
on distintos tama~nos de zona, 0,048% re
u-

perado.
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Figura 5.24: Compara
i�on del 
riterio beta din�ami
o 
on distintos tama~nos de zona, 0,064% re
u-

perado.
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Figura 5.25: Fra

i�on re
uperada en fun
i�on de la 
uota de trabajo para distintos tama~nos de zona,

0,035% re
uperado.
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Figura 5.26: Fra

i�on re
uperada en fun
i�on de la 
uota de trabajo para distintos tama~nos de zona,

0,048% re
uperado.
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Figura 5.27: Fra

i�on re
uperada en fun
i�on de la 
uota de trabajo para distintos tama~nos de zona,

0,064% re
uperado.

Las Figuras 5.28, 5.29 y 5.30 muestran una 
ompara
i�on entre el 
riterio de ranking de zonas

beta din�ami
o y el m�etodo probabil��sti
o basado en pivotes. Se observa que el mejor m�etodo de

pivotes es aquel que elige 64 pivotes aleatoriamente, pero es ampliamente superado por el 
riterio

beta din�ami
o. Es interesante notar que, a pesar de agregar m�as pivotes al ��ndi
e, �este disminuye

su rendimiento al utilizar 128 pivotes. Esto impli
a que el m�etodo basado en pivotes ni siquiera

puede superar a la t�e
ni
a basada en parti
iones 
ompa
tas utilizando m�as memoria para el ��ndi
e.

Adem�as, se observa que es mejor usar pivotes aleatorios que \buenos" pivotes.

Las Figuras 5.31, 5.32 y 5.33 muestran los mismos resultados obtenidos en los gr�a�
os anteriores,

pero en esta o
asi�on se muestra la fra

i�on de objetos relevantes re
uperada en fun
i�on de la fra

i�on

de distan
ias 
al
uladas 
on respe
to al tama~no de la base de datos. El gr�a�
o muestra que para

re
uperar sobre el 80% de los objetos relevantes, en promedio, la t�e
ni
a que realiza menos 
�al
ulos

de distan
ia es utilizando el 
riterio de beta din�ami
o para ordenar las zonas del ��ndi
e. Bajo el

80% de re
upera
i�on 
onviene utilizar el m�etodo basado en pivotes.

Al igual que en el 
aso de espa
ios ve
toriales, el espa
io en memoria requerido para alma
enar
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Figura 5.28: Compara
i�on de 
riterio beta din�ami
o 
on m�etodo basado en pivotes, 0,035% re
u-

perado.
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Figura 5.29: Compara
i�on de 
riterio beta din�ami
o 
on m�etodo basado en pivotes, 0,048% re
u-

perado.
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Figura 5.30: Compara
i�on de 
riterio beta din�ami
o 
on m�etodo basado en pivotes, 0,064% re
u-

perado.
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Figura 5.31: Fra

i�on de objetos re
uperados en fun
i�on de la fra

i�on de la base de datos re
orrida,

0,035% re
uperado.
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Figura 5.32: Fra

i�on de objetos re
uperados en fun
i�on de la fra

i�on de la base de datos re
orrida,

0,048% re
uperado.
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Figura 5.33: Fra

i�on de objetos re
uperados en fun
i�on de la fra

i�on de la base de datos re
orrida,

0,064% re
uperado.
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el ��ndi
e del List of Clusters es mu
ho menor que el utilizado por los ��ndi
es basados en pivotes. La

Tabla 5.3 muestra que el ��ndi
e del List of Clusters o
upa aproximadamente 4, 16 y 31 ve
es menos

memoria que los ��ndi
es 
on 16, 64 y 128 pivotes respe
tivamente.

�

Indi
e Tama~no (Mb)

16 pivotes 1,52 Mb

64 pivotes 6,09 Mb

128 pivotes 12,19 Mb

List of Clusters (m = 10) 0,39 Mb

Tabla 5.3: Tama~nos de los ��ndi
es de la base de datos de do
umentos para distintas estru
turas de

datos.

5.3 Ranking de zonas versus ranking de objetos

El 
riterio de ordena
i�on d(q; 
)� 
r(
) puede ser modi�
ado levemente para aprove
har la informa-


i�on provista por la estru
tura de datos del List of Clusters. Si por 
ada zona de elementos, adem�as

de alma
enar su radio 
obertor, se alma
enan las distan
ias del 
entro de la zona a 
ada objeto u

i

pertene
iente a �esta, se tiene que una mejor 
ota de la distan
ia entre q y u

i

es d(q; 
)�d(
; u

i

). Por

ende, una variante al 
riterio original es utilizar d(q; 
)� d(
; u

i

) para ordenar los objetos en la 
ola

de prioridad. En forma similar, una variante al 
riterio d(q; 
) + 
r(
) es utilizar d(q; 
) + d(
; u

i

)


omo 
riterio de ordena
i�on. Note que en estas variantes ya no se ordenan las zonas, sino que a 
ada

objeto del espa
io m�etri
o se le asigna su prioridad y luego se ordenan los objetos as
endemente

seg�un di
ha prioridad.

Sin embargo, en la pr�a
ti
a ambas variantes resultan menos efe
tivas que los 
riterios originales.

Las �guras 5.34, 5.35 y 5.36 muestran los resultados de experimentos realizados en la base de datos

de do
umentos, donde se 
omparan ambas variantes 
on los 
riterios originales y el 
riterio de

beta din�ami
o. Se observa de los resultados que ambas variantes tienen un peor rendimiento que

los 
riterios originales, ex
epto para el 
aso de la variante del 
riterio d(q; 
) � 
r(
), en donde se

observa una modesta mejora en un peque~no rango de la fun
i�on (
er
a del 98% de la fra

i�on del

resultado re
uperado).
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Figura 5.34: Compara
i�on 
on variantes de 
riterios de ordena
i�on, 0,064% re
uperado.
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Figura 5.35: Compara
i�on 
on variantes de 
riterios de ordena
i�on, 0,064% re
uperado.
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Figura 5.36: Compara
i�on 
on variantes de 
riterios de ordena
i�on, 0,064% re
uperado.

5.4 Modelo de 
ompara
i�on de 
riterios de ranking

Una ventaja adi
ional que poseen los m�etodos de ranking de zonas es que permiten realizar 
om-

para
iones entre los distintos 
riterios de ranking sin tener que repetir experimentos para distintas


antidades de trabajo o distintos radios de b�usqueda.

El modelo de 
ompara
i�on propuesto es el siguiente: para un 
onjunto de k 
onsultas dado, se

realiza 
ada 
onsulta sin l��mite de trabajo, sino hasta re
uperar toda la base de datos. Se alma
enan

los objetos en el orden en que son 
omparados 
ontra la 
onsulta, junto 
on su distan
ia al objeto

de 
onsulta. Es importante notar que, para un 
riterio de ranking y una 
onsulta �ja, el orden en

el 
ual se obtienen los objetos de la 
ola de prioridad es siempre el mismo.

Con la informa
i�on obtenida, se genera una nube de puntos que se representa en un gr�a�
o

distan
ia a la 
onsulta en fun
i�on del n�umero de distan
ias 
al
uladas. El rango del eje X va desde

0 hasta el total de elementos de la base de datos, y el eje Y tiene rango real positivo. Si el objeto u

se extrajo luego de realizar i 
�al
ulos de distan
ia, se agrega el punto (i; d(q; u)) a la nube. Esto se

ha
e para todos los puntos extra��dos en todas las 
onsultas, totalizando kn puntos. La �gura 5.37

75



muestra un ejemplo de una nube puntos.
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Figura 5.37: Ejemplo de nube de puntos para un 
riterio dado.

Esta nube de puntos permite simular 
ualquier experimento que se pudiera realizar en el 
onjunto

de 
onsulta pro
esado, en donde se var��e la 
antidad de trabajo permitida y/o el radio de b�usqueda.

Por ejemplo, si se desea saber 
u�antos objetos relevantes se hubieran re
uperado en promedio 
on

un radio de b�usqueda r y permitiendo t 
�al
ulos de distan
ia, basta 
on 
ontar los puntos (x; y) de

la nube 
on x � t e y � r, dividiendo esa 
antidad por el n�umero total de 
onsultas, k. Llamemos

A(t; r) a este valor. Dado que se 
ono
en todas las distan
ias entre objetos y 
onsultas, se puede

saber exa
tamente 
u�antos objetos 
aen dentro de la bola de 
onsulta para un radio de b�usqueda

�jo (A(1; r)), 
on lo 
ual es f�a
il 
al
ular la fra

i�on f de objetos relevantes re
uperados para


ualquier 
antidad de trabajo, f =

A(t;r)

A(1;r)

.

El pro
eso se puede repetir para 
ualquier r

0

y t

0

, lo 
ual permite obtener varios puntos de la

fun
i�on de 
osto de un 
riterio espe
���
o, �jando el radio de b�usqueda y variando la 
antidad de

trabajo permitida. La Figura 5.38 muestra los resultados obtenidos a trav�es de los experimentos

realizados en la base de datos de do
umentos (los mismos de la se

i�on anterior), y la Figura

5.39 muestra los resultados obtenidos 
on el modelo de 
ompara
i�on, usando 100 
onsultas (

t

n

vs.

A(t;r)

A(1;r)

). La diferen
ia entre ambos gr�a�
os es muy peque~na.
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Figura 5.38: Fra

i�on de objetos re
uperados en fun
i�on de la fra

i�on de la base de datos re
orrida

para los distintos 
riterios de ranking, 0,064% re
uperado.
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Figura 5.39: Resultado utilizando el modelo de 
ompara
i�on, 0,064% re
uperado.
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La desventaja que tiene el uso de este modelo de 
ompara
i�on es que requiere alma
enar grandes


antidades de informa
i�on, puesto que 
ada 
onsulta 
ontribuye 
on una 
antidad de datos propor-


ional al tama~no de la base de datos. Esto se puede evitar dis
retizando los valores de d(q; u) a s

segmentos y de�niendo una matriz de tama~no s � t, en donde se alma
enar�an a
umuladores para

los valores dis
retizados de (i; d(q; u)). De esta forma, el 
osto total en espa
io es de st, pero se

puede perder pre
isi�on al momento de 
al
ular A(t; r).
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Cap��tulo 6

Con
lusiones

El objetivo de esta tesis fue desarrollar y proponer algoritmos probabil��sti
os para b�usquedas en

proximidad basados en parti
iones 
ompa
tas, dado que estas estru
turas de datos son las m�as

e�
ientes para implementar algoritmos exa
tos de b�usqueda 
uando la dimensi�on intr��nse
a del

espa
io m�etri
o es alta, y dado que los ��ndi
es basados en parti
iones 
ompa
tas tienen menores

requerimientos en memoria que los basados en el uso de pivotes.

Los prin
ipales resultados obtenidos en esta investiga
i�on se pueden resumir en los siguientes

puntos:

� Se de�ni�o un algoritmo probabil��sti
o de b�usqueda en proximidad basado en la b�usqueda

in
remental de ve
inos m�as 
er
anos [20℄, denominado b�usqueda in
remental probabil��sti
a,

el 
ual tiene 
omo par�ametro el n�umero de 
�al
ulos de distan
ia permitidos para realizar la

b�usqueda.

� Se de�ni�o un algoritmo probabil��sti
o de b�usqueda en proximidad denominado ranking de

zonas, el 
ual ordena las parti
iones 
ompa
tas seg�un alg�un 
riterio, y luego realiza la b�usqueda

en ese orden, �j�andose de antemano el n�umero de 
�al
ulos de distan
ia permitidos.

� Ambos algoritmos probabil��sti
os son del tipo Monte Carlo, esto es, no aseguran en
ontrar

todos los objetos relevantes, pero a medida que se permite realizar m�as trabajo (
�al
ulos de

distan
ia) la 
alidad de la respuesta mejora. Adem�as, ambos algoritmos son 1-sesgados, puesto
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que nun
a reportan 
omo relevantes objetos que no lo sean. Estos algoritmos se basan en un

modelo de tiempo de a
otado de b�usqueda, pues se sabe a priori 
u�anto demorar�a la b�usqueda,

dado que el n�umero de 
�al
ulos de distan
ia est�a a
otado antes de empezarla.

� Para la t�e
ni
a de ranking de zonas, se de�nieron distintos 
riterios de ordenamiento de zonas.

Se propuso 
omo heur��sti
a favore
er aquellas parti
iones 
ompa
tas 
er
anas que posean una

mayor \densidad" de elementos, 
omo por ejemplo en el 
riterio denominado beta din�ami
o.

� Se realizaron experimentos en espa
ios ve
toriales aleatorios de dimensi�on alta y en una base

de datos de do
umentos, implementando los algoritmos probabil��sti
os en los ��ndi
es SAT [23℄

y List of Clusters [13℄, 
omparando los resultados obtenidos 
on un algoritmo probabil��sti
o

basado en pivotes [14℄.

� Los resultados experimentales muestran que la t�e
ni
a de ranking de zonas obtiene iguales

o mejores resultados que el algoritmo basado en pivotes, ne
esitando este �ultimo mu
ha m�as

memoria para poder ser 
ompetitivo.

� Tambi�en se observa de los resultados experimentales que la e�
ien
ia del m�etodo probabil��sti
o

depende del 
riterio utilizado para ordenar las zonas, y que para 
iertos espa
ios m�etri
os

puede que un 
riterio fun
ione bien pero para otros no.

� Se propuso un modelo de 
ompara
i�on de 
riterios de ranking de zonas, en donde es posible

simular b�usquedas para 
ualquier radio y 
uota de trabajo permitida para un 
onjunto de


onsultas dado sin tener ne
esidad de realizar todos los experimentos por separado.

En general son 
uatro las ventajas que tienen los algoritmos probabil��sti
os basados en parti
io-

nes 
ompa
tas por sobre el algortimo probabil��sti
o basado en pivotes. La primera ventaja se re�ere

al tama~no de los ��ndi
es, dado que estru
turas 
omo el SAT o List of Clusters o
upan mu
ho menos

memoria que un ��ndi
e basado en pivotes, in
luso 
uando la 
antidad de �estos sea peque~na (16, por

ejemplo). La segunda ventaja es que, tanto el m�etodo de b�usqueda in
remental probabil��sti
a 
omo

el ranking de zonas, pueden mejorar la 
alidad de la respuesta si se les permite una mayor 
antidad

de trabajo, sin tener que realizar el 
�al
ulo desde 
ero, lo 
ual no o
urre 
on el algoritmo basado

en pivotes, en donde antes de realizar la b�usqueda se debe �jar el par�ametro �; si se desea mejorar

la 
alidad de la respuesta hay que modi�
ar � y realizar la b�usqueda de nuevo. La ter
era ventaja

es que 
on las t�e
ni
as basadas en parti
iones 
ompa
tas se sabe exa
tamente 
u�anto demorar�a la

b�usqueda, puesto que se �ja de antemano el n�umero de 
�al
ulos de distan
ia permitidos, lo 
ual
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no su
ede 
on el algoritmo basado en pivotes (en el peor 
aso, �este puede re
orrer toda la base

de datos para responder una 
onsulta). La �ultima ventaja es que el algoritmo basado en pivotes

empeora su rendimiento m�as r�apido que el algoritmo basado en parti
iones 
ompa
tas a medida

que la dimensi�on del espa
io aumenta.

La prin
ipal 
on
lusi�on de este estudio es que es posible apli
ar el enfoque de b�usqueda en

espa
ios m�etri
os a apli
a
iones reales en donde antes no era posible, respondi�endose b�usquedas en

proximidad en donde se pierden po
os objetos relevantes y se disminuye dram�ati
amente el tiempo

de b�usqueda 
on respe
to al algoritmo exa
to.

Por ejemplo, una de las apli
a
iones m�as dire
tas de los espa
ios m�etri
os en Re
upera
i�on de

la Informa
i�on es la b�usqueda de do
umentos relevantes a una 
ierta 
onsulta [5℄, la 
ual puede

ser vista 
omo un 
onjunto de t�erminos o 
omo un do
umento 
ompleto. Como se des
ribe en la

Se

i�on 2.2.2, los do
umentos y las 
onsultas son representados por ve
tores, donde 
ada t�ermino

es una 
oordenada 
uyo valor es el peso del t�ermino en di
ho do
umento. La distan
ia entre dos

do
umentos se de�ne 
omo el �angulo formado entre sus ve
tores representantes, por lo que dos

do
umentos que 
ompartan t�erminos importantes estar�an 
er
anos bajo esa m�etri
a.

A pesar que este enfoque es bastante dire
to, los espa
ios m�etri
os no han sido utilizados para

implementar b�usquedas de do
umentos similares. Una raz�on para esto es que el espa
io m�etri
o

resultante posee una dimensi�on intr��nse
a muy alta, por lo que todos los algoritmos exa
tos de

b�usqueda en proximidad pr�a
ti
amente realizan una b�usqueda exhaustiva para responder 
onsultas

por rango �utiles, lo 
ual resulta ser impr�a
ti
o en apli
a
iones reales.

�

Este es un 
aso en donde un algoritmo probabil��sti
o puede ser de gran utilidad, dado que la

rela
i�on de \relevan
ia" de un do
umento 
on respe
to a otro 
onlleva un 
ierto grado de inexa
titud

y permite un 
ierto grado de \aproxima
i�on" en la respuesta, es de
ir, el re
uperar la mayor��a de

los do
umentos relevantes puede ser su�
iente y a
eptable.

Los resultados experimentales obtenidos muestran que, utilizando la t�e
ni
a de ranking de zonas

implementada en un List of Clusters, es posible re
uperar m�as del 99% de los do
umentos relevan-

tes re
orriendo s�olo un 17% de la base de datos, y que es posible re
uperar m�as del 94% de los

do
umentos relevantes re
orriendo s�olo un 8% de la base de datos. Con la t�e
ni
a probabil��sti
a

basada en parti
iones 
ompa
tas es posible, por primera vez, presentar una solu
i�on pr�a
ti
a a este
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problema de Re
upera
i�on de la Informa
i�on utilizando el enfoque de espa
ios m�etri
os.

Otro aspe
to interesante es el poder 
ontar 
on una herramienta 
omo el modelo de 
ompara
i�on

des
rito en la Se

i�on 5.4. Hasta el momento, para 
omparar algoritmos de b�usqueda en proximi-

dad era ne
esario repetir el experimento para distintos radios de b�usqueda. El modelo des
rito es

independiente del radio de b�usqueda, lo que lo 
onvierte en una poderosa herramienta para 
om-

parar 
riterios de ordena
i�on de zonas, o in
luso para 
omparar el m�etodo probabil��sti
o 
on otras

estru
turas de datos utilizadas 
omo ��ndi
e.

Algunos puntos interesantes para abordar en futuras investiga
iones son los siguientes:

� Utilizar otros esquemas de 
lustering para probar los 
riterios de ranking de zonas. Es razona-

ble 
onjeturar que si los puntos pertene
ientes al espa
io m�etri
o forman 
lusters, es posible

que el m�etodo probabil��sti
o obtenga mejores resultados utilizando t�e
ni
as de 
lustering m�as

avanzadas.

� Investigar algoritmos aproximados de b�usqueda de ve
inos m�as 
er
anos en espa
ios m�etri
os.

Por ejemplo, en el 
aso de la b�usqueda del ve
ino m�as 
er
ano, desarrollar un algoritmo que

asegure que el objeto re
uperado en la b�usqueda se en
uentre a lo m�as a distan
ia 1 + � del

ve
ino m�as 
er
ano a la 
onsulta, para alg�un par�ametro � > 0.

� Poder 
al
ular anal��ti
amente la probabilidad de �exito de los algoritmos propuestos. Los

resultados a
tuales se limitan a 
asos parti
ulares de espa
ios m�etri
os que satisfa
en 
iertas

propiedades [17℄, al 
aso de algoritmos de b�usqueda de ve
inos m�as 
er
anos [2, 33, 30℄ y al


aso parti
ular de los espa
ios ve
toriales [1℄.

Por �ultimo, 
abe desta
ar que parte de los resultados obtenidos en esta investiga
i�on fueron

a
eptados para su presenta
i�on y publi
a
i�on en el 9th International Symposium on String Pro
essing

and Information Retrieval (SPIRE'02) [9℄ (ver Ap�endi
e A).
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Ap�endi
e A

Art��
ulo Publi
ado

A 
ontinua
i�on se presenta la publi
a
i�on desarrollada durante el presente trabajo de tesis. El

art��
ulo titulado Probabilisti
 Proximity Sear
hing Algorithms Based on Compa
t Partitions fue

a
eptado en el 9th International Symposium on String Pro
essing and Information Retrieval (SPI-

RE'02), y est�a pr�oximo a publi
arse en las a
tas de di
ha 
onferen
ia en el mes de Septiembre del

presente a~no. Estas a
tas ser�an publi
adas por Springer en la serie Le
tures Notes in Computer

S
ien
e.

En el art��
ulo se presentan los prin
ipales resultados obtenidos durante esta investiga
i�on.
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