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indices Dinamicos para Espacios Métricos de Alta Dimensionalidad

Muchas aplicaciones computacionales necesitan buscar informacion en una base de datos. Tradicional-
mente la operacion de blsqueda se ha aplicado a datos estructurados y las bases de datos tradicionales se
construyen alrededor del concepto de blsqueda exacta. En la actualidad han surgido depositos no estructu-
rados de informacion y no sblo se consultan nuevos tipos de datos (texto libre, imagenes, audio y video),
sino que ademas ya no es posible estructurar la informacién de la manera clasica y, aln cuando sea posible
hacerlo, nuevas aplicaciones tales como mineria de datos (data mining) requieren acceder a la base de datos
por cualquier campo, no s6lo aquellos marcados como “claves”. Por lo tanto, se necesitan nuevos modelos
y algoritmos de blsqueda mas generales.

Un concepto unificador es el de “busqueda por similitud” o “blsqueda por proximidad”, es decir buscar
elementos de la base de datos que sean similares a un elemento de consulta dado. La similaridad es modeli-
zada usando una funcion de distancia (0 métrica) que satisface ciertas propiedades y el conjunto de objetos
es llamado un espacio métrico. En general, como la distancia es bastante costosa de calcular, el objetivo es
reducir el nmero de evaluaciones de distancia.

Uno de los principales obstaculos para el disefio de técnicas de blsqueda eficientes en espacios métricos
es la existencia en aplicaciones reales de los asi llamados “espacios de alta dimensionalidad”. Las técnicas
tradicionales de indexacion en su mayoria no son eficientes en espacios de alta dimension. La blsqueda
por proximidad en espacios métricos se torna intrinsecamente mas dificil mientras mayor sea la dimension
intrinseca del espacio; este hecho es conocido como la maldicion de la dimensionalidad.

Existen numerosos métodos para preprocesar un conjunto a fin de reducir el nimero de evaluaciones de
distancia en tiempo de consulta. Todos ellos se basan en dividir la base de datos, lo que se ha heredado de
las ideas clasicas de dividir para conquistar y de la bisqueda de datos tipica. EI Arbol de Aproximacion
Espacial SA-tree [Nav99, Nav02] en cambio es una nueva estructura de datos, propuesta recientemente, que
es especifica de la blsqueda espacial. Mas que dividir el conjunto de candidatos durante la blsqueda, se
trata de “acercarse espacialmente” a la query ¢. EI SA-tree ha demostrado ser muy competitivo en espacios
métricos de alta 0 media dimensionalidad (espacios “dificiles™) o para responder a consultas con baja selec-
tividad, pero su principal desventaja es que era una estructura de datos totalmente estética. Por lo tanto, esto
la convertia en poco til para muchas de las aplicaciones reales. Asi, nuestro interés fue el de producir una
version dinamica del SA-tree, con el fin de aprovechar sus bondades y salvar su principal desventaja.

Hemos obtenido un algoritmo de insercion eficiente que nos permite construir incrementalmente el arbol
con costos que mejoran ampliamente los costos del SA-tree original y algoritmos de eliminacion o borrado
eficientes, aspecto no muy comin en las estructuras de datos existentes para blsqueda en espacios métri-
cos. Ademas logramos mantener la blsqueda eficiente y en algunos casos alin mejoramos su desempefio
respecto de la version original, esto (ltimo especialmente en dimensiones bajas. Agregamos un parametro
a la estructura, que es facil de sintonizar, y que nos permite adaptarla mejor a la dimension intrinseca del
espacio métrico considerado y otro que permite sintonizar costo de blsqueda versus costo de eliminacién. El
SA-tree original no tenia un buen desempefio en espacios métricos de baja dimension, lo que también hemos
logrado superar con nuestro SA-tree dindmico, haciéndolo més competitivo en esta area. Nuestro estudio
nos ha permitido obtener una vision mas profunda de la estructura misma, y asi descubrir la posibilidad
de relajar algunas condiciones, que se planteaban como necesarias para el SA-tree original, manteniendo la
correctitud de la estructura.

Creemos que este trabajo constituye un aporte valioso al desarrollo y comprension del problema de
blsqueda en espacios métricos, ademas de proveer estructura para blsqueda por proximidad muy competi-
tiva y totalmente dindmica, tanto en espacios métricos de alta como en los de baja dimension.
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Capitulo 1

Introduccion

Muchas aplicaciones computacionales necesitan buscar informacion en una base de datos. Aplicaciones
simples presentan problemas de blsqueda simple, mientras que aplicaciones mas complejas requeriran, en
general, una forma mas sofisticada de blsqueda.

Tradicionalmente la operacion de blsqueda se ha aplicado a datos estructurados, es decir blsqueda
exacta sobre informacién numérica o alfabética. O sea, dada una consulta o query de blsqueda se recupera
el nimero o cadena de caracteres (strings) que es exactamente igual a la consulta. Las bases de datos tradi-
cionales se construyen alrededor del concepto de blsqueda exacta: la base de datos se divide en registros y
cada registro posee una clave completamente comparable.

Asi, las consultas a la base de datos retornan todos los registros cuyas claves coinciden con la clave
de busqueda. Las blsquedas mas sofisticadas tales como consultas por rango sobre claves numéricas o
blsqueda de prefijos sobre claves alfabéticas también se basan en el concepto que dos claves son 0 no
iguales, o que existe un orden total sobre las claves. Aunque, en estos Gltimos afios, las bases de datos ya
incluyen la capacidad de almacenar nuevos tipos de datos tales como imagenes, la blsqueda todavia se
realiza sobre un nimero predeterminado de claves de tipos humérico o alfabético.

Con la evoluci6n de las tecnologias de informacion y comunicacion, han surgido depbsitos no estructu-
rados de informacion. No sblo se consultan nuevos tipos de datos tales como texto libre, imagenes, audio y
video, sino que ademas ya no es posible estructurar la informacion en claves y registros. Tal estructuracion
es muy dificultosa (tanto manual como computacionalmente) y restringe de antemano los tipos de consultas
que luego se pueden realizar. Aln cuando sea posible una estructuracion clasica, nuevas aplicaciones tales
como mineria de datos (data mining) requieren acceder a la base de datos por cualquier campo, no so6lo
aquellos marcados como “claves”. Por lo tanto, se necesitan nuevos modelos para buscar en dep6sitos o
almacenamientos de datos no estructurados.

Los escenarios anteriores requieren algoritmos de blsqueda y modelos mas generales que aquellos
que se usan clasicamente para datos simples. Un concepto unificador es el de “blsqueda por similitud”
0 “blsqueda por proximidad”, es decir buscar elementos de la base de datos que sean similares o proximos
a un elemento de consulta dado. La similaridad es modelizada usando una funcién de distancia (o métrica)
que satisface las propiedades de desigualdad triangular, positividad estricta y simetria, y el conjunto de
objetos es llamado un espacio métrico.

En algunas aplicaciones los espacios métricos resultan ser de un tipo particular llamado “espacio vec-
torial”, donde los elementos consisten de D coordenadas de valores reales. Existen muchos trabajos que



aprovechan las propiedades geométricas sobre espacios vectoriales, pero normalmente éstos no se pueden
extender a los espacios métricos generales donde la nica informacion disponible es la distancia entre obje-
tos. En este caso general, la distancia es bastante costosa de calcular, asi que el objetivo general es reducir
el nimero de evaluaciones de distancia. En contraste, las operaciones en espacios vectoriales tienden a ser
simples y por lo tanto, el objetivo principal es reducir la entrada/salida (E/S).

Existen dos tipos de consultas tipicas en basqueda por proximidad, ellos son:

= Consulta por Rango: se desea recuperar los elementos de la base de datos que se encuentren a una
distancia no mayor que un cierto radio de tolerancia de un elemento de consulta (query) dado.

= k-vecinos mas cercanos: se desea recuperar los k elementos que se encuentren mas cerca de una query
dada.

Una manera trivial de responder ambos tipos de consulta es realizando una blsqueda exhaustiva en la
base de datos, es decir, comparando todos los elementos de la base de datos contra el elemento consultado
y retornando aquellos elementos que se encuentren suficientemente cerca de éste; pero, por lo general, esto
resulta demasiado costoso para aplicaciones reales.

Se han logrado algunos importantes avances para buscar en espacios métricos generales, en su gran
mayoria alrededor de la idea de construir un indice, es decir una estructura de datos que reduzca el nimero
de evaluaciones de distancia en tiempo de consulta. Algunos trabajos recientes [CPZ97, PAA98] tratan de
obtener al mismo tiempo los objetivos de reducir el nimero de evaluaciones de distancia y la cantidad de
entrada/salida realizada.

En [CNBYMO01] se presenta un marco de trabajo unificador para describir y analizar todas las soluciones
existentes a este problema. Alli se muestra que todos los algoritmos de indexacion existentes para blsqueda
por proximidad consisten en construir clases de equivalencia, luego descartar algunas clases y buscar ex-
haustivamente en el resto. Los algoritmos de blsqueda por proximidad se pueden dividir en dos grandes
areas: algoritmos basados en pivotes y algoritmos basados en particiones compactas, las cuales abarcan
todos los métodos existentes. También se presentan en [CNBYMO01] métodos cuantitativos para estimar
la dificultad intrinseca de buscar sobre un espacio métrico dado y se proveen cotas sobre el problema de
blsqueda. Esto incluye una definicion cuantitativa de la nocion conceptual de “dimensionalidad intrinseca”,
la cual resulta ser muy apropiada.

1.1. Motivacion

A continuacion presentamos una muestra de la amplia gama de aplicaciones en donde aparece el con-
cepto de blsqueda por proximidad.

Consultas por contenido en bases de datos estructuradas

En general la consulta que se realiza a la base de datos aporta una parte de un registro de informacion,
y necesita recuperar un registro completo. En la aproximacion clasica, la parte aportada es fija (la
clave). Mas aiin, no se permite buscar con una clave incompleta o errbnea. Por otro lado, en la apro-
ximacion mas general usada en la actualidad el concepto de blsqueda con una clave es generalizado
al de basqueda con un subconjunto arbitrario del registro, permitiendo o no errores.



Los tipos de blsqueda posibles son: blsqueda de claves o puntos (se da toda la informacion de la
clave), blsqueda de rango (s6lo se dan algunos campos o s6lo se especifica un rango de valores para
ellos) y blsqueda de proximidad (los registros “cercanos” al consultado se consideran interesantes).
Estos tipos de blsqueda son de utilidad en mineria de datos (donde las partes de interés del registro no
se conocen de antemano), cuando la informacion no es precisa, cuando buscamos un rango de valores,
cuando la clave de blsqueda puede contener errores (por ejemplo, palabras mal deletreadas), etc.

Una solucion general al problema de las consultas por rango por cualquier campo de registro es el
grid file [NH84]. El dominio de la base de datos se ve como un hiperrectangulo de D dimensiones
(una por campo de registro), donde cada dimensién tiene un orden de acuerdo al dominio del campo
(numérico o alfabético). Cada registro presente en la base de datos se considera como un punto dentro
del hiperrectangulo. Una consulta especifica un subrectangulo (es decir, un rango para cada dimen-
sion), y se recuperan todos los puntos dentro de la consulta especificada. Esto no resuelve el problema
de blsqueda sobre tipos de datos no tradicionales, ni permite errores que no pueden ser expresados
por una consulta por rango. Sin embargo, convierte el problema de bisqueda original en el problema
de obtener, en un espacio dado, todos los puntos “cercanos” a un punto de consulta dado.

Consulta por contenido en objetos multimedia

Nuevos tipos de datos tales como imagenes, huellas dactilares, audio y video (llamados tipos de datos
“multimedia”) no se pueden consultar significativamente en el sentido clésico, no sélo porque no
pueden ser ordenados, sino porque ninguna aplicacion estaria interesada en buscar un segmento de
audio exactamente igual a uno dado. La probabilidad de que dos imagenes diferentes sean iguales
pixel a pixel es insignificante a menos que sean copias digitales de la misma fuente. En aplicaciones
multimedia, todas las consultas preguntan por objetos similares a uno dado. Algunos ejemplos de
aplicaciones son reconocimiento de caras, correspondencia de huellas dactilares, reconocimiento de
voz y en bases de datos multimedia generales.

Muchas aproximaciones se basan en la definicion de una funcién de similaridad entre objetos, que
debe ser provista por un experto, pero que no presuponen el tipo de consultas que se pueden responder.
En muchos casos, la distancia es obtenida via un conjunto de D “caracteristicas” que se extraen del
objeto (por ejemplo: en una imagen una caracteristica (til es el color promedio). Entonces, cada
objeto se representa por sus D caracteristicas, es decir un punto en un espacio vectorial de dimension
finita D (los llamaremos en adelante espacios vectoriales o espacios D-dimensionales), y nuevamente
volvemos a un caso de consultas por rango sobre espacios vectoriales.

Recuperacion de texto

La recuperacion de texto no estructurado, aunque éste no sea considerado un tipo de datos multimedia,
presenta problemas similares a la recuperacion multimedia.

Esto se debe a que los documentos de texto en general no estan estructurados para proveer facilmente
la informacibn deseada. Se puede buscar en los documentos de texto por cadenas (strings) que estan
presentes 0 no, pero en muchos casos se busca en ellos por conceptos semanticos de interés. Por
ejemplo, en un escenario ideal se permitiria buscar en un texto por un concepto tal como “impedir el
funcionamiento normal de algo™, recuperando la palabra ““bloquear™. Este problema de blsqueda no
se puede solucionar apropiadamente usando las herramientas clasicas.

Existe actualmente un grupo de medidas de similaridad orientadas a resolver este problema [SM83,
FBY92, BYRN99]. El problema se resuelve basicamente recuperando documentos similares a una
consulta dada. El usuario puede aportar un documento como una consulta, para que el sistema en-
cuentre documentos similares. Algunas aproximaciones se basan en transformar un documento en un



vector de valores reales, asi cada dimension es una palabra del vocabulario y la relevancia de la pala-
bra en el documento (computada utilizando alguna formula) es la coordenada del documento para esa
dimension. Se definen funciones de similaridad en ese espacio. Sin embargo, la dimensionalidad del
espacio es muy alta (miles de dimensiones).

Otro problema relacionado a la recuperacion de texto es como se escriben las palabras. Como han
surgido enormes bases de datos con bajo control de calidad (por ej. la Web) donde son comunes, en
el texto y en la consulta, errores de tipeo, escritura o reconocimiento 6ptico de caracteres, no se pue-
den recuperar documentos que contienen palabras mal escritas realizando una consulta correctamente
escrita. Existen modelos de similaridad entre palabras que capturan muy bien esa clase de errores. En
este caso, se da una palabra y se quieren recuperar todas las palabras cercanas a ella. Otro ejemplo de
aplicacion son los revisores ortograficos, donde se buscan variantes cercanas a la palabra mal escrita.

Biologia computacional

Los objetos basicos de estudio en biologia molecular son el ADN y las secuencias de proteinas. Si
éstos se pueden modelizar como textos, tenemos el problema de encontrar una secuencia dada de ca-
racteres dentro de una secuencia mas larga. Sin embargo, es improbable que ocurra una coincidencia
exacta, y los bidlogos estan mas interesados en encontrar partes de una secuencia mas larga que son
similares a una secuencia corta dada. El hecho que la blsqueda no sea exacta es debido a que diferen-
cias menores en cadenas genéticas describen seres de la misma especie o de especies cercanamente
relacionadas. La medida de similaridad utilizada esta relacionada con la probabilidad de mutaciones
tales como inversion de pedazos en la secuencia u otros reacomodamientos.

Reconocimiento de patrones y aproximacion de funciones

Una definicion simplificada del reconocimiento de patrones es la construccion de un aproximador de
funcion. En este problema hay una muestra finita de los datos, y cada una esta rotulada con la clase a
la que pertenece. Cuando aparece una nueva muestra, se desea rotularla con uno de los rotulos de los
datos conocidos. En otras palabras el clasificador se puede pensar como una funcion definida desde el
espacio de objetos (datos) en el conjunto de rétulos.

Si los objetos son vectores D —dimensionales de nimeros reales entonces una eleccion natural son las
redes neuronales y los aproximadores de funcion difusos. Otro aproximador de funcién popular es el
clasificador de los k—vecinos mas cercanos, que consiste en encontrar los k objetos mas cercanos a
la muestra no rotulada, y asignarle a esta muestra el rotulo que posee la mayoria entre estos & objetos.

En general, en cualquier problema donde se quiera inferir una funcién basado en un conjunto finito
de muestras es una aplicacion potencial.

Compresion y transmision de audio y video

La transmision de audio y video es un problema importante, por ejemplo en conferencias de audio
y video por Internet o en una comunicacion inalambrica. Un cuadro (una figura estatica en un video
0 un fragmento del audio) se puede pensar como formado por un nimero de “subcuadros” (posible-
mente superpuestos). El problema se puede resolver enviando el primer cuadro completo y para los
proximos cuadros enviar solo los subcuadros que tienen una diferencia significativa con respecto a los
previamente enviados. Esta descripcion abarca al MPEG estandar.

Los algoritmos de hecho usan un buffer de subcuadros. Cada vez que se va a enviar un cuadro se
lo busca en el buffer de subcuadros (con una tolerancia) y si no se lo encuentra se agrega el sub-
cuadro completo al buffer. Si el subcuadro se encuentra, entonces s6lo se envia el indice del cuadro
similar encontrado. Esto implica, naturalmente, que hay que incorporar al servidor un algoritmo de



bGsqueda por similaridad rapido para mantener un minimo de velocidad de transferencia de cuadros
por segundo.

1.2. Relevancia y Aportes de la Tesis

Todas las aplicaciones anteriores se pueden modelizar suponiendo que los objetos son cajas negras, y
que la (nica forma de compararlos es calculando la distancia entre ellos.

Uno de los principales obstaculos para el disefio de técnicas de blsqueda eficientes en espacios métricos
es la existencia en aplicaciones reales de los asi llamados espacios de alta dimensionalidad. Las técnicas
tradicionales de indexacién en su mayoria no son eficientes en espacios de alta dimension.

Esto no es casual. La blsqueda por proximidad en espacios métricos se torna intrinsecamente mas dificil
mientras mayor sea la dimension intrinseca del espacio [Yia93, Bri95, CM97, CNBYMO01]. Este hecho es
conocido como la maldicién de la dimensionalidad.

El concepto de “dimensionalidad” esta relacionado a la “facilidad” o “dificultad” de buscar en el espacio:
espacios de alta dimension poseen una distribucion de probabilidad de las distancias entre elementos cuyo
histograma es mas concentrado y tiene una media mayor. Esto provoca que el trabajo a realizar por cualquier
algoritmo de busqueda por similaridad sea dificultoso. En el caso extremo podemos tener un espacio donde
d(z,z) =0yVy # z, d(z,y) = 1, donde cualquier consulta se deba resolver comparando exhaustivamente
la query contra todos los objetos de la base de datos.

La dimensi6n intrinseca de un espacio métrico se define en [CNBYMO01, CNOOb, CN01] como u2/202,
donde p y o2 son la media y la varianza del histograma de distancias del espacio métrico. Esta definicion es
coherente con la nocién de dimension en un espacio vectorial con coordenadas uniformemente distribuidas.
La idea es que, a medida que crece la dimensionalidad intrinseca del espacio, la media del histograma p
crece y su varianza o2 se reduce.

Existen numerosos métodos para preprocesar un conjunto a fin de reducir el nimero de evaluaciones de
distancia. Todos ellos se basan en dividir la base de datos, lo que se ha heredado de las ideas clasicas de
dividir para conquistar y de la blsqueda de datos tipicos (v.g. arboles de blsqueda binaria).

El Arbol de Aproximacion Espacial SA-tree [Nav99, Nav02] en cambio es una nueva estructura de
datos, propuesta recientemente, que es especifica de la blsqueda espacial. Mas que dividir el conjunto de
candidatos durante la bisqueda, se trata de comenzar la blsqueda en algln punto del espacio y acercarse
espacialmente a la query ¢, encontrando elementos cada vez mas cercanos a ella. EI SA-tree ha demostrado
ser muy competitivo en espacios métricos de alta 0 media dimensionalidad (espacios “dificiles”) o para
responder a consultas con baja selectividad.

La principal desventaja del SA-tree es que era una estructura de datos totalmente estatica, es decir para
su construccion se debian conocer de antemano todos los elementos de la base de datos. Por lo tanto, esto la
convertia en poco {til para muchas de las aplicaciones reales mencionadas previamente.

Asi, nuestro interés fue el de producir una version dinamica del SA-tree, con el fin de aprovechar sus
bondades y salvar su principal desventaja.

El problema con el que nos encontramos en un comienzo es que la concepcion original del SA-tree es
intrinsecamente estatica. La aproximacion espacial se realiza via los “vecinos”. El arbol mantiene para cada
elemento a de la base de datos un conjunto N (a) de “vecinos”. Los vecinos de a son aquellos elementos que



se encuentran mas cerca de él que de ningln otro elemento de la base de datos. Por lo tanto, al incorporar un
nuevo elemento x se lo debe agregar como vecino de algiin elemento existente a y se debe reconstruir todo
el subarbol de a. Esto se debe a que las vecindades pueden cambiar al estar ahora presente x en el espacio,
y entonces se deben recalcular para mantener que cada elemento pertenezca a la vecindad de su elemento
mas cercano. El problema dual de eliminar un elemento z presenta similares desafios.

Por todo lo expresado anteriormente consideramos que los aportes mas relevantes de esta tesis son

= Hemos obtenido distintos algoritmos de insercion eficientes para el SA-tree. En particular, el algo-
ritmo propuesto finalmente nos permite construir incrementalmente el arbol con costos que mejoran
ampliamente los costos del SA-tree original.

= Hemos logrado algoritmos de eliminacion o borrado eficientes en un SA-tree, aspecto no muy comdn
en las estructuras de datos para blsqueda en espacios métricos existentes.

= Logramos mantener la bsqueda eficiente y en algunos casos alin mejoramos su desempefio respecto
de la version original de SA-tree, esto (ltimo especialmente en dimensiones bajas.

= Conseguimos una visibn mas profunda de la estructura misma, lo que nos permitié descubrir la po-
sibilidad de relajar algunas condiciones, que se planteaban como necesarias para el SA-tree original,
manteniendo la correctitud de la estructura.

= Agregamos un parametro a la estructura, que es facil de sintonizar, y que nos permite adaptarla mejor
a la dimension intrinseca del espacio métrico considerado. Otro permite sintonizar costo de blsqueda
versus costo de eliminacion.

= El SA-tree original no tenia un buen desempefio en espacios métricos de baja dimension, lo que tam-
bién hemos logrado superar con nuestro SA-tree dinamico, haciéndolo mas competitivo en esta area.

= Hemos conseguido publicar los principales resultados de nuestro trabajo en [Nav02, NRO1, RHNO1,
HRBY 102, NR02a, RN02, NR02b].

Aunqgue nuestros resultados son aplicables principalmente al SA-tree, algunos de ellos podrian ser apli-
cables a otras estructuras.

Creemos que este trabajo constituye un aporte valioso al desarrollo y comprension del problema de
blsqueda en espacios métricos, ademas de proveer estructura para bsqueda por proximidad muy competi-
tiva y totalmente dinamica, tanto en espacios métricos de alta dimension como en los de baja.

1.3. Organizacion de la Tesis

Hemos dividido esta presentacion en dos partes, una primera parte que introduce todos los conceptos
necesarios para entender la tesis y la segunda dedicada exclusivamente a describir nuestros aportes.

Primera Parte
En esta parte se introducen los conceptos necesarios para entender la tesis:



= En el Capitulo 2 se explican todos los conceptos basicos necesarios para leer esta tesis, como asi tam-
bién se presentan otros trabajos relacionados, que permiten poner en contexto nuestro aporte.

= En el Capitulo 3 se describe detalladamente el Arbol de Aproximacion Espacial (SA-tree) en su ver-
sion original [Nav99, Nav02].

Segunda Parte
En esta parte se presenta la nueva estructura, junto con todo el analisis previo realizado hasta llegar a la
version definitiva de la misma.

En el Capitulo 4 se explican las distintas alternativas experimentadas para realizar la construccion
incremental del Arbol de Aproximacion Espacial y la alternativa finalmente obtenida.

= En el Capitulo 5 analizamos distintas opciones para realizar eliminaciones y la posible combinacion
de métodos que permite cierta versatilidad respecto del balance deseado entre costo de eliminacion y
costo de blsqueda.

= En el Capitulo 6 se dan las conclusiones a las que hemos llegado, como asi también hacia donde
planeamos continuar este trabajo en el futuro.

= En el Apendice A se muestran mas resultados experimentales sobre el comportamiento de nuestro
SA-tree dindmico para distintos espacios métricos, junto con un breve analisis de esos resultados. Las
comparaciones se realizan contra la version estatica del SA-tree porque ella ya se habia comparado
contra otras estructuras en [Nav02] y habia demostrado ser muy competitiva, sobre todo en espacios
de alta dimension o consultas de baja selectividad.



Capitulo 2

Conceptos y Trabajos Previos

Todas las aplicaciones presentadas en el Capitulo 1 comparten un marco de trabajo comun, el cual es en
esencia encontrar objetos cercanos, bajo alguna funcion de similaridad adecuada, entre un conjunto finito
de elementos. En esta seccion se presenta el modelo formal que comprende todos los casos anteriores.

2.1. Espacios Métricos

Se introduce ahora la notacion basica para el problema de satisfacer consultas por proximidad. EI con-
junto U denotaré el universo de objetos validos. Un subconjunto finito de él, S, de tamafio n = |S|, es el
conjunto de objetos donde se busca. S sera llamado el diccionario, base de datos o simplemente nuestro
conjunto de objetos o elementos.

La funcion
d: UxU—=R

denotara una medida de “distancia” entre objetos (es decir, mientras mas pequefia es la distancia, mas cer-
canos o similares son los objetos). Las funciones de distancia tienen las siguientes propiedades:

(pl) Vz,y € U,d(z,y) >0 positividad,
(p2) Vz,y € U,d(z,y) = d(y,x) simetria,
(3) VzeUd(z,z)=0 reflexividad,

y en la mayoria de los casos

(p4) Vz,yeUzxz+#y=d(z,y) >0 positividad estricta.

Las propiedades enumeradas de la funcién de similaridad s6lo aseguran su definicion consistente y no
pueden ser usadas para ahorrarse comparaciones en una consulta por proximidad. Si d es en verdad una
métrica, es decir si satisface

(p5) Vz,y,z € U,d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) desigualdad triangular,

entonces el par (U, d) se denomina un espacio métrico.



De aqui en mas se utilizara el término distancia entendiendo que se hace referencia a una métrica.

2.2. Consultas por Proximidad

Existen dos tipos bésicos de consultas de interés en espacios métricos:

Consulta por rango (g,7)q. Recuperar todos los elementos que estan a distancia » de ¢. Esto es
{z€§,d(g,z) <r}.

Consulta de k—vecino més cercano k — N N(q). Recuperar los k elementos mas cercanos a g en S. Esto
es, recuperar un conjunto A C Stalque |A| = kyVz € A,y € S — A,d(q,z) < d(q,y). Notar que nos
satisface cualquier conjunto de & elementos que cumpla la condicion.

El tipo mas basico de consulta es la consulta por rango. La Figura 2.1 ilustra un ejemplo de ambos tipos
de consulta. A la izquierda se muestra una consulta por rango con radio r y a la derecha una consulta por
los 5-vecinos més cercanos a g. En este Gltimo caso, para hacer més evidente el tipo de consulta, se ha
graficado también el rango necesario para encerrar al menos a 5 puntos (aunque éste realmente encierra a
mas de 5 objetos). Asi es posible observar que existirian, para esta consulta (dado g y con k = 5), otras
posibles respuestas. Las consultas se realizan sobre un conjunto de puntos de R?, como el espacio métrico,
para mayor claridad.
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O O O O
w2 /""77;\\-\\6
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O , ] uzLa“\\ /O ul0 X
ull :I/ ué O \\\ {1 u6
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. 1 u9 O | w
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Figura 2.1: Un ejemplo de consulta por rango (izquierda) y por k-vecinos mas cercanos (derecha) sobre un
conjunto de puntos de R?.

Una consulta por rango seré por lo tanto un par (g, r)q siendo g un elemento de U y » un nimero real
indicando el radio (o tolerancia) de la consulta. El conjunto {u € S, d(g,u) < r} ser& llamado la salida o
respuesta de la consulta por rango.

Se usa “NN” como una abreviatura de “Nearest Neighbor” (vecino mas cercano), y se le da el nombre
genérico de “consulta-NN” al Gltimo tipo de consulta y “blsquedas-NN” a las técnicas utilizadas para resol-
verlas. Como se vera mas adelante, las consultas-NN se pueden construir sistematicamente sobre consultas
por rango.

El tiempo total para evaluar una consulta se puede dividir en



T = # evaluacionesdedistancia x complejidad ded() + tiempo extrade CPU + tiempo de E/S

y deseariamos minimizar 7'. En muchas aplicaciones, sin embargo, evaluar d() es tan costoso que todas las
demas componentes del costo se pueden ignorar. Este es el modelo utilizado en el presente trabajo, y por lo
tanto la medida de complejidad de los algoritmos sera el nimero de evaluaciones de distancias realizadas.

Un algoritmo de indexacién es un procedimiento para construir de antemano una estructura de datos
(lamada indice) disefiada para ahorrar computaciones de distancia cuando luego se responden consultas
por proximidad. Lo importante es, por lo tanto, disefiar algoritmos de indexacion eficientes para reducir las
evaluaciones de distancia. Todos los algoritmos de indexacion particionan el conjunto S en subconjuntos.
Se construye el indice para permitir determinar un conjunto de subconjuntos candidatos donde se pueden
encontrar los elementos candidatos a la consulta. Durante la consulta, se busca en el indice para encontrar
los subconjuntos relevantes y luego se inspeccionan exhaustivamente todos estos conjuntos. Todas estas es-
tructuras trabajan sobre la base de descartar elementos usando la desigualdad triangular (la Gnica propiedad
que nos permite ahorrar evaluaciones de distancia). La Figura 2.2 resume el modelo general utilizado para
indexacion y consultas en espacios métricos.

Consulta

Indexacion

Query q

Recorrido del indic

Indice BN

Clases de Equivalencia Busqueda en las clases candidatas

Figura 2.2: Modelo general que se utiliza para indexacion y consulta en espacios métricos

2.3. Maldicion de la Dimensionalidad

Uno de los principales obstaculos para el disefio de técnicas de blsqueda eficiente en espacios métricos
es la existencia y ubicuidad en aplicaciones reales de los asi Ilamados espacios de alta dimensionalidad. Las
técnicas tradicionales de indexacion como los Kd-trees [Ben75, Ben79] poseen una dependencia exponencial
sobre la dimension representacional del espacio.

Existen métodos efectivos para buscar sobre espacios de dimension finita D (en adelante los llamare-
mos espacios vectoriales o espacios D-dimensionales). Sin embargo, para 20 dimensiones 0 mas dichas
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estructuras dejan de desempefiarse bien. Nos dedicamos aqui, como ya mencionamos, a espacios métricos
generales, aunque las soluciones planteadas son también adecuadas para espacios D-dimensionales.

En [CNBYMOL1, CNOOb, CNO1] se muestra que el concepto de dimensionalidad intrinseca se puede
entender alin en espacios métricos generales, se da una definicion cuantitativa de ella y se muestra analitica-
mente la razén para la llamada “maldicién de la dimensionalidad™.

Es interesante notar que el concepto de “dimensionalidad” esta relacionado con la “facilidad” o “dificul-
tad” para buscar en un espacio D-dimensional: los espacios dimensionales mas altos tienen una distribucién
de probabilidad de distancias entre elementos cuyo histograma es mas concentrado y con una media grande.
Esto hace que el trabajo de cualquier algoritmo de blsqueda por similaridad sea méas dificultoso (esto se
discute en [Yia93, Bri95, CM97, CNBYMO01]). En el caso extremo tenemos un espacio donde d(z,z) = 0
yVy # z, d(z,y) = 1, donde se debe comparar exhaustivamente la query contra cada elemento en el con-
junto. Se extiende esta idea diciendo que un espacio métrico general es mas “dificil” (dimension intrinseca
mas alta) que otro cuando su histograma de distancia es mas concentrado que el del otro.

La idea es que, a medida que crece la dimensionalidad intrinseca del espacio, la media del histograma p
crece y su varianza o2 se reduce.

La Figura 2.3 nos muestra, de manera intuitiva, el por qué los histogramas mas concentrados producen
espacios métricos mas dificiles (alta dimension intrinseca). Sea p un elemento de la base de datos y ¢ una
query. La desigualdad triangular implica que cada elemento z tal que |d(gq,p) — d(p,z)| > r no puede
estar a distancia menor o igual que r de ¢, asi podriamos descartar a z. Sin embargo, en un histograma
mas concentrado las diferencias entre dos distancias aleatorias son mas cercanas a cero y por lo tanto la
probabilidad de descartar un elemento z es mas baja. Las areas sombreadas en la figura muestran los puntos
que no se pueden descartar. A medida que el histograma es mas y mas concentrado alrededor de esa media,
menor cantidad de puntos se pueden descartar usando la informacion que nos brinda d(p, q).

d(px)

d(p.a) d(p.a)
2r or

d(p.x)

Figura 2.3: Un histograma de distancias para un espacio métrico de dimension baja (izquierda) y de dimen-
sion alta (derecha)

Este fendbmeno es independiente de la naturaleza del espacio métrico (en particular si es vectorial 0 no)
y nos da una manera de determinar cuan dificil es buscar sobre un espacio métrico arbitrario.

. . . . ., R L. . 2 .
La dimensionalidad intrinseca de un espacio métrico se define como p = £, donde p y o son la media

20.2 ’

y la varianza del histograma de distancias. Lo importante de la formula es que la dimensionalidad intrinseca
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crece con la media y se reduce con la varianza del histograma. Esta definicion ademas es coherente con la
nocion de dimension en un espacio vectorial con coordenadas uniformemente distribuidas.

2.4. Ejemplos de Espacios Métricos

Presentamos aqui algunos ejemplos de espacios métricos particulares: espacios vectoriales, espacio de
documentos representados como vectores y diccionarios (espacios de cadenas de caracteres o strings sobre
un alfabeto).

2.4.1. Espacios Vectoriales

Si los elementos del espacio métrico (U, d) son realmente tuplas de nimeros reales, entonces el par se
denomina espacio vectorial. Un espacio vectorial de dimension finita D es un espacio métrico particular
donde los objetos se identifican por D nimeros reales (z1,z2,...,zp) Yy cada z; es llamada “coordenada”
del objeto (en adelante los llamaremos espacios vectoriales o espacios D-dimensionales). Existen distintas
funciones de distancia que se pueden usar en un espacio métrico, pero las mas usadas son las de la familia
de L, o familia de distancias de Minkowski, que se define como:

1/s

Ly (@1, @)y (1, oyp) = | S Jai —wil°
1<i<D

Algunos ejemplos de métricas pertenecientes a esta familia de distancias son la distancia L conocida
como distancia Manhattan, la Ly que es mas conocida como distancia Euclidea, y se corresponde a nuestra
nocion habitual de distancia, y la distancia L, conocida también como distancia del maximo.

En nuestros ejemplos sobre espacios vectoriales usaremos la distancia Lo, la que se define como:

Ly ((z1,...,2p), (Y1,---,YyD)) = (2.1)

En muchas aplicaciones los espacios métricos son en realidad espacios vectoriales, es decir que los
objetos son puntos D-dimensionales y la similaridad se puede interpretar geométricamente. Un espacio
vectorial permite mas libertad al disefiar algoritmos de blsqueda, porque es posible usar la informacion de
coordenadas y geométrica que no esta disponible en los espacios métricos generales.

Las estructuras de blsqueda para espacios vectoriales mas populares son Kd-trees [Ben75, Ben79],
los R-trees [Gut84], los Quad-trees [Sam84] y los X-trees [BKK96] que son los mas recientes. Todas estas
técnicas usan ampliamente la informacion de coordenadas para agrupar y clasificar puntos en el espacio. De-
safortunadamente estas técnicas son muy sensibles a la dimension del espacio. Los algoritmos de blsqueda
de punto mas cercano y por rango dependen exponencialmente de la dimension del espacio [Cha94].

Los espacios vectoriales pueden tener grandes diferencias entre su dimension representacional (D) y su
dimension intrinseca (es decir, el nimero real de dimensiones en las cuales se pueden embeber los puntos
manteniendo la distancia entre ellos).
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Por ejemplo, uno de los espacios vectoriales considerados en nuestros experimentos corresponde a un
espacio con dimension representacional D = 101, pero en donde realmente existen sélo 200 clusters distin-
tos, por lo cual su dimension intrinseca es mucho menor (el histograma es menos concentrado que el de un
espacio uniforme).

Si en un espacio vectorial solo utilizamos la funcion de distancia para realizar las blsquedas, es decir, no
utilizamos la informacion de las coordenadas de los objetos del espacio; es sencillo simular las blsquedas
en un espacio métrico general. Una ventaja adicional es que la dimension intrinseca del espacio se muestra
independiente de cualquier dimension representacional.

Para los experimentos hemos considerado distintos espacios vectoriales. Generamos espacios de vecto-
res con coordenadas reales en el cubo unitario con distribucion uniforme, en dimensiones 5, 10, 15 y 20.
También utilizamos espacios de vectores generados con una distribucion de Gauss, con media 1 y varianza
0.1, en dimensiones 5, 10, 15y 20, para lo cual utilizamos los programas que se encuentran disponibles en la
pagina web de DIMACS ( http://www.dimacs.rutgers.edu/Challenges/Sixth/software.html). Generamos del
mismo modo espacios de vectores con distribucion de Gauss, con media 1 y varianza 0.1, en dimension
101 y agrupados en 200 clusters, como un ejemplo de espacio de baja dimensionalidad intrinseca, aunque
alta dimension representacional. Finalmente consideramos un espacio vectorial de dimension 20, de 40700
vectores Euclidianos, de vectores de caracteristicas de imagenes descargadas de la NASA (obtenido también
desde la pagina web de DIMACS). En todos estos espacios métricos hemos utilizado la distancia L4, que se
defini6 en (2.1).

2.4.2. Modelo Vectorial para Documentos

En recuperacion de la informacion [BYRN99] se define un documento como una “unidad de recupera-
cion”, la cual puede ser un parrafo, una seccion, un capitulo, una pagina Web, un articulo o un libro completo.
Los modelos clasicos en recuperacion de la informacién consideran que cada documento esta descripto por
un conjunto representativo de palabras claves llamadas términos, que son palabras cuya semantica ayuda a
definir los temas principales del documento.

Uno de estos modelos, el modelo vectorial, considera un documento como un vector ¢-dimensional,
donde ¢ es el nimero total de términos de la coleccion. Cada coordenada 7 del vector esta asociada a un
término del documento, cuyo valor corresponde a un “peso” positivo w;; si es que dicho término (el termino
i) pertenece al documento j 6 0 en caso contrario. Si ID es el conjunto de documentos y d; es el j-ésimo
documento perteneciente a D, entonces d; = (w1, waj, - - - , Wtj).

En el modelo vectorial se calcula el grado de similitud entre un documento d y una consulta ¢, la cual
se puede ver como un conjunto de términos 0 como un documento completo, como el grado de similitud
entre los vectores J; y ¢. Esta correlacion puede ser cuantificada, por ejemplo, como el coseno del angulo
formado entre ambos vectores:

-

o ¢
sim(dj q) = _‘dJ g Zi:l Wij X Wig

|dj| % |q] \/2521 w X Y, wh,

donde w;q es el peso del i-ésimo término en la consulta g.

Los pesos de los términos pueden calcularse de varias formas. Una de las mas importantes es utilizando
esquemas tf-idf, en donde los pesos estan dados por:
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N
wi; = fij X log (n_)
(]

donde NV es el nimero total de documentos, n; es el nimero de documentos en donde el é-&simo término
aparece, y f; ; es la frecuencia normalizada del <-ésimo término, dada por:

Jregi;

fij =

donde freg; ; es la frecuencia del i-ésimo término en el documento d;, y méx,—;.¢(freqe,;) s el maximo
valor de frecuencia sobre todos los términos contenidos en d;.

Si se considera que los documentos son puntos en un espacio métrico, el problema de la blsqueda de
documentos similares a una consulta dada se reduce a una bdsqueda en proximidad en el espacio métrico.
Dado que sim(d;,q) sblo es una medida de similaridad, que en particular no cumple con la desigualdad
triangular, se utiliza el angulo formado entre los vectores J] y ¢, d(dj,q) = arccos(sim(d;,q)), como
funcion de distancia y por lo tanto se la denomina “distancia coseno” [BYRN99]. Por lo tanto, (D, d) es un
espacio métrico.

Como ejemplo de esta clase de espacios métricos, hemos utilizado para los experimentos un espacio
métrico de documentos con la funcion de distancia coseno. Tomamos 25896 documentos de la coleccion
FR (Registro Federal) de TREC-3 [Har95].

2.4.3. Diccionarios

Otro ejemplo posible de espacio métrico, que también se ha utilizado en los experimentos de este trabajo,
corresponde a un conjunto de palabras o diccionario. En este caso los objetos son palabras (o strings) en un
determinado lenguaje (por ejemplo, Inglés, Espafiol, Francés, Italiano, etc.).

Para medir la similitud entre palabras utilizamos la funcion de distancia conocida como distancia de
edicion (o distancia de Levenshtein). Se define como la cantidad de inserciones, eliminaciones o cambios
de caracteres que hay que realizar para convertir una palabra en la otra. Claramente ésta es una funcién de
distancia discreta y tiene muchas aplicaciones en recuperacion de texto, procesamiento de sefiales y biologia
computacional [Nav01].

Si se consideran las palabras como puntos de un espacio métrico, el problema de buscar palabras simi-
lares a una dada se reduce a una blsqueda por proximidad en el espacio métrico. El caso particular de un
diccionario es de interés en aplicaciones de correctores ortograficos.

Hemos usado para nuestros experimentos diccionarios de palabras en distintos idiomas. Los dicciona-
rios considerados son uno de Inglés de 69069 palabras, otro de Espafiol de 51789 palabras, uno de Francés
de 138257 palabras y otro de Italiano de 116879 palabras, que sirven como representantes de los que con-
seguimos y son idiomas con los cuales estamos familiarizados. En los experimentos sobre estos espacios
utilizamos la distancia de edicion.

14



2.5. Trabajos Relacionados

Los algoritmos de blsqueda en espacios métricos generales se dividen en dos grandes areas: algorit-
mos basados en pivotes y algoritmos basados en particiones compactas (ver [CNBYMO1] para un analisis
detallado).

El objetivo de estos algoritmos es reducir al minimo el nimero de evaluaciones de distancia necesarias
para responder a blsquedas por rango y a blsquedas de k-vecinos mas cercanos.

La Figura 2.4 ilustra la clasificacion de los indices de acuerdo a sus caracteristicas mas importantes.

[ Algoritmos de Indexacion J

[ Basados en particiones compactas } [

[ Hiperplano } GNAT [Alcance Desrefinado }

Basados en pivotes }

Lar )| [muwsoumn] ) (o J (Lo ]
e ) o J (e

Altura Fija
FHQT
FQT

LAESA, AESA

Desrefinado

(aon]  (or)

Figura 2.4: Taxonomia de los algoritmos existentes para blsqueda por proximidad en espacios métricos.

Por claridad en lo que sigue, en la Tabla 2.1 se muestra el nombre completo de cada una de las estructuras
de datos para blsqueda por proximidad en espacios métricos (que aparecen clasificadas en la Figura 2.4),
junto a la abreviatura que usaremos a lo largo de este trabajo y la referencia del articulo en donde se propuso
cada una de ellas.

Analizamos brevemente aqui en qué consisten los algoritmos de cada una de estas grandes areas, para
dar el contexto de nuestro trabajo.

Algoritmos basados en pivotes. La idea es usar un conjunto de %k elementos distinguidos (“pi-
votes”) pi1,po,...,pr € S Yy almacenar, para cada elemento z de la base de datos, su distancia
a los k pivotes (d(z,p1),...,d(z,pr)). Dada una query ¢, se calcula su distancia a los & pivotes
(d(g,p1),---,d(g,px))- Ahora, si para algin pivote p; se cumple que |d(q, p;) — d(z, p;)| > r, enton-
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Nombre Abreviado | Estructura Referencia

BK-trees Burkhard-Keller trees [BK73]

FQ-trees Fixed Queries trees [BYCMW94]
FHQ-trees Fixed Height FQ-trees [BYCMW94, BY97, BYN98]
FQ-arrays Fixed Queries arrays [CMBY99, CMNO1]
Metric Trees Metric Trees [UhI91b]

VP-trees Vantage Point trees [Yia93, Chi%4]
MVP-trees Multi-Vantage Point trees [BO97]

VP-forest Excluded Middle Vantage Point Forest [Yia99]

BS-trees Bisector trees [KM83]

GH-trees Generalized-Hyperplane trees [UhI91b]

GNA-trees Geometric Near-neighbor Access trees [Brig5]

V-trees \oronoi trees [DN87]

M-trees M-trees [CPZ97]

LC List of Clusters [CNO0Oa]

SA-trees Spatial Aproximation trees [Nav99]

AESA Approximating Eliminating Search Algorithm | [Vid86]

LAESA Linear AESA [MOV94]

Tabla 2.1: Nombres de las estructuras de datos para blsquedas por proximidad en espacios métricos, con las
referencias a los articulos en donde se propone cada una de ellas.

ces por la desigualdad triangular conocemos que d(g,x) > 7y, por lo tanto, no es necesario evaluar
explicitamente d(z,p). Los elementos que no se puedan descartar por medio de esta regla se deben
comparar directamente contra la query.

Algoritmos tales como AESA [Vid86], LAESA [MOV94], Spaghettis y sus variantes [CMBY 99, NN97],
FQ-trees y sus variantes [BYCMW094] y FQ-arrays [CMNO1], son casi las implementaciones mas di-
rectas de esta idea, y difieren basicamente en su estructura extra para reducir el costo de CPU de
encontrar los puntos candidatos, pero no en el nimero de evaluaciones de distancia que realizan.

Existen algunas estructuras de datos como arboles que utilizan esta idea de una manera indirecta:
seleccionan un pivote como la raiz del arbol y dividen el espacio de acuerdo a las distancias a la raiz.
A cada subarbol le corresponde una porcion (el nimero y amplitud de las porciones difiere de acuerdo
a las estrategias). En cada subérbol, se selecciona un nuevo pivote y asi sucesivamente. La blsqueda
realiza un backtrack sobre el arbol y se utiliza la desigualdad triangular para podar subarboles, es
decir, si a es la raiz del arbol y b la raiz de un hijo tal que d(a, b) € [z1, z2], entonces podemos evitar
entrar en el subarbol b siempre que se cumpla que [d(q,a) — 7,d(g,a) + ] no intersecte a [z1, x2].
Las estructuras de datos que usan esta idea son los BK-trees y sus variantes [BK73, Sha77], los Metric
trees [UhI91b], TLAESA [MOC96], y los VP-trees y variantes [Yia93, BO97, Yia00].

Algoritmos basados en particiones compactas. La segunda tendencia consiste en dividir el espacio
en zonas 0 regiones tan compactas como sea posible. Normalmente se realiza recursivamente, y se
almacena un punto representativo (“centro™) para cada zona mas algunos pocos datos extras que per-
mitan descartar rapidamente la zona durante una blsqueda. Se pueden usar dos criterios para delimitar
una zona.

El primero es el area de Voronoi, donde seleccionamos un conjunto de centros y colocamos cada
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punto dentro de la region de su centro mas cercano. Las areas se delimitan con hiperplanos y las
zonas son anélogas a las regiones de Voronoi en espacios vectoriales. Sea {c1,..., ¢y} €l conjunto
de centros. Durante la bisqueda evaluamos d(q, c1), - . -, d(q, ¢m,), €legimos el centro ¢; mas cercano
y descartamos cada zona cuyo centro c; satisfaga que d(q,c;) > d(g,c;) + 2r, porque su area de
Voronoi no puede intersectar la “bola” de la query (con centro ¢ y radio 7).

El segundo criterio es el de radio de cobertura rc(c;), el cual es la maxima distancia entre el centro
¢; Y un elemento de su zona. Si d(q, ¢;) — r > rc(c;), entonces no es necesario considerar la zona i.

Las técnicas se pueden combinar. Algunas que usan s6lo hiperplanos son los GH-trees y sus va-
riantes [Uhl91b, NVZ92], y los Voronoi trees [DN87, Nol89]. Algunas que usan so6lo radios de co-
bertura son los M-trees [CPZ97] y Lista de Clusters [CN0Oa]. Uno que usa ambos criterios es el
GNA-tree [Bri95].

Para responder a las consultas 1-NN, simulamos una blsqueda por rango con un radio inicialmente
r = 00, Y reducimos r a medida que encontremos elementos mas y mas cercanos a g. Al final, tenemos en
r la distancia al elemento mas cercano y hemos visto a todos los mas cercanos. A diferencia de la consulta
por rango, ahora estamos interesados en encontrar rapidamente elementos cercanos a ¢ para reducir r lo
antes posible, por ello existen varias heuristicas para lograrlo. Una de las mas interesantes se propone en
[Uhl91a] para los Metric Trees, donde se almacenan los subarboles en una cola de prioridad en un orden
heuristicamente prometedor. El recorrido es mas general que un backtracking. Cada vez que procesamos el
subarbol mas prometedor, debemos agregar sus hijos a la cola de prioridad. En algin momento podemos
detener la blsqueda usando criterios de poda basados en la desigualdad triangular. El orden, para procesar
los subérboles, es la cota inferior que entrega el indice.

Las consultas £-NN son realizadas como una generalizacion de las consultas 1-NN. En lugar de un
elemento més cercano, se mantiene una cola de prioridad de los k£ elementos més cercanos que se conocen.
El valor r ahora es la distancia a la que se encuentra el elemento mas alejado de ¢, considerando los &
candidatos actuales. Cada nuevo candidato se inserta en un heap y puede desalojar a uno mas lejano de la
cola (por lo tanto se reduce r para lo que sigue del algoritmo).

Notar que todos los trabajos descriptos se basan en dividir la base de datos, lo que se hereda de las ideas
clasicas de dividir para conquistar que se aplican en estructuras de datos tipicas (v.g. arboles binarios de
blsqueda). En este trabajo se utiliza otra aproximacion que es especifica de la bisqueda espacial. Méas que
dividir el conjunto de candidatos durante la bsqueda, tratamos de acercarnos espacialmente cada vez mas
a la query.

2.5.1. Capacidades Dinamicas.

La mayoria de las estructuras de datos para espacios métricos estan disefiadas para construirse sobre un
conjunto de datos estatico. En muchas aplicaciones esto no es razonable porque se deben insertar y eliminar
elementos dinamicamente. Algunas estructuras de datos soportan inserciones, pero casi ninguna soporta
eliminaciones.

En [CNBYMOL1] se analizan las estructuras y sus capacidades dinamicas y se llega a las siguientes
conclusiones:

Llamamos “bola” de la query q al conjunto de puntos que se encuentran a distancia a lo més r de q.
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Inserciones. Entre las estructuras que alli se analizan, el SA-tree hasta ese momento era la menos
dindmica [Nav99], porque necesitaba conocer completamente todo el conjunto para construir el indi-
ce. La familia VP (VP-tree, MVP-tree y VP-forest) tiene el problema de basarse en estadisticas globa-
les (tal como la mediana) para construir el &rbol, por lo tanto més tarde se pueden hacer inserciones
pero el desempefio de la estructura se puede degradar. Finalmente, el FQ-array necesita en principio
insertar en la mitad de un arreglo, pero esto se puede realizar usando técnicas estandar. Todas las
otras estructuras de datos pueden realizar inserciones de una manera razonable. Hay algunos parame-
tros de las estructuras que pueden depender de n y por ello requieren una reorganizacion estructural
periodica.

Eliminaciones. Las eliminaciones son un poco mas complicadas. Ademas de las estructuras anterio-
res, que presentan problemas para la insercion, BK-trees, GH-trees, BS-trees, V-trees, GNA-trees y la
familia VP no admiten eliminaciones de un nodo interno del arbol, porque ellos juegan un rol esencial
en la organizacion del subarbol. Desde luego esto se puede solucionar s6lo marcando el nodo como
eliminado y manteniéndolo para el propdsito de elegir los caminos a seguir, pero la calidad de la es-
tructura de datos se degrada a lo largo del tiempo. Mas aln, en algunas aplicaciones no es aceptable
dicha solucidn por cuestiones de espacio, esto puede ocurrir cuando los objetos son muy voluminosos
y mantenerlos se hace imposible.

Por lo tanto, las (nicas estructuras que soportan completamente inserciones y eliminaciones son las
de la familia FQ (FQ-trees, FQH-trees, FQ-arrays, porque no poseen nodos internos), AESA y LAESA
(porgue son solo vectores de coordenadas), el M-tree (que se disefib con capacidades dinamicas en mente
y cuyos algoritmos de insercién y eliminacion hacen recordar a los del B-tree), y una variante de los GH-
trees disefiados para soportar operaciones dinamicas [Ver95]. El analisis de esta Gltima estructura muestra
que las inserciones dinamicas se pueden realizar en tiempo de peor caso amortizado de O(log?n), y las
eliminaciones se pueden realizar a un costo similar bajo algunas restricciones.
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Capitulo 3

Arbol de Aproximacion Espacial

Todos los trabajos previos se basan en dividir la base de datos, lo que se ha heredado desde las ideas
clasicas de dividir para conquistar y de la bisqueda de datos tipicos (v.g. arboles de blsqueda binaria). Se
describe aqui una nueva técnica que es especifica de la blsqueda espacial, propuesta en [Nav02]. Méas que
dividir el conjunto de candidatos durante la blsqueda, se trata de comenzar la blsqueda en algin punto del
espacio y acercarse espacialmente a la query g, encontrando elementos cada vez mas cercanos a ella. Para in-
troducir el Arbol de Aproximacion Espacial (SA-tree) necesitamos entender en qué consiste la aproximacion
espacial.

3.1. Acercamiento a la Aproximacion Espacial

Para entender qué es la aproximacion espacial analizamos las consultas de 1-vecino mas cercano o 1-NN
(después veremos como resolver todos los tipos de consultas). En lugar de los algoritmos conocidos para re-
solver las consultas por proximidad dividiendo el conjunto de candidatos, trabajamos con una aproximacion
diferente. En este modelo, nos ubicamos en un elemento de S dado y tratamos de acercarnos “espacialmen-
te” a la query. Cuando no se puede hacer mas este movimiento, estamos posicionados en el elemento mas
cercano a la query en todo el conjunto.

Las aproximaciones son realizadas sblo via “vecinos”. Cada elemento del conjunto a € S tiene un
conjunto de vecinos N (a), y esta permitido moverse s6lo a los vecinos. La estructura natural para representar
esta restriccion es un grafo dirigido. Los nodos son los elementos del conjunto S y estan conectados a sus
vecinos por arcos. Mas especificamente, existe un arco desde a hasta b si es posible moverse de a a b en un
{nico paso.

Cuando tal grafo estd definido adecuadamente, el proceso de blsqueda para una query g es simple:
comenzamos la blsqueda posicionados en un nodo aleatorio a y consideramos todos sus vecinos. Si ningln
vecino esta mas cerca de ¢ que de a, entonces, entregamos a como el vecino mas cercano a g. En otro caso,
seleccionamos algln vecino b que esté mas cerca de ¢ que a y nos movemos a b. Se puede elegir a b como el
vecino que esté mas cerca de ¢ (best-fit) o como el primero que se encuentre mas cerca de g que a (first-fit).

Para que el algoritmo funcione, el grafo debe contener suficientes arcos. El grafo méas simple que se
puede utilizar es el grafo completo, es decir todos los pares de nodos son vecinos. Sin embargo, esto implica
hacer n evaluaciones de distancia s6lo para verificar los vecinos del primer nodo. Por lo tanto, es preferible
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aquel grafo que tenga el menor nimero posible de arcos y que a(n asi permita responder correctamente a
todas las consultas. Este grafo G = (S, {(a,b),a € S,b € N(a)}) debe cumplir la siguiente propiedad:

Condicion 1: Va € S,Vq € U, siVb € N(a), d(q,a) < d(q,b), entonces Vb € S, d(q,a) < d(q,b).

Esto significa que, dado cualquier elemento ¢, si no se puede acercar mas a g desde a yendo a través de
sus vecinos, entonces es porque a ya es el elemento mas cercano a g en todo el conjunto S. Es claro que si
el grafo G satisface la Condicion 1 podemos buscar por aproximacion espacial. Buscamos un grafo de esta
clase que sea minimal (en cantidad de arcos).

Se puede ver esto de otra manera: cada elemento ¢ € S tiene un subconjunto de U donde él es la
respuesta apropiada (es decir, el conjunto de objetos méas cercanos a a que a cualquier otro elemento de .S).
Esto es el analogo exacto de una “region de Voronoi” para espacios Euclideos en geometria computacional
[Aur91]*. La respuesta a una query ¢ es el elemento a € S propietario de la region de Voronoi en la que
cae ¢. Si a no es la respuesta, necesitamos ser capaces de movernos a otro elemento mas cercano a g. Es
suficiente para ello conectar a con todos sus “vecinos de Voronoi” (es decir, los elementos del conjunto S
cuyas areas de Voronoi comparten una frontera con la de a), ya que si a no es la respuesta, entonces un
vecino de Voronoi estara mas cerca de g (esto es exactamente lo que establece la Condicion 1).

Consideremos el hiperplano entre a y b (es decir, aquel que divide el area de puntos = mas cercanos a a
0 mas cercanos a b). Cada elemento b que agreguemos como un vecino de a hara que la blsqueda se mueva
desde a hacia b, si ¢ esta del lado del hiperplano de b. Por lo tanto, si (y s6lo si) se le agregan todos los
vecinos de Voronoi a a, la Gnica zona en donde la consulta no se movera mas alla de a sera exactamente el
area donde a es el vecino mas cercano.

Por lo tanto, en un espacio vectorial, el grafo minimal que buscamos corresponde a la triangulacion
clasica de Delaunay (un grafo donde los elementos que son vecinos de Voronoi estan conectados). Asi, la
respuesta ideal en términos de complejidad de espacio es el grafo de Delaunay (generalizado para espacios
arbitrarios), y permitiria también blsquedas rapidas. La Figura 3.1 muestra un ejemplo. Comenzamos la
blsqueda desde p1 y alcanzamos a pg, el nodo mas cercano a g, moviéndonos siempre a vecinos mas y mas
cercanos a gq.

Desafortunadamente, no es posible computar el grafo de Delaunay de un espacio métrico general dado
s6lo el conjunto de distancias entre los elementos de S sin ninguna indicacién adicional de la estructura del
espacio. Esto es porque, dado el conjunto de |S|? distancias, diferentes espacios tendran diferentes grafos.
Mas aln, no es posible probar que un (nico arco desde algiin nodo a a un nodo b no esta en el grafo de
Delaunay. Por lo tanto, el Gnico superconjunto del grafo de Delaunay que funciona para un espacio métrico
arbitrario es el grafo completo, y como ya se explico es inGtil. Esto elimina la estructura de datos para
aplicaciones generales. Se formaliza esta nocién como un teorema.

Teorema:

Dadas las distancias entre cada par de elementos de un subconjunto finito S de un espacio métrico
desconocido U, entonces para cada a, b € S existe una eleccion de U donde a y b estan conectados en el
grafo de Delaunay de S.

EIl nombre correcto en un espacio métrico general es “Dominio de Dirichlet” [Bri95].
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Figura 3.1: Un ejemplo del proceso de busqueda con un grafo de Delaunay (arcos solidos) correspondiente
a una particion de Voronoi (areas delimitadas por lineas punteadas).

Demostracion:

Dado el conjunto de distancias, creamos un nuevo elemento z € U tal que d(a,z) = M + ¢, d(b,z) =
M,y d(y,z) = M + 2¢ para todos los otros y de S. Esto satisface todas las desigualdades triangulares si
€ < 1/2miny ,es{d(y,2)} y M > 1/2 mazy cs{d(y, z)}. Por lo tanto, tal  puede existir en U. Ahora,
dada la consulta ¢ = z y dado que estamos actualmente en el elemento a, b es el elemento més cercano a
y la Gnica manera de moverse hacia b sin irse mas lejos de g es un arco directo desde a a b (ver Figura 3.1).
Este argumento se puede repetir para cada par de elementos a, b € S.

arco necesario

a b

Q mas cercano a X

\ M+e

Figura 3.2: llustracion del teorema.

Como la demostracion del teorema supone que se pueden construir determinados elementos a distan-
cia arbitraria entre dos dados, y como no todos los espacios métricos tienen esta propiedad, en realidad
esta afirmando que existen espacios donde no se puede construir un grafo de aproximacion; aungue en
ciertos espacios podria ser posible construirlo.
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3.2. El Arbol de Aproximacion Espacial

Para lograr una solucion factible se hacen dos simplificaciones cruciales a la idea general. La simplifi-
cacion resultante responde s6lo a un conjunto reducido de consultas, es decir las consultas por el 1-vecino
mas cercano (1-NN) de ¢ € S, que no es mas que una blsqueda exacta. Sin embargo, luego mostraremos
(Seccion 3.2.2) como combinar la aproximacion espacial con backtracking para responder a cualquier query
g € U (no sblo g € S), para consultas por rango y consultas de k-vecinos mas cercanos (k-NN).

(1) No comenzamos atravesando el grafo desde un nodo aleatorio sino desde uno fijo, y por lo tanto no
se necesitan todos los arcos de Voronoi.

(2) El grafo s6lo podré responder correctamente consultas por elementos g € S, es decir s6lo elementos
presentes en la base de datos.

Haciendo estas simplificaciones, se construye un grafo analogo al de Delaunay para buscar por aproxi-
macion espacial consultas 1-NN. Realmente, el resultado no es un grafo sino un arbol, el cual se ha llamado
SA-tree (“Arbol de Aproximacién Espacial’). Luego mostraremos como usar este arbol para buscar cual-
quier query ¢ € U (no sblo para g € S) y cualquier tipo de consulta.

3.2.1. Proceso de Construccion

Seleccionamos aleatoriamente un elemento ¢ € S como la raiz del arbol. A continuacion se selecciona
un conjunto adecuado de vecinos N (a) que satisface la siguiente propiedad:

Condicion 2: (dados a, S) Vz € X,z € N(a) & Vy € N(a) — {z}, d(z,y) > d(z,a).

Es decir, los vecinos de a forman un conjunto tal que cualquier vecino estd mas cerca de a que de
cualquier otro vecino. La parte “s6lo si” (<) de la definicion garantiza que si podemos acercarnos a algin
b € S entonces un elemento en N(a) estd méas cerca de b que de a, porque pusimos como vecinos directos
a todos aquellos elementos que no estan mas cerca de cualquier otro vecino. La parte “si” (=) apunta a
obtener ademas solo los vecinos necesarios.

Notar que el conjunto N(a) esta definido no trivialmente en términos de si mismo y que maltiples
soluciones cumplen la definicion. Por ejemplo, si a esta alejado de by c y éstos a su vez estan cerca entre si,
entonces ambos N(a) = {b} y N(a) = {c} satisfacen la condicion.

Encontrar el conjunto N (a) mas pequefio posible parece ser un problema de optimizacion combinatoria
no trivial, ya que si incluimos un elemento necesitamos sacar otros (esto ocurre entre by ¢ en el ejemplo
del parrafo anterior). Sin embargo, heuristicas simples que agregan mas vecinos que los necesarios trabajan
bien. Comenzamos con el nodo inicial a y su “bolsa” manteniendo todo el resto de .S. Como se espera que
los nodos mas cercanos sean mas probablemente los vecinos, primero se ordena el conjunto de nodos por
distancia a a. Entonces, comenzamos agregando nodos a N (a) (el cual es inicialmente vacio). Cada vez que
consideramos un nuevo nodo b, analizamos si es mas cercano a algin elemento de N (a) que a a mismo. Si
ese no es el caso, se agrega b a N(a).

Al finalizar tenemos un conjunto adecuado de vecinos. Notar que la Condicibn 2 se satisface gracias al
hecho de haber considerado los elementos en orden creciente de distancia a a. La parte “<” de la condicion
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claramente se cumple porque se inserta en N(a) cualquier elemento que satisface la parte derecha de la
clausula. La parte “=" es més delicada. Sea z # y € N(a). Si y estd més cerca de a que z entonces y se
consider6 primero. El algoritmo de construccion garantiza que si insertamos = en N (a) entonces d(z,a) <
d(z,y). Si, por otro lado, = estd més cerca de a que y, entonces d(z,y) > d(y,a) > d(z,a) (es decir, un
vecino no puede ser descartado por un nuevo vecino que se insertd después).

Ahora debemos decidir en cuél de las bolsas de los vecinos poner el resto de los nodos. Se puede poner
cada nodo que no estaen {a }UN (a), como ya se establecio, en la bolsa de su elemento més cercano en N(a)
(best-fit). Se observa que esto requiere una segunda pasada cuando esté determinado completamente N (a).
Como se muestra luego, es también posible poner cada nodo en la bolsa del primer vecino mas cercano que
a (first-fit), y no es necesaria una segunda pasada, pero la bisqueda se degrada.

Como ya se ha hecho con a, se procesan recursivamente todos sus vecinos, cada uno con los elementos
de su bolsa. Notar que la estructura resultante no es un grafo sino un arbol, en el cual se puede buscar por
cualquier g € S por aproximacion espacial para consultas del vecino méas cercano. El mecanismo consiste
en comparar g contra {a} U N(a). Si a es el mas cercano a g, entonces a es la respuesta, en otro caso
continuamos la busqueda por el subérbol del elemento mas cercano a g en N (a).

La razon por la que esto funciona es que, en tiempo de blsqueda, se puede replicar lo que pasd con
g durante el proceso de construccion (v.g. entrar en el subarbol del vecino mas cercano a g), hasta que
alcancemos a ¢. Esto es porque ¢ ya esta en el arbol, o sea, estamos realizando una blsqueda exacta.

Finalmente, ahorramos algunas comparaciones durante la blsqueda almacenando en cada nodo a su
radio de cobertura, es decir la maxima distancia R(a) entre a y cualquier elemento en el subarbol con raiz
a. La manera en que se usa esta informacion se hara evidente en la Seccion 3.2.2.

La Figura 3.3 muestra el proceso de construccion. Se invoca por primera vez como Construir(a, S—{a})
donde a es un elemento aleatorio del conjunto S. Notar que, excepto para el primer nivel de recursion,
conocemos todas las distancias d(v,a) para cada v € Sy por lo tanto no necesitamos recalcularlas. De
manera similar, algunas de las d(v, c) en la linea 10 ya se conocen desde la linea 6. La informacion que se
almacena en la estructura de datos es la raiz a y los valores de N () y R() para todos los nodos.

Construir (Nodo a, Conjunto de Elementos S)

1. N(a) < 0 /* vecinos de a */

2. R(a) «+ 0 /* radio de cobertura */

3. Ordenar S por distancia a a (mas cercano primero)
4. For ve S

5. R(a) « mix(R(a),d(v,a))

6. If Vbe N(a), d(v,a) < d(v,b) Then

7. N(a) + N(a)U {v}

8. For beN(a) S(b) «+ 0 /* subarboles */

9. For v € S — N(a)

10. Sea c€ N(a) el que minimiza d(v,c)

11. S(e) « S(c)u{v}

12. For b€ N(a) Construir (b,S(b)) /* construir subarboles */

Figura 3.3: Algoritmo para construir un SA-tree.

Siendo un arbol, el espacio necesario para esta estructura es O(n).
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3.2.2. Busqueda

Desde luego es de poco interés buscar s6lo elementos ¢ € S. El arbol descripto puede, sin embargo, ser
utilizado como un dispositivo para resolver consultas de cualquier tipo para cualquier ¢ € U. Comencemos
analizando las consultas por rango con radio r.

La observacion clave es que, alin si g ¢ S, las respuestas a la consulta son elementos ¢’ € S. Asi usamos
el arbol para simular que se esta buscando un elemento ¢’ € S. No conocemos a ¢’, pero como d(q, q') < r,
podemos obtener a partir de ¢ alguna informacion de distancia con respecto a ¢’: por la desigualdad triangular
se cumple que para cualquier z € U, d(z,q) — r < d(z,q") < d(z,q) + .

Cuando conocemos el ¢ que estamos buscando, vamos directamente al vecino de a méas cercano a q.
Ahora, estamos buscando a un ¢’ desconocido y no sabemos cual es el vecino de a mas cercano a ¢'. Por
lo tanto tenemos que explorar varios vecinos posibles. A algunos vecinos, afortunadamente, se los puede
deducir como irrelevantes, en la medida que ¢’ no los pudo haber elegido en la construccion si se cumple
que d(g,q') <.

En lugar de ir simplemente al vecino més cercano, determinamos primero el vecino méas cercano c de
g entre a U N(a). Asi, para cada b en {a} U N(a) sabemos que d(c,q) < d(b,q). Sin embargo, como se
explico, es posible que d(c, ¢') > d(b,q") y por lo tanto no encontraremos a ¢’ sélo entrando en el subarbol
de c. En su lugar, debemos entrar en todos los vecinos b € N (a) tal que d(g,b) < d(q,c) + 2r. Esto es
porque el elemento virtual ¢’ que estamos buscando puede diferir de g en a lo mas r en cualquier evaluacion
de distancia, por ello se podria haber insertado dentro de tales nodos b. En otras palabras, un vecino b tal
que d(q,b) > d(q,c) + 2r satisface que d(q’,b) > d(q,b) —r > d(q,c) + r > d(q', ¢), asi ¢’ no se podria
haber insertado en el subarbol de b. En cualquier otro caso, no estamos seguros de ello y debemos entrar al
subarbol de b.

Una manera diferente de ver este proceso es limitar inferiormente la distancia entre ¢ y cualquier
nodo z en el subéarbol de b. Por la desigualdad triangular tenemos que d(z,q) > d(z,c) — d(q,c) y
d(z,q) > d(q,b)—d(z,b). Resumiendo ambas desigualdades y manteniendo en mente que d(z,b) < d(z, c)
yd(q,c) < d(q,b), obtenemos que 2d(z, q) > (d(q,b)—d(q,c))+(d(z,c)—d(z,b)) > d(q,b)—d(q,c). Por
lo tanto d(z, q) > (d(q,b)—d(q,c))/2. Siel Gltimo término es mayor que r, seguramente podemos descartar
cada z en el subarbol de b. La condicion es por ello (d(g,b) — d(g,c))/2 > r,0d(q,b) > d(q,c) + 2r.

El proceso garantiza que compararemos ¢ contra cada nodo al que no se le puede probar que esté sufi-
cientemente lejos de ¢. De aqui, informando cada nodo ¢’ que comparamos contra ¢ y para el cual se cumple
que d(q,q') < r, estamos seguros de informar cada elemento relevante.

Como se puede observar, lo que originalmente se concibié como una blsqueda por aproximacion si-
guiendo un Gnico camino se combina ahora con backtracking, por ello buscamos en varios caminos. Este
es el precio por no ser capaces de construir un verdadero grafo de aproximacion espacial. La Figura 3.4
ilustra el proceso de blsqueda, comenzando desde p1; (la raiz). S6lo pg se encuentra en el resultado, pero
se atraviesan todos los arcos resaltados.

El algoritmo de blsqueda se puede mejorar un poco mas. Cuando buscamos un elemento g € S (es
decir, una blsqueda exacta por un nodo del arbol), seguimos un Gnico camino desde la raiz a ¢. En cada
nodo a’ en este camino, elegimos el mas cercano a g entre {a'} U N(a'). Por lo tanto, si la blsqueda se
encuentra actualmente en el nodo a del arbol, sabemos que g esta mas cerca de a que de cualquier ancestro
a' de a y también que de cualquier vecino de a’. De aqui, si llamamos A(a) al conjunto de ancestros de a
(incluyendo aa) y N(A(a)) = Uyeca(a) N(a') tenemos que, durante la bisqueda, podemos evitar entrar en
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Figura 3.4: Un ejemplo del proceso de blsqueda.

cualquier elemento = € N (a) tal que
d(g,x) > 2r + min{d(g, ¢), c € N(A(a))}

debido a que podemos mostrar usando la desigualdad triangular que ningln ¢’ con d(q,q') < r se pudo
almacenar dentro de z. Esta condicion es una version més estricta de la condicion original d(g,z) > 2r +
min{d(q,c), c € {a} UN(a)}.

Usamos esta observacion como sigue. En cualquier nodo b de la blsqueda mantenemos registro de la
minima distancia d,,;, a ¢ vista hasta el momento a lo largo del camino, incluyendo vecinos. Entramos s6lo
en los vecinos que no estén mas lejos que dop;, + 27 de g.

Finalmente, el radio de cobertura R(a) se usa para reducir mas el costo de bisqueda. Nunca entramos
en un subarbol con raiz a en donde d(g,a) > R(a) + r, ya que esto implica que d(q’,a) > R(a) para
cualquier ¢’ tal que d(q, ¢') < r. La definicion de R(a) implica que ¢’ no puede pertenecer al subéarbol de a.
La Figura 3.5 muestra el algoritmo. Se invoca por primera vez como BusquedaRango(a,q,r,d(a,q))
donde a es la raiz del &rbol. Notar que, en invocaciones recursivas, la distancia d(a, ¢) ya esté calculada.

BUsquedaRango (Nodo a, Query ¢, Radio r, Distancia du,)

1. If d(a,q) < R(a)+r Then
) <

2. If d(a,q) <r Then Informar a

3. dmin < min {dmnin}U{d(g,c),c € N(a)}

4. For b€ N(a)

5. IT d(b,q) < dmin +2r Then BusquedaRango (b,q,7,dmin)

Figura 3.5: Algoritmo para buscar g con radio r en un SA-tree.

3.2.3. Bulsqueda de vecinos mas cercanos

También podemos realizar blsquedas del vecino mas cercano simulando una blsqueda por rango, donde
vamos reduciendo el radio de blsqueda a medida que obtenemos méas informacion. Para resolver las con-
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sultas del vecino mas cercano (1-NN), comenzamos buscando con r = oo, y reducimos r cada vez que
realizamos una nueva comparacion que da una distancia mas chica que r. Finalmente, informamos el ele-
mento mas cercano que hayamos visto durante toda la bisqueda. Para las consultas sobre los & vecinos mas
cercanos (k-NN) almacenamos todo el tiempo una cola de prioridad con los k elementos mas cercanos a g
vistos hasta el momento. El radio r es la distancia entre ¢ y el elemento mas lejano en la cola (oo cuando to-
davia tenemos menos que k candidatos). Cada vez que aparece un nuevo candidato lo insertamos en la cola,
lo cual puede desplazar a otro elemento y por lo tanto reducir . Al final, la cola contiene los & elementos
mas cercanos a ¢ (recordar la Seccion 2.5).

En una blsqueda por rango normal con radio fijo r, no es importante el orden en el que hacemos back-
track en el arbol. Ahora éste no es el caso, porque podriamos rapidamente encontrar elementos cercanos
a ¢ para reducir pronto r. Una idea general propuesta en [Uhl91a] se puede adaptar a esta estructura de
datos. Tenemos una cola de prioridad, donde los elementos mas prometedores estan primero. Inicialmente,
insertamos la raiz del SA-tree en la estructura de datos. Iterativamente, extraemos la raiz del subarbol mas
prometedor, la procesamos e insertamos todas las raices de sus subarboles en la cola. Esto se repite hasta
que la cola se vacie o se pueda descartar su subarbol mas prometedor (es decir, su “valor prometido” es
suficientemente malo).

La medida mas elegante de cuan prometedor es un subarbol es un limite inferior de la distancia entre ¢
y cualquier elemento del subarbol. Cuando este limite inferior excede r podemos detener completamente el
proceso. Tenemos en realidad dos posibles limites inferiores:

1. Como encontramos el vecino méas cercano c y entonces entramos en cualquier otro vecino b tal que
d(q,b) — d(g,c) < 2r, no tendriamos que entrar en el subéarbol con raiz b si no se cumple que
(d(g,b)—d(g,c))/2 < r.De hecho, este c se toma sobre los vecinos de cualquier ancestro (N (A(b))).

2. Por el limite inferior de la distancia entre ¢ y un elemento en el subarbol tenemos que
d(q,b) - R(b) <r.

Como 7 se reduce durante la blsqueda, un nodo b puede parecer til cuando se lo inserta en la cola de
prioridad y ser indtil después, cuando se lo extrae de la cola para procesarlo. Asi almacenamos junto con
b el méaximo de los dos limites inferiores, y usamos este méaximo para ordenar los subarboles en la cola de
prioridad, con el mas pequefio primero. A medida que extraemos subarboles de la cola, verificamos si su
valor excede a r, en cuyo caso detenemos el proceso completo y ya se sabe que todos los subarboles restantes
contendran elementos irrelevantes. Notar que necesitamos mantener el rastro de d,,;, separadamente y que
los nodos hijos heredan el limite inferior de sus padres.

La Figura 3.6 presenta el algoritmo, donde A es una cola de prioridad de pares (hodo,distancia) ordena-
dos por distancia creciente y ) es una cola de prioridad de ternas (nodo,lbound,d,;,,) ordenados por lbound
creciente.

3.3. Analisis

Daremos ahora un breve analisis de la estructura de SA-tree. Un analisis completo y mayores detalles
respecto de lo que aqui se menciona se encuentra en [Nav02](Apéndices Ay B).

Este es un analisis gue se ha simplificado en varios aspectos, por ejemplo se supone que la distribucion
de distancia de los nodos que estan en el arbol es la misma que en el espacio global. Tampoco se tiene

26



BUsquedaNN (Arbol a, Query ¢, Vecinos requeridos k)

1. Q <+ {(a,méx(0,d(q,a) — R(a)),d(g,a))} /* subarboles prometedores */
2. A « @ /* mejor respuesta hasta ahora */

3. r o o0

4. While @ no sea vacia

5. (b,t,dmin) < elemento en @ con el t mas pequeno
6. Q « Q_{(b;tydmin)}

7. IT t>r Break /* criterio global de parada */
8. A+ A U {(bd(gb)}

9. If |Al=k+1

10. (c,mazd) <« elemento en A con maxzd mas grande
11. A « A—{(c,maxd)}

12. If |Al=k

13. (c,mazd) + elemento en A con mazd mas grande
14. r < maxd

15. dmin < min {dnin}U{d(c,q), ce N(b)}

16. For v e N(b)

17. Q — Q U {(Uama"x(ta(d(qav)_)/2ad(qav)_R(U))admin)}
18. Informar la respuesta A

Figura 3.6: Algoritmo para buscar los k vecinos mas cercanos a g en un SA-tree.

en cuenta que se ordenan las bolsas antes de seleccionar los vecinos (los resultados son pesimistas en este
sentido, dado que parece como si tuvieran mas vecinos). Sin embargo, como se puede ver en los resultados
experimentales [Nav02], la adecuacion con la realidad es muy buena. Este analisis se hace para una funcion
de distancia continua, aunque adaptarlo al caso discreto es inmediato.

Los resultados se pueden resumir como sigue. EI SA-tree necesita espacio lineal O(n), un tiempo de
construccion O(nlog? n/ log logn) y tiempo de bisqueda sublineal O(n!~©(1/loglogn)y en espacios difici-
les (alta dimensionalidad intrinseca) y O(n®) (0 < a < 1) en espacios sencillos (baja dimensionalidad
intrinseca).

Se demuestra (en el Apéndice A de [Nav02]) que el nimero promedio de vecinos es
N(n) = ©(logn)

bajo las simplificaciones ya mencionadas. La constante esta entre 1.00 y 1.35. Existe también una parte
constante que seria especialmente relevante en espacios sencillos. Sin embargo, para dicho analisis basta
con O(logn).

Esto permite determinar algunos pardmetros de SA-tree. Por ejemplo, como en promedio ©(n/logn)
elementos van en cada subarbol, la profundidad promedio de una hoja en el arbol es

1
H(n) = 1+H| -2 _ o[ 8"
logn loglogn

lo que se obtiene en detalle en el Apéndice B de [Nav02].

El costo de construccion es como sigue (en términos de evaluaciones de distancia). La bolsa con los
n elementos es comparada contra el nodo raiz. Se seleccionan ©(logn) como vecinos y luego todos los
demas elementos se comparan contra los vecinos y se incorporan en una bolsa. Luego, todos los vecinos se
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construyen recursivamente. Por lo tanto, Ilamando B(n) al costo de construir un SA-tree de n elementos, se
obtiene la recurrencia

n
B = 7l 1 B
(n) nlogn + log(n) (logn)

la que se resuelve como
nlog®n
loglogn

B(n) = @(

El espacio necesario por el indice (nimero de vinculos) es O(n) porque es un arbol.

Como existen ©(logn) vecinos, y se entra en cada uno con la misma probabilidad, el tamafio del con-
junto dentro de un vecino es ©(n/logn). De aqui, si llamamos T'(n) al costo de buscar con n elementos,
se tiene que (ver Apéndice B de [Nav02])

T(n) — @(nl—G(l/loglogn))

Esto muestra sublinealidad con respecto a n. Por otro lado, a medida que se incrementa el radio de
blsqueda o se incrementa la dimension intrinseca del espacio, el costo se aproxima al lineal.

Por otra parte, se hace notar que cuando el espacio es mas sencillo (v.g. espacios de vectores con dimen-
sion menor que O(logn)), el nimero de vecinos N(n) es mas cercano a una constante porque no pueden
existir tantos vecinos. En ese caso el anélisis produce T'(n) = O(n®) para una constante 0 < « < 1.
Aunque se prefiere, sin embargo, ser fiel a la complejidad mas conservadora.

3.4. Resultados Experimentales

En [Nav02] se muestran resultados experimentales sobre el comportamiento del SA-tree sobre un con-
junto sintético de puntos aleatorios en un espacio D-dimensional: cada coordenada fue elegida uniforme e
independientemente en [0, 1). Sin embargo, no se usa el hecho que el espacio tiene coordenadas, y se tratan
los puntos como objetos abstractos en un espacio métrico desconocido. Esta eleccion permite controlar la
dimensionalidad exacta (dificultad) con la que se trabaja, lo cual no se puede hacer facilmente si el espacio
es un espacio métrico general o los puntos provienen de una situacion real (donde, a pesar de que estan
inmersos en un espacio D-dimensional, su dimension real puede ser menor). Las pruebas se realizan utili-
zando distancia Euclidea (L2) para cuatro dimensiones: 5, 10, 15y 20. Luego, cuando se compara SA-tree
contra otras estructuras, se muestran también espacios métricos reales.

Costo de Construccion y Forma del Arbol  Los resultados muestran que el analisis realizado es bastante
preciso, a pesar de las simplificaciones efectuadas. Por lo tanto, se puede predecir como se comportan los
arboles como una funcion del tamafio de la base de datos . Sin embargo, los experimentos brindan informa-
cion adicional sobre un aspecto que no se captura analiticamente, como es el comportamiento de los arboles
a medida que crece la dimension del conjunto. Los arboles se vuelven mas anchos y cortos en dimensiones
mas altas, y consecuentemente mas dificiles de construir. Esto muestra como el SA-tree se adapta automati-
camente a la dimension de los datos sin necesidad de sintonizacion externa, una caracteristica que aparece
en muy pocas estructuras de datos. Otros articulos, tales como el de los GNA-trees [Bri95], sugieren usar
una aridad grande para altas dimensiones y reducir la aridad en niveles méas bajos del arbol, cosa que ocurre
naturalmente en los SA-trees.
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Costos de Consultas Se analizan ambos tipos de blsqueda, por rango y de vecino mas cercano. Para
blsqueda por rango se han seleccionado manualmente los radios que recuperan aproximadamente el 0.01 %,
el 0.1%y el 1% del conjunto. Para las blsquedas de vecino mas cercano, directamente se requiere el nimero
de elementos. Queda claro en los experimentos la sublinealidad de las consultas, que el analisis realizado es
bastante preciso, que los resultados empeoran rapidamente a medida que crece la dimension o el radio de
blsqueda y que el algoritmo de blsqueda de vecino méas cercano esta bastante cerca del correspondiente de
blsqueda por rango, lo cual da una idea de que se utiliza una buena heuristica en la bsqueda del vecino mas
cercano. Esto no es sorprendente porque ya se ha demostrado en [HS00] que este algoritmo de blsqueda de
los k-vecinos mas cercanos es de rango-optimo?.

3.4.1. Comparacion contra otras Estructuras

Se compara el SA-tree contra otras estructuras de datos. Existen demasiadas propuestas para compararla
contra todas, asi que se selecciona un pequefio conjunto de buenas representantes. Algunas estructuras se
comportan mejor que el SA-tree, pero a costa de cantidades impracticas de memoria (v.g. AESA [Vid86]
necesita espacio O(n?)) o tiempo de construccion (v.g. AESA [Vid86] y Lista de Clusters [CNOOa] necesitan
tiempo de construccion O(n?)). Las estructuras elegidas son:

= Pivotes(s): es un algoritmo genérico, donde se limita la cantidad de espacio permitido a s veces el del
SA-tree.

= Clusters(t): es el esquema propuesto en [CNOOa]. Esta estructura toma espacio lineal y se muestra
gue tiene mejor comportamiento en espacios de alta dimensién. Sin embargo, para que esto ocurra
es necesario pagar un costo de construccion cuadratico, lo cual no es realista comparado adn contra
el (ya costoso) costo de construccion del SA-tree. EI parametro ¢ indica cuantas veces el tiempo de
construccion de la Lista de clusters fue superior al del SA-tree, y los tamafios de los clusters se definen
en funcibn de ¢ (de acuerdo al tiempo de construccion del SA-tree).

= GNA-tree: es una simplificacion de la estructura propuesta en [Bri95]. Se selecciona aleatoriamente un
conjunto de m centros y el resto de los elementos son enviados al subarbol de su centro mas cercano.
Se construyen los subarboles recursivamente. Durante la blsqueda la query se compara contra los
m Centros y se ingresa en el mas cercano, ¢, y en aquellos cuya regién de Voronoi intersecte con la
bola de la query (es decir, d(q,c;) < d(g,c) + 2r). Se usan los radios de cobertura también para
incrementar la poda. Esta estructura utiliza espacio lineal y tiempo de construccién cercano al del
SA-tree, por lo tanto no se le agrega ningn parametro de sintonia. Mas adn, se eligen manualmente
los mejores m para cada caso. Los experimentos con la estructura propuesta en [Bri95] muestran que
esta simplificacion es indistinguible en desempefio.

Se concluye de los experimentos realizados en [Nav02] que SA-tree, respecto de los algoritmos de pivotes
idealizados, tolera mejor los espacios mas dificiles (alta dimension) o los rangos mas amplios (baja selecti-
vidad). Un indice de pivotes usando cuatro veces la cantidad de memoria que el SA-tree es més rapido solo
para dimension 5 y un radio que recupera menos del 0.1% de la base de datos. A medida que crecen la
dimensionalidad o el radio de blsqueda, los algoritmos de pivotes necesitan mas y mas memoria para poder
competir. En espacios de alta dimension o radios de bsqueda amplios, los algoritmos de pivotes no pueden
competir a(n utilizando 64 veces la cantidad de memoria requerida por los SA-trees.

2Un algoritmo es de rango-6ptimo si encuentra el k-ésimo vecino més cercano oy, de ¢ después de visitar los mismos nodos del
SA-tree que al realizar una bGsqueda por rango con radio d(gq, o).
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Los algoritmos de clustering toleran mejor los espacios de mayor dimension y los radios de blsqueda
mas amplios, con una velocidad de crecimiento similar a la de los SA-trees. EI SA-tree es mejor que el
GNA-tree para dimensiones mayores que 10. Lista de clusters en cambio, necesita mas y mas tiempo de
construccion que los SA-trees para superarlos a medida que crecen la dimensionalidad o el radio de basque-
da: 2 veces en dimension 5, 4 veces en dimension 10, 4 a 8 veces en dimension 15, y 8 veces en dimension
20.

Finalmente se comparan las estructuras usando un diccionario palabras en Esparfiol con distancia de
edicion o distancia de Levenshtein (ver Seccion 2.4.3).

En este espacio bajo distancia de edicion, el SA-tree supera al GNA-tree. Un algoritmo de pivotes necesita
8 veces mas espacio que el SA-tree para superarlo cuando el radio de blsqueda es grande (3 o0 4). La Lista
de clusters necesita 4 veces el costo de construccion de los SA-trees para alcanzar una mejor eficiencia.

El segundo espacio métrico es el de documentos bajo distancia coseno (ver Seccion 2.4.2).

En este espacio, la estructura con pivotes (aln usando 64 pivotes) y el GNA-tree tienen un pobre desem-
pefio. El Gnico competidor para el SA-tree es la Lista de clusters. Cuando se recuperan pocos elementos ésta
necesita 8 veces mas tiempo de construccion para superar a los SA-trees.

Como se puede ver en [Nav02], los SA-trees obtienen un buen balance entre eficiencia en las blsquedas
y espacio/costo de construccion. Las otras estructuras necesitan utilizar mucho més espacio o tiempo de
construccion para superarlos, cuando el espacio es de alta dimension o los radios de blsqueda son amplios.
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Capitulo 4

Construccion Incremental

Presentamos y analizamos en este capitulo diferentes opciones consideradas para construir incremen-
talmente un SA-tree. Algunas de ellas derivan de soluciones clasicas y bien conocidas en la comunidad de
las estructuras de datos; aunque, las que resultaron mas prometedoras y aquella elegida finalmente se han
desarrollado especificamente basandose en las propiedades particulares del arbol e involucran una nueva
vision algoritmica sobre el comportamiento de esta estructura de datos. Como resultado final mostramos la
opcion definitivamente elegida, con la que logramos inserciones rapidas, mantenemos la buena eficiencia
de blsqueda del SA-tree en espacios de alta dimension o consultas de baja selectividad y mejoramos su
comportamiento en espacios de baja dimension.

Como punto de comparacion en lo que sigue, la construccion estatica para el diccionario de 69069
palabras en Inglés cuesta cerca de 5 millones de comparaciones y 12,5 millones para el espacio de vectores
de dimension 15 uniformemente distribuidos en el cubo unitario.

4.1. Primeras Opciones Analizadas

El SA-tree es una estructura cuya construccion necesita conocer todos los elementos de S. En particular,
es muy dificultoso agregarle nuevos elementos bajo la estrategia best-fit cuando el arbol ya esta construido.
Cada vez que se agrega un nuevo elemento, debemos bajar en el arbol siguiendo en cada paso el vecino
mas cercano hasta que el nuevo elemento deba volverse un vecino més del nodo corriente o de acuerdo a la
Condicion 1 (Seccion 3.1), es decir que el nuevo elemento esté més cerca de a que de los vecinos de N (a).
Todo el subarbol cuya raiz es a se debe reconstruir completamente, dado que algunos nodos que entraron
por otro vecino podrian ahora preferir entrar en el vecino nuevo.

En esta seccion discutimos y evaluamos empiricamente las primeras alternativas consideradas para per-
mitir inserciones de nuevos elementos en un arbol ya construido.

4.1.1. Reconstruyendo el Subarbol
Esta aproximacion ingenua mantiene el SA-tree tal como si se hubiera generado completamente con el

método estatico original. Cuando se inserta un nuevo elemento z, de acuerdo a esta opcion, se busca el lugar
apropiado de insercion a en el arbol; es decir, el punto en el que = estd mas cerca de a que de sus vecinos en
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N (a) y por lo tanto x se debe convertir en vecino de a. Luego, se recuperan todos los elementos del subarbol
con raiz a (como si se volviera a llenar la “bolsa” de a usada en la construccion estatica) y se reconstruye el
subarbol con raiz a con el mismo método estético descripto en Seccion 3.2.1.

Por lo tanto, cuando se inserta un elemento  como un nuevo vecino de a, reconstruye el subarbol
completo con raiz a. Esto se debe a que, si N(a) = {v1, v, ... v} antes de insertar a z, los vecinos de a y
todos los elementos que se encuentran en los subarboles cuyas raices son vy, v, . . . v, cuando buscaron su
punto apropiado de insercion, no consideraron la nueva opcion de elegir a z como vecino mas cercano.

En la Figura 4.1 se muestra un ejemplo de una posible situacion de un arbol con raiz a antes (arriba)
y después (abajo) de la incorporacion de un nuevo elemento z. A la izquierda de cada gréafica se ilustra la
situacion espacial y a la derecha el SA-tree correspondiente. Se puede apreciar en este ejemplo como, luego
de la reconstruccion, se reubican los elementos para respetar que cada elemento sea vecino de aquel que
estd mas proximo; pero ello implica volver a calcular las distancias de todos los elementos a a y reconstruir
nuevamente el subarbol (tal como lo haria la version estatica).

OENONOMONNO

() ®

Figura 4.1: Ejemplo de una situacion posible previa (arriba) y posterior (abajo) a la insercion del nuevo
elemento x en un SA-tree con reconstruccion de subarbol.

Este método tiene la ventaja de preservar el mismo arbol que se hubiera construido estaticamente, pero
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la construccion es demasiado costosa en relacion a la construccion estatica.

La Figura 4.2 muestra para el diccionario de palabras en Inglés y para el espacio de vectores de di-
mension 15 que la construccion dindmica es demasiado costosa comparada con la estética (140 veces mas
costosa en el diccionario y casi 230 veces mas en el espacio de vectores).

Costo de Construccion para n = 69069 palabras Costo de Construccion para n = 100000 vectores, dim. 15
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Figura 4.2: Costo de construccion reconstruyendo subarboles.

La Figura 4.3 muestra el algoritmo de insercion para esta opcion de construccion incremental. Seguimos
s6lo un camino desde la raiz del arbol al padre del elemento insertado y luego debemos reconstruir el
subarbol completo. El algoritmo se invoca como InsertarRB(a,z), donde a es la raiz del arbol y z es
el elemento a insertar. El SA-tree se puede construir ahora comenzando con un (nico primer nodo a donde
N(a) =0y R(a) =0, y luego realizando sucesivas inserciones. El algoritmo Construir(a,S) que se
invoca en la linea 8, es el utilizado para la construccion estatica del SA-tree (ver Figura 3.3).

InsertarRB (Nodo a, Elemento z)

¢  argming¢ v (,yd(b, T)
If d(a,z) < d(c,z) Then
N(a) < N(a) U {z}
N(z) « 0, R(z)« 0
Recuperar en S los elementos del subarbol con raiz a
Construir (a,S) /* reconstruye el subarbol */
Else
R(a) + méx{R(a),d(a,z)}
InsertarRB (c,z)

O©CoO~NOOUDWNLE

Figura 4.3: Algoritmo de insercion de un nuevo elemento z en un SA-tree dindmico con raiz a, con la opcion
de reconstruir subarboles.

Claramente, como el arbol que se obtiene de acuerdo a esta alternativa es el mismo que se hubiera
obtenido al construir el SA-tree estaticamente, para realizar las blsquedas se pueden utilizar los mismos
algoritmos descriptos en la Figura 3.5 y en la Figura 3.6.

La Figura 4.4 ilustra los costos de consulta por rango y de k-vecinos mas cercanos que se obtienen
usando esta alternativa, en el espacio de palabras (arriba) y en el espacio de vectores en dimension 15
(abajo). Como estos costos coinciden con los costos de consulta del SA-tree estatico, sirven como referencia
para lo que sigue.
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Figura 4.4: Costos de blsqueda usando reconstruccion de subarboles.
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4.1.2. Area de Rebalse

Podemos tener en cada nodo un area de rebalse con vecinos “extra” que deberian estar en el subarbol,
pero que no se han clasificado ain. Para insertar un nuevo elemento xz se busca el punto apropiado a entre
los elementos ya clasificados en el arbol. Cuando el nuevo elemento x se debe volver un vecino de un nodo
a, lo ubicamos en el area de rebalse de a. Cada vez que alcanzamos a a durante una blsqueda, también
comparamos al elemento buscado ¢ (la query) contra cada elemento en su area de rebalse e informamos
sobre cualquier elemento que esté suficientemente cerca.

Debemos limitar el tamafio de este area de rebalse para mantener razonable la eficiencia de la blsqueda y
reconstruimos un subarbol cuando su area de rebalse excede un determinado tamafio. La principal pregunta
es cual es el balance en la practica entre costo de construccion y costo de blsqueda. A medida que el area de
rebalse sea mas chica tendremos que reconstruir mas a menudo el arbol y mejoramos los costos de blsqueda,
pero el tiempo de construccion crecera.

La Figura 4.5 ilustra el proceso de insercion de un elemento = en un SA-tree con raiz a, de acuerdo a la
técnica que usa areas de rebalse. El algoritmo se invoca como InsertarAR(a,z). Max AR es el tamafio
maximo permitido para el area de rebalse AR() de un nodo. Seguimos s6lo un camino desde la raiz del
arbol al padre del elemento insertado. EI SA-tree se puede construir ahora comenzando con un (nico primer
nodo a donde N(a) = (), AR(a) = 0 y R(a) = 0, y luego realizando sucesivas inserciones. El algoritmo
Construir(a,S) que se invoca en la linea 7, es el utilizado para la construccion estatica del SA-tree
(ver Figura 3.3). En la linea 5 se recuperan todos los elementos del subarbol de «, incluyendo los que se
encuentran pendientes de clasificacion en las areas de rebalse).

InsertarAR (Nodo a, Elemento z)

1. ¢+« argminggy,d(d, )

2. 1T d(a,z) <d(c,x) Then

3. If |AR(a)| < MazAR Then AR(a) < AR(a)U{z} /* se deja pendiente */
4. Else

5. Recuperar en S los elementos del subarbol con raiz a
6. S+ Su{zx}

7. Construir (a,S) /* reconstruye el subarbol */

8. Else

9. R(a) + méx{R(a),d(a,z)}

10. InsertarAR (c,z)

Figura 4.5: Algoritmo de insercion de un nuevo elemento z en un SA-tree dindmico con raiz a, usando areas
de rebalse.

En la Figura 4.6 se muestra el mismo espacio del ejemplo de Figura 4.1. Arriba se muestra una posible
situacion de un arbol con raiz a antes (arriba) y después (abajo) de la incorporacion de un nuevo elemento z.
Se ha considerado que cada nodo posee un area de rebalse de tamafio 2 y que el arbol se gener6 de acuerdo a
la siguiente secuencia de inserciones: a, p1, p2,- - -, p10- A la izquierda de cada gréafica se ilustra la situacion
espacial y a la derecha el SA-tree correspondiente. Se puede apreciar en este ejemplo como en las areas de
rebalse quedan elementos sin clasificar.

Para ilustrar mejor cdmo se construye el arbol, mostramos en Figura 4.7 la situacion intermedia que se
obtiene antes (arriba) y después (abajo) de incorporar al elemento pg. El elemento pg debe ser vecino de a,
pero a tiene su area de rebalse completa. Por lo tanto, se debe reconstruir el subarbol completo (se vacian
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Figura 4.6: Ejemplo de una situacion posible previa (arriba) y posterior (abajo) a la insercion del nuevo
elemento x en un SA-tree con areas de rebalse.

todas las areas de rebalse y se clasifican todos los elementos pendientes). La reconstruccion aqui también
implica volver a calcular las distancias de todos los elementos a a y reconstruir nuevamente el subarbol (tal
como lo haria la version estatica).

En la Figura 4.8 se muestra el algoritmo de blsqueda para un SA-tree construido con la estrategia que
utiliza &reas de rebalse. Se invoca por primera vez como BuUsquedaRangoAR(a ,q,7,d(a,q)) donde a
es la raiz del arbol. Notar que, en invocaciones recursivas la distancia d(a, q) ya esta calculada. La Gnica
diferencia respecto del algoritmo presentado en la Figura 3.5, se encuentra en las lineas 3 y 4 en donde
se debe comparar la query ¢ contra todos los elementos en el area de rebalse (AR()) y se informan en la
respuesta todos aquellos elementos que estan suficientemente proximos a q.

La Figura 4.9 muestra el costo de construccion con diferentes tamafios para el rea de rebalse, los cuales
exhiben grandes fluctuaciones y en algunos casos a(in cuestan menos que una construccion estatica. Esto es
posible porque muchos elementos se dejan en las areas de rebalse sin clasificar. Por ejemplo, considerando el
area de rebalse de tamafio 1000, casi todos los elementos estan en el area de rebalse en el caso del diccionario
y casi el 60% en el caso del espacio de vectores de dimension 15. Estas fluctuaciones aparecen debido a
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Figura 4.7: Ejemplo de la situacion previa (arriba) y posterior (abajo) a la insercion de pg en el SA-tree de
Figura 4.6.

que, para un tamafio dado de conjunto n, tamafios méas grandes para el area de rebalse pueden producir méas
reconstrucciones que tamafios pequefios. El efecto es conocido, por ejemplo aparece cuando se estudia el
nGmero de divisiones (split) como una funcién del tamafio de pagina de un B-tree [BYL89].

La Figura 4.10 muestra, para cada uno de los tamafios considerados para el area de rebalse, cuantos
elementos quedan adn sin clasificar. Esto permite apreciar como esto se relaciona tanto con los costos de
blsqueda como con los de construccion.

La Figura 4.11 muestra los costos de bsqueda usando areas de rebalse.

Como se puede observar comparando los resultados de la Figura 4.9 con aquellos de Figura 4.17, esta
técnica es competitiva contra la construccion estatica si se elige el tamafio correcto para el area de rebalse.
Ademas, por ejemplo, con tamafio de 500 obtuvimos casi el mismo costo de blsqueda que con la version
estatica, al modesto precio de 10 % de costo de construccion extra para el caso del diccionario y 30 % para
el espacio de vectores de dimension 15. El principal problema de este método es su alta sensibilidad a
las fluctuaciones, las cuales hacen muy dificultoso seleccionar un buen tamafio para dicha area. El tamafio
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BUsquedaRangoAR (Nodo a, Query g, Radio r, Distancia d,;,)

1. If d(a,q) < R(a)+r Then

2. ITf d(a,q) <r Then Informar a

3. For b€ AR(a)

4. If d(b,q) <r Then Informar b

5. dmin < min {dmnin} U {d(g,c),c € N(a)}

6. For b€ N(a)

7. IT d(b,q) < dmin +2r Then BusquedaRangoAR (b,q,r,dmin)

Figura 4.8: Algoritmo para buscar ¢ con radio r en un SA-tree construido usando areas de rebalse.
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Figura 4.9: Costo de construccion usando area de rebalse.
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Figura 4.10: Cantidad de elementos pendientes de clasificar usando area de rebalse.

intermedio de 500 funciona bien, debido a que en ese caso en el area de rebalse esta el 30 % de los elementos
en el diccionario y el 15 % en el espacio de vectores de dimension 15.
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Figura 4.11: Costos de blsqueda usando areas de rebalse.

4.1.3. Una Estrategia First-Fit

Otra solucion posible es cambiar nuestra estrategia best-fit para poner elementos dentro de las “bolsas”
de los vecinos de a durante la construccion. Una alternativa en la construccion estatica, first-fit, es poner
cada nodo en la bolsa del primer vecino mas cercano que a a z. Ahora determinar N (a) y la bolsa para cada
uno de los otros elementos puede lograrse en una (nica pasada sobre los elementos del espacio.

Con la estrategia first-fit, sin embargo, podemos agregar facilmente mas elementos, tomando al nuevo
elemento = como si hubiera sido el Gltimo en la bolsa, lo cual significa que cuando se vuelva un vecino de
a se lo puede agregar simplemente como el Gltimo vecino de a; y no han habido elementos posteriores que
tuvieran la posibilidad de entrar en z. Esto permite que la estructura se construya por sucesivas inserciones.

La Figura 4.12 ilustra el mismo espacio del ejemplo de Figura 4.1. Arriba se muestra una posible situa-
cion de un arbol con raiz a antes (arriba) y después (abajo) de la incorporacion de un nuevo elemento z.
Se ha considerado que el arbol se generd con la siguiente secuencia de inserciones: a,p1,po, ... ,p10- Ala
izquierda de cada grafica se ilustra la situacion espacial y a la derecha el SA-tree correspondiente.

En la Figura 4.13 se encuentra el algoritmo que permite realizar la insercion de un elemento x en un
SA-tree con raiz a, construido de acuerdo a la estrategia first-fit.

La Figura 4.17 muestra que la construccion (estatica o dindmica) usando first-fit es mucho méas econémi-
ca que usando best-fit. Mas adn, first-fit cuesta exactamente lo mismo y produce el mismo arbol en el caso
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Figura 4.12: Ejemplo de una situacion posible previa (arriba) y posterior (abajo) a la insercion del nuevo
elemento x en un SA-tree con estrategia first-fit.

estatico o dinamico.

La blsqueda por rango bajo la estrategia first-fit es un poco diferente. Consideramos los vecinos
{v1,...,vx} de a en orden. Realizamos la minimizacion a medida que atravesamos los vecinos.
Es decir, entramos en el subarbol de vy si d(g,v1) < d(g,a) + 2r; en el subarbol de wve si
d(q,v2) < min{d(q,a),d(q,v1)} + 2r; y en general entramos en el subarbol de v; si se cumple que
d(q,v;) < min{d(q,a),d(q,v1),...,d(q,vi—1)} + 2r. Esto es porque v;,; nunca podra contener un ele-
mento que se insertaria en v;.

La Figura 4.14 muestra el algoritmo de blsqueda considerando la creacion (estatica o dinamica) del
SA-tree de acuerdo a la estrategia first-fit. Se invoca como BusquedaRangoFF(a,q,7,d(a,q)), donde
a es la raiz del arbol. Notar que, en invocaciones recursivas, la distancia d(a, g) ya esté calculada. La linea
5 realiza la minimizacion a medida que atraviesa, en orden, los vecinos.

La Figura 4.19 muestra los tiempos de blsqueda. Como se puede observar, el costo adicional de la
estrategia first-fit es demasiado alto, a tal punto que hace que la estructura no sea competitiva comparada
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InsertarFF (Nodo a, Elemento z)

R(a) «+ max{R(a),d(a,z)}
c<a
For v; € N(a) /* tomando los vecinos v; en orden */
If d(v;,z) < d(a,z) Then
c+v; /* el primer vecino mas cerca */
Break
ITf ¢c=a Then
N(a) < N(a)U {z}
N(z) « 0, R(z)« 0
Else
InsertarFF (c,x)

POOWO~NOUD WNPE

N

Figura 4.13: Algoritmo de insercion de un nuevo elemento z en un SA-tree dindmico con raiz a, usando la
estrategia first-fit.

BUsquedaRangoFF (Nodo a, Query ¢, Radio r, Distancia du,)

1. If d(a,q) < R(a) +r Then

2 If d(a,q) <r Then Informar a

3. For v; € N(a) /* considerando en orden los vecinos vi,...,v; */
4 IT d(vi,q) < dpmin +2r Then BusquedaRangoFF (v;,q,7,dmin)

5 Amin ml’n{dminad(%vi)}

Figura 4.14: Algoritmo para buscar ¢ con radio  en un SA-tree construido con estrategia first-fit.

contra otras existentes.

4.1.4. Timestamp

Una alternativa que tiene cierto parecido con la previa, pero que es mas sofisticada, consiste en man-
tener un timestamp del tiempo de insercion de cada elemento. Cuando insertamos un nuevo elemento, lo
agregamos como vecino en el punto apropiado usando la estrategia best-fit y no reconstruimos el arbol.
Consideramos que los vecinos se agregan al final, asi leyéndolos de izquierda a derecha tenemos tiempos
crecientes de insercion. También se mantiene que el padre es siempre mas viejo que sus hijos.

La Figura 4.15 muestra el mismo espacio del ejemplo de Figura 4.1. Arriba se muestra una posible
situacion de un arbol con raiz a antes (arriba) y después (abajo) de la incorporacién de un nuevo elemento z.
Se ha considerado que la secuencia de inserciones: a, p1, po, - - - , P10 Para construir el arbol. En cada nodo
se indica el timestamp del momento de insercion.

La Figura 4.16 ilustra el proceso de insercion. Seguimos s6lo un camino desde la raiz del arbol al padre
del elemento insertado. La funcion se invoca como InsertarTS(a,x),donde a es laraiz del &rbol y z es
el elemento a insertar. El SA-tree se puede construir ahora comenzando con un (nico primer nodo a donde
N(a) = 0, timestamp(a) = 1y R(a) = 0, y luego realizando sucesivas inserciones. CurrentTime €s el
tiempo actual, el cual se incrementa luego de cada nueva insercion.
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Figura 4.15: Ejemplo de una situacion posible previa (arriba) y posterior (abajo) a la insercion del nuevo
elemento x en un SA-tree con la técnica de timestamp.

O]

Como se ve en la Figura 4.17, la construccibn con esta alternativa puede costar un poco mas o un
poco menos que la version estatica dependiendo del caso. Las dos versiones de este método consideradas,
rotuladas como “arriba” y “abajo” en la gréfica, corresponden a qué hacemos cuando insertamos un nuevo
elemento si las distancias a la raiz y al vecino mas cercano son iguales. La primera inserta el elemento como
un nuevo vecino y la segunda lo inserta en el subarbol del vecino mas cercano. Esto hace una diferencia
s6lo cuando se trabaja con funciones de distancia discretas. En todo caso optamos por la version “abajo” de
aqui en adelante, salvo que indiguemos lo contrario.

Durante la blsqueda, consideramos los vecinos {v1, ..., vy} de a de mas viejo a més nuevo. Realizamos
la minimizacion a medida que atravesamos los vecinos, exactamente como en la Seccion 4.1.3. Esto es
porque entre la insercion de v; y la de v;4; pueden haber aparecido nuevos elementos que prefirieron a v;
solo porque w;; no era aln un vecino, asi podemos perder un elemento si no entramos al subarbol de v;
debido a la existencia de v; ;.

Notar que, aunque el proceso de bisqueda es el mismo que para first-fit, la insercion coloca los elementos
en su subarbol mas cercano, por ello la estructura es mas balanceada.
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InsertarTS (Nodo a, Elemento z)

1. R(a) + mix{R(a),d(a,z)}

2. ¢« argminge n(q)d(d, T)

3. If d(a,z) <d(c,z) Then

4. N(a) < N(a)U{z}

5. N(z) <0, R(z)« 0

6. timestamp(z) < CurrentTime
7. Else InsertarTS (c,z)

Figura 4.16: Insercion de un nuevo elemento = en un SA-tree dindmico con raiz a, usando la técnica de
timestamp.
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Figura 4.17: Costos de construccion usando la version estatica, first-fit y timestamps.

Hasta ahora necesitabamos realmente los timestamps solo para mantener los vecinos ordenados. Un
esquema aln mas sofisticado es usar los timestamps para reducir el trabajo a realizar dentro de los vecinos
mas viejos. Digamos que d(q,v;) > d(q,vi+j) + 2r. Tenemos que entrar en v; debido a que es mas viejo.
Sin embargo, solo los elementos con timestamp mas pequefio que el de v;; se deberian considerar cuando
buscamos dentro de v;; los elementos mas nuevos ya han visto a v;; y no pueden estar dentro de v;. Como
los nodos padres son mas viejos que sus descendientes, tan pronto como encontremos un nodo dentro del
subarbol de v; con timestamp mas grande que el de v;,.; podemos detener la blsqueda en esa rama, debido
a gue su subarbol es a(in mas joven. Observar que ese timestamp maximo se hereda de padres a hijos.

La Figura 4.18 ilustra el algoritmo de blsqueda por rango considerando la creacion del SA-tree usan-
do la estrategia de timestamp. La minimizacion que realiza la linea 7 se realiza a medida que atravie-
sa en orden creciente de timestamp los vecinos del nodo considerado. Se invoca por primera vez como
BUsquedaRangoTS(a,q,7,d(a, q) , CurrentTime) donde a es la raiz del arbol. Notar que, en invoca-
ciones recursivas la distancia d(a, q) ya esté calculada.

La Figura 4.19 compara esta técnica contra la estatica. Como se puede observar, ésta es una excelente
alternativa a la construccion estatica en el caso del espacio de vectores de dimension 15, dando basicamente
los mismos costos de construccion y blsqueda con el valor agregado del dinamismo. En el caso del diccio-
nario, la técnica que usa timestamp es significativamente peor que la estatica (aunque la version “arriba” se
comporta levemente mejor para la bsqueda de los vecinos mas cercanos). El problema es que la version
“arriba” es mucho mas costosa de construir, ya que necesita mas de 3 veces el costo de construccion estatica.
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BlUsquedaRangoTS (Nodo a, Query g, Radio r, Distancia d,;,, Timestamp t)

1. If timestamp(a) <t A d(a,q) < R(a)+r Then

2. IT d(a,q) <r Then Informar a

3. For v; € N(a) /* en orden creciente de timestamp */

4. 1T d(vi,q) < dmin +2r Then

5. k « min{timestamp(v;),j > i Ad(v;,q) > d(vj,q) + 2r} U {CurrentTime}
6. BUsquedaRangoTS (v;,q,T,dmin,min{t, k})

7. Amin mfn{dmin; d(‘]; Uz)}

Figura 4.18: Algoritmo para buscar ¢ con radio r en un SA-tree construido con la técnica de timestamp.
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Figura 4.19: Costos de blsqueda usando la version estatica, first-fit y las dos versiones de la técnica de
timestamp.

4.1.5. Insertando cerca de las Hojas

Otra alternativa es como sigue. Podemos relajar la Condicién 1 (Seccion 3.2.1), cuyo principal objetivo
es garantizar que si ¢ estd mas cerca de a que de cualquier vecino en N(a) entonces podamos detener la
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blsqueda en ese punto. La idea es que, durante la blsqueda, en lugar de encontrar el ¢ mas cercano entre
{a} U N(a) y entrar en cada b € N(a) tal que d(g,b) < d(q,c) + 2r, excluimos la raiz del subarbol {a}
de la minimizacién. Por lo tanto, continuamos siempre hasta las hojas por el vecino mas cercano y por otros
suficientemente cerca. Esto parece empeorar levemente el tiempo de la blsqueda, pero el costo es minimo.

El beneficio es que ya no estamos forzados a insertar un nuevo elemento z como vecino de a. Aunque
x esté mas cerca de a que de cualquier elemento en N(a), tenemos la opcion de no ponerlo como vecino
de a sino insertarlo en su vecino mas cercano de N (a). Durante la bUsqueda alcanzaremos a x porque los
procesos de blsqueda e insercion son similares.

Esta libertad abre nuevas posibilidades en la estructuracion del arbol que estudiamos mas adelante, pero
la consecuencia inmediata es que podemaos insertar siempre cerca de las hojas del arbol. Por lo tanto, el arbol
es solo de lectura en su parte superior y cambia sblo cerca de las hojas.

Sin embargo, permitimos la reconstruccion de pequefios subarboles para evitar que el arbol se trans-
forme en una lista. Asi, podemos insertar  como vecino cuando el tamafio del subarbol a reconstruir es
suficientemente pequefio, lo cual nos lleva a mantener un balance entre costo de insercion y calidad del
arbol para la bisqueda.

En la Figura 4.20 se muestra, en el espacio del ejemplo de Figura 4.1, una posible situacion de un arbol
con raiz a antes (arriba) y después (abajo) de la incorporacion de un nuevo elemento z. Se ha considerado
que el tamafio maximo de subarbol que se permite reconstruir es de 3 elementos y que el arbol se genero de
acuerdo a la siguiente secuencia de inserciones: a, p1, p2, - - - , P19. S€ puede apreciar en este ejemplo como
el arbol crece cerca de las hojas y la parte superior permanece inalterada.

La Figura 4.21 muestra el algoritmo para insertar un elemento z en un SA-tree dindmico con raiz a,
construido con la técnica de insercion cerca de las hojas. Se invoca como InsertarH(a,z). MaxTree
es el maximo tamafio de subérbol que se permite reconstruir y size(a) es el tamafio del subarbol con raiz
a. Seguimos s6lo un camino desde la raiz del arbol al padre del elemento insertado. El SA-tree se puede
construir ahora comenzando con un (nico primer nodo a donde N(a) = @y R(a) = 0, y luego realizando
sucesivas inserciones. En linea 6 se invoca el algorimo Construir(a,S) que es el utilizado para la
construccion estatica del SA-tree (ver Figura 3.3) y realiza la reconstruccion del subarbol.

La Figura 4.22 muestra el costo de construccion para diferentes tamafios maximos de arbol que se
puedan reconstruir (MazTree). Como se puede observar, permitir un tamafio de arbol de 50 produce el
mismo costo de construccion de la version estética.

En la Figura 4.23 se presenta el algoritmo de blsqueda por rango considerando que el SA-tree se ha cons-
truido con la estrategia de inserciobn cerca de las hojas. Se invoca por primera vez como
BUsquedaRangoH(a, q,r) donde a es la raiz del arbol. El cddigo es similar al del algoritmo de bisqueda
por rango del SA-tree original (ver Figura 3.5), pero aqui en la linea 3 se hace la minimizacion sblo sobre los
vecinos del nodo. Notar que d,,,in no se hereda porque ahora no estamos seguros de que un nuevo elemento
x es vecino del primer nodo a que satisface la Condicidn 1 en su camino. Es posible que el tamafio del
subarbol de a fuera mayor que el tamafio maximo que se permite reconstruir (M axzTree) y x fuera forzado
a elegir un vecino de a.

Finalmente, la Figura 4.24 muestra los tiempos de blsqueda utilizando esta técnica. Se puede ver que,
usando un tamafio de arbol de 50 se obtiene el mismo tiempo de basqueda o ain mejor comparado con la
version estatica, lo cual muestra que puede ser beneficioso mover elementos en el arbol hacia abajo. Este
hecho hace que esta alternativa sea muy interesante y que se estudie mas a fondo en la Seccion 4.2.
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Figura 4.20: Ejemplo de una situacion posible previa (arriba) y posterior (abajo) a la insercion del nuevo
elemento x en un SA-tree con la técnica de insercion cerca de las hojas.

4.1.6. Analisis de las Alternativas

Hasta aqui hemos presentado varias técnicas que hacian posible modificar un SA-tree para que fuera una
estructura de datos dindmica soportando inserciones y sin degradar su desempefio. Ademas hemos mostrado
que los invariantes del SA-tree se pueden relajar de maneras no previstas antes de este estudio, por ejemplo
tenemos la opcion de agregar o no vecinos.

A partir de las opciones analizadas habiamos considerado que el uso de areas de rebalse mostraba
que era posible obtener tiempos de construccion y blsqueda similares a los de la version estatica, aunque
habia que estudiar mas la eleccion del tamafio de dicha area. Timestamp también habia mostrado ser una
opcion competitiva en algunos espacios métricos y poco atractiva en otros, otro hecho que requeria estudio.
Finalmente insertar cerca de las hojas habia mostrado el potencial de incluso mejorar el desempefio de
la version estatica, aunque también requeria estudiar el efecto del tamafio del subarbol que se permitia
reconstruir.

Claramente otras alternativas, tales como reconstruccion y first-fit no han demostrado ser competitivas,
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InsertarH (Nodo a, Elemento z)

¢ ¢ argming¢ y(,yd(b, T)
If d(a,z) <d(c,z) A size(a) < MaxTree Then
N(a) + N(a)U {z}
N(z) « 0, R(z)« 0
Recuperar en S los elementos del subarbol con raiz a
Construir (a,S) /* reconstruye el subarbol */
Else
R(a) + méx{R(a), d(a, z)}
InsertarH (c,z)

O©CO~NOOUAWNLPEP

Figura 4.21: Insercion de un nuevo elemento = en un SA-tree dindmico con raiz a, usando la técnica de
insercion cerca de las hojas.
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Figura 4.22: Costos de construccion insertando cerca de las hojas.

BlUsquedaRangoH (Nodo a, Query ¢, Radio r)

1. If d(a,q) < R(a) +r Then
) <

2. If d(a,q) <r Then Informar a

3. dmin + min {d(q,v;),v; € N(a)}

4. For v; € N(a)

5. 1T d(vi,q) < dmin +2r Then BusquedaRangoH (v;,q,r)

Figura 4.23: Algoritmo para buscar ¢ con radio r en un SA-tree construido con la estrategia de insercion
cerca de las hojas.

aunqgue la (ltima da muy bajos costos de construccion, lo cual podria ser de interés en espacios de baja
dimension, donde su poca efectividad en la busqueda puede ser tan critica.

El estudio de estas primeras opciones puso en evidencia que era posible convertir al SA-tree en dinamico
y que la estructura ain podria mejorar en un esquema dinamico, contrariamente a lo que suponiamos previa-
mente de que deberiamos pagar un costo adicional por el dinamismo. Por otro lado, necesitdbamos analizar
mas las alternativas mas prometedoras para entenderlas mejor. De este analisis surgié una alternativa que
combina las estudiadas pero las supera a todas, que se detalla en la siguiente seccion.
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Figura 4.24: Costos de blsqueda insertando cerca de las hojas.
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4.2. Una Nueva Técnica de Construccion Incremental

Timestamp permitia insertar un elemento con una técnica bastante similar a la usada para la construccion
estatica, registrando el tiempo en que se insertd cada elemento. Cabe destacar que esta técnica obtuvo un
desempefio muy similar a la version estatica, sin realizar ninguna reconstruccion. Insertar cerca de las
hojas, por otro lado, limitaba el tamafio maximo de arbol a reconstruir (es decir, donde se podia insertar un
nuevo elemento), con el objetivo de reconstruir s6lo pequefios subarboles. La técnica permitia evitar que las
inserciones se realizaran en el punto que requeriria la Condicion 1, difiriéndolas a un punto mas bajo en el
arbol. Sorpresivamente esta técnica alin mejoraba el desempefio en bajas dimensiones, lo que fue un factor
que compensaba ampliamente el costo de las reconstrucciones.

Seguimos esta linea y determinamos que el hecho clave era que estos arboles tenian una aridad reducida.
Mas adn, la principal razon del pobre desempefio del SA-tree en espacios de baja dimension es su excesiva
aridad (el arbol automaticamente adapta su aridad a la dimension, pero no dptimamente). Por lo tanto, deci-
dimos enfocarnos directamente sobre la aridad maxima permitida y convertirla en un parametro a sintonizar.
Usamos la misma técnica para limitar el tamafio del arbol a reconstruir que para limitar ahora la aridad del
arbol. Mas ain, uniendo esta técnica con timestamp no tenemos que compensar costos de reconstruccion y
asi obtenemos lo mejor de ambas técnicas.

Observamos que uno de los aspectos mas agradables del SA-tree original era no tener un parametro que
sintonizar, asi cualquier inexperto podria usarlo. Nuestro nuevo parametro no es perjudicial en este sentido,
debido a que se puede tomar como oc para obtener el mismo desempefio que el SA-tree original 1. Ademas,
hemos obtenido grandes mejoras en bajas dimensiones eligiendo adecuadamente la maxima aridad del arbol.
A continuacion detallamos esta nueva estructura, llamada timestamp con aridad limitada.

4.2.1. Insercion

Para construir incrementalmente el SA-tree fijamos una aridad méaxima para el arbol, y también mante-
nemos un timestamp del tiempo de insercion de cada elemento. Cuando insertamos un nuevo elemento z,
lo agregamos como un vecino en el punto apropiado a (Condicién 1) sélo si la aridad del nodo a no es ya
la méxima. En otro caso, aln cuando z esté méas cerca de a que de cualquier b € N(a), forzamos a = a que
elija el vecino més cercano en N(a) y vamos hacia abajo en el arbol, hasta alcanzar un nodo a« donde se
satisfaga la Condicion 1 (x esté més cerca de a que cualquier b € N (a)) y la aridad del nodo a no sea la
maxima (esto eventualmente ocurre en una hoja). En este punto agregamos z al final de la lista de N(a), le
colocamos el timestamp actual a = e incrementamos el timestamp actual.

La Figura 4.25 muestra, en el mismo ejemplo de Figura 4.1, la situacion antes (arriba) y después (abajo)
de insertar un nuevo elemento z en un SA-tree dinamico con raiz a, construido con la nueva alternativa
de timestamp con aridad limitada. Para este ejemplo hemos considerado una aridad méaxima de 3 y que la
secuencia de inserciones es nuevamente a, p1, pa, - - - , P1o- EN cada nodo se indica el timestamp del tiempo
de insercion.

Recordar que leyendo los vecinos de izquierda a derecha tenemos timestamps crecientes y que se cumple
que el padre es siempre mas antiguo que sus hijos. Notar también que ahora, al igual que con insercion cerca
de las hojas, no estamos seguros de que un nuevo elemento z es vecino del primer nodo a que satisface la
Condicion 1 en su camino. Es posible que la aridad de a fuera ya maxima y x fuera forzado a elegir un
vecino de a. Consideraremos pronto las implicaciones de esto en el proceso de blsqueda.

1En ese caso se convertiria en timestamp puro.
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t=11

Figura 4.25: Ejemplo de una situacion posible previa (arriba) y posterior (abajo) a la insercion del nuevo
elemento x en un SA-tree dindmico, usando la técnica de timestamp con aridad limitada.

La Figura 4.26 ilustra el proceso de insercion. Seguimos s6lo un camino desde la raiz del arbol al padre
del elemento insertado. La funcién se invoca como Insertar(a,z), donde a es la raiz del arbol y z es
el elemento a insertar. El SA-tree se puede construir ahora comenzando con un nico primer nodo a donde
N(a) =0y R(a) = 0,y luego realizando sucesivas inserciones.

Insertar (Nodo a, Elemento z)

R(a) + méx{R(a),d(a,z)}

¢ ¢ argminge y(,)d(b, T)

If d(a,z) < d(c,z) AN|N(a)| < MazArity Then
N(a) « N(a) U {z}
N(z) « 0, R(z)« 0
timestamp(z) < CurrentT'ime

Else Insertar (c,z)

NOoO oA~ WNER

Figura 4.26: Insercion de un nuevo elemento x en un SA-tree dindmico con raiz a. Max Arity es la aridad
maxima del arbol y CurrentTime es el tiempo actual, el cual se incrementa luego de cada nueva insercion.
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Para analizar el costo de una insercion supongamos que el arbol tiene siempre aridad A y que esta per-
fectamente balanceado. En ese caso podemos deducir la altura méxima del arbol A, sabiendo que:

h
ZAi = n
i=0

Ah—l—I_l

A-1 "

A 1 = n(A-1)
AL = p(A-1)+1
h+1 = logu(n(A—1)+1)

h = (logy(n(A—-1)+1)) -1
h = logan+ O(1/n)

Asi, en el peor caso el elemento a insertar se debe comparar contra los A vecinos de cada nodo en el
camino hasta una hoja. Por lo tanto, cada insercion en un éarbol cuesta A(log 4 n + O(1/n)).

La Figura 4.27 compara el costo de la construccion incremental usando esta nueva técnica contra la
construccion estatica para conjuntos crecientes de la base de datos. Mostramos aridades 4, 8, 16 y 32.
En todos los casos, el desempefio de la construccion mejora a medida que reducimos la aridad del arbol,
siendo mucho mejor que la construccibn estatica (por ejemplo, 2 veces mas rapida sobre las palabras y 4
veces mas rapida sobre los vectores de dimension 15). Mostramos también la comparacién en un espacio de
vectores en dimension 5, para que se pueda observar que la construccion incremental logra mejores costos
de construccion que el método estético también en espacios de baja dimension. Notar que si permitimos una
aridad suficientemente grande (v.g., 32 sobre palabras) la version incremental es algo peor que la version
estatica (cuya aridad es ilimitada). Esto muestra que la aridad reducida es un factor clave para bajar los
costos de construccion. Si recordamos que el costo de insercion con aridad A es A O(log 4 n) y sobre aridad
ilimitada se mostrd en [Nav02] que la aridad promedio es A = O(logn), entonces el costo de construccion
por elemento es O(log? n/ loglog n) con aridad ilimitada.

La pregunta es como afecta una aridad reducida a los tiempos de bUsqueda. Consideramos esto a conti-
nuacion.

4.2.2. Blsquedas

Durante la bOsqueda debemos considerar dos hechos importantes. EI primero es que, cuando se in-
sertd un elemento z, un nodo a en su camino puede no haberse elegido como su padre porque su aridad ya
era maxima. Asi en lugar de elegir el elemento més cercano a z entre {a} U N(a), podemos haber tenido
que elegir solo entre N (a). Esto significa que tenemos que excluir a {a} de la minimizacion de la linea 3 en
la Figura 3.5. El segundo hecho que tenemos que considerar es que, cuando se insertd z los elementos con
timestamp mas alto no estaban presentes en el arbol; asi, z pudo elegir su vecino méas cercano sélo entre los
elementos més viejos que él.

Por lo tanto, consideramos los vecinos {v1, ..., vk} de a de mas viejo a mas nuevo, sin tener en cuenta
a a, y realizamos la minimizacion a medida que atravesamos la lista de vecinos. Esto significa que entramos
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Figura 4.27: Costos de construccion estatica versus dinamica.

en el subarbol de v; si d(g,v;) < min{d(q,v1),...,d(q,v;—1)} + 2r. ES decir, siempre entramos en v1;
entramos en vq Si d(gq,v2) < d(gq,v1) + 2r; y asi siguiendo. Recordemos nuevamente la razon: entre la
insercion de v; y v;4; pudieron aparecer nuevos elementos que eligieron a v; solo porque v;; no estaba
aln presente, asi podriamos perder un elemento si no entramos en v; por la existencia de v;;. Debido a la
aridad limitada y al igual que en la Seccion 4.1.5, d,,.;», ho se hereda.

Hasta ahora no hemos necesitado realmente los timestamps exactos salvo solo para mantener los vecinos
ordenados por timestamp. Podemos usar mejor la informacion del timestamp para reducir el trabajo a realizar
dentro de los vecinos mas antiguos, tal como lo explicamos en la Seccion 4.1.4.

La Figura 4.28 muestra el algoritmo de blsqueda, que se invoca inicialmente como
BUsquedaporRango(a,q,r,CurrentTime), donde a es la raiz del arbol. Notar que d(a,q) siem-
pre se conoce excepto en la primera invocacion. A pesar de la naturaleza cuadratica de la iteracion implicita
en las lineas 4 y 6 la query, desde luego, se compara s6lo una vez contra cada vecino.

La Figura 4.29 compara esta técnica contra la estatica. En el caso de las palabras, el método estatico da
un tiempo de blsqueda levemente mejor que la técnica dindmica. En el espacio de vectores de dimension 15,
las aridades 16 y 32 mejoran (por un pequefio margen) el desempefio estatico. También incluimos un ejemplo
de vectores de dimension 5, mostrando que en bajas dimensiones pequefias aridades mejoran ampliamente
el tiempo de blsqueda del método estatico. La mejor aridad para la blsqueda depende del espacio métrico,
pero la regla, a grosso modo, es que aridades bajas son buenas para dimensiones bajas o radios de blsqueda
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BUsquedaporRango (Nodo a, Query ¢, Radio r, Timestamp t)

1. 1T timestamp(a) <t A d(a,q) < R(a)+r Then

2. ITf d(a,q) <r Then Informar a

3. dmin «— o0

4. For v; € N(a) en orden creciente de timestamp Do

5. If d(vi,q) < dmin +2r Then

6. k < min{timestamp(v;),j > i A d(v;,q) > d(vj,q) + 2r} U {CurrentTime}
7. BUsquedaporRango (v;,q,r,min{t,k})

8. Amin mfn{dmin; d(“ia Q)}

Figura 4.28: Buscando ¢ con radio r en un SA-tree dinamico.

pequefios.

Es importante notar que hemos logrado dinamismo y también mejorado el desempefio de la construc-
cion. En algunos casos también hemos (ampliamente) mejorado el desempefio de la bsqueda, mientras que
en otros casos pagamos un pequefio precio por tener dinamismo. En general, esta estructura se convierte en
una eleccibn muy conveniente.
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Figura 4.29: Costos de blsqueda estatica versus dinamica.

Mostramos ahora una comparacion de los costos de construccion y bisqueda entre los métodos in-
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crementales previos y el nuevo método propuesto. La Figura 4.30 muestra los costos de construccion y
blsqueda en el espacio de las palabras, del SA-tree estético, timestamp, insercion cerca de las hojas y nues-
tro nuevo timestamp con aridad limitada. Hemos utilizado los mejores parametros que encontramos en los
experimentos para todos los métodos. La Figura 4.31 muestra la misma comparacién para el espacio de
vectores de dimension 15. Observar que eligiendo la aridad adecuada (29) alcanzamos el mismo desempefio
que el método estatico para la blsqueda.
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Figura 4.30: Costos de construccion y blsqueda para diferentes métodos en el espacio de palabras.
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Figura 4.31: Costos de construccion y blsqueda para diferentes métodos en el espacio de vectores de di-
mension 15.

Como se puede observar, nuestro nuevo método supera ampliamente a los métodos incrementales pre-
vios en tiempos de construccion, y al mismo tiempo es competitivo (cuando no mejor) en tiempo de blsque-
da. En el caso de vectores de coordenadas supera por mucho a la version estética, mientras que en el caso
de las palabras es casi igual, con el valor agregado del dinamismo.

Hemos introducido la aridad del arbol como un nuevo parametro a sintonizar. Falta analizar cuan difi-
cultoso es encontrar la mejor aridad y cuan costoso es un pequefio error en esta sintonia.

Mostramos algunos resultados sobre las aridades 6ptimas para los espacios considerados. La Figura 4.32
muestra aridades alrededor del valor 6ptimo. Encontramos que la mejor aridad para el espacio de palabras
es 29y 24 para el espacio de vectores de dimension 15. Es importante notar que, alrededor de estos optimos,
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los costos difieren en muy pocas evaluaciones de distancia. La Tabla 4.1 y la Tabla 4.2 dan los costos para
los espacios de palabras y de vectores de dimension 15, respectivamente.

Esto muestra que, aunque fallemos al elegir la mejor aridad por un margen razonable para construir el
SA-tree, el precio que se pagara en tiempo de blsqueda no sera muy significativo. Esto no ocurria con la
técnica que utiliza areas de rebalse (Seccion 4.1.2), donde un pequefio error era fatal.
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Figura 4.32: Costos de blsqueda estatica vs.
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dindmica para diferentes aridades.

Método Radio de Busqueda
1 2 3 4

Estatico 9324.89 | 25065.42 | 35883.64 | 44335.43
Aridad 16 | 9972.58 | 27298.47 | 38249.70 | 46146.64
Aridad 20 | 9958.61 | 25554.92 | 36367.81 | 44665.95
Aridad 24 | 9816.64 | 25286.59 | 36088.06 | 44471.21
Aridad 28 | 9762.68 | 25123.40 | 35898.67 | 44296.86
Aridad 29 | 9795.26 | 25110.16 | 35862.23 | 44268.24
Aridad 32 | 10679.11 | 27971.59 | 38685.50 | 46575.76

Tabla 4.1: Valores numéricos de la Figura 4.32 (izquierda).

Método Porcentaje recuperado
0.01% 0.1% 1%

Estético 55008.77 | 69673.37 | 82440.31
Aridad 16 | 53831.91 | 69308.48 | 82383.96
Aridad 20 | 53586.18 | 69076.20 | 82265.03
Aridad 24 | 53545.81 | 69021.79 | 82223.39
Aridad 28 | 53721.04 | 69153.21 | 82283.62
Aridad 32 | 53951.40 | 69264.22 | 82329.44

Tabla 4.2: Valores numéricos de la Figura 4.32 (derecha).
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4.2.3. Bulsqueda de Vecinos mas Cercanos

También podemaos realizar la basqueda del vecino mas cercano (1-NN) y de los & vecinos mas cercanos,
como se describid en la Secci6n 3.2.3 para la version original del SA-tree, simulando una basqueda por
rango donde se reduzca el radio de blsqueda a medida que obtenemos mas y mas informacion.

En una blsqueda por rango fijo r, el orden en el cual se hace el backtracking en el arbol carece de
importancia. En este caso no sucede lo mismo, porque si queremos encontrar rapidamente los elementos
cercanos a ¢ lo més pronto posible tendremos que reducir . Nuevamente aqui usamos la idea general,
propuesta en [Uhl91a] porque se puede adaptar también a nuestra nueva estructura de datos. Mantenemos
una cola de prioridad de subarboles, donde el mas prometedor esta primero. Inicialmente, insertamos la
raiz del SA-tree en la estructura de datos. Iterativamente, extraemos la raiz del subarbol més prometedor, lo
procesamos e insertamos todas las raices de sus subarboles en la cola. Esto se repite hasta que la cola se
vacie 0 se pueda descartar su subarbol mas prometedor (es decir, su “valor de promesa” es suficientemente
malo) o se pueda podar dicho subarbol por informacién adicional proveniente de los timestamps.

Durante la bsqueda debemos recordar dos hechos importantes, que tuvimos en cuenta para realizar la
blsqueda por rango. El primero es que, cuando se insertd un elemento z, un nodo a en su camino puede
no haberse elegido como su padre porque su aridad ya era maxima. Asi en lugar de elegir el elemento
mas cercano a z entre {a} U N(a), podemos haber tenido que elegir solo entre N(a). Esto significa que
tenemos que excluir {a} de la minimizacion que se realiza entre las lineas 15 y 19 en la Figura 4.33 y por
consiguiente también excluimos a N (A(a)). El segundo hecho que tenemos que considerar es que, cuando
se insert6 z, los elementos con timestamp mas alto no estaban presentes en el arbol, asi = pudo elegir su
vecino mas cercano solo entre los elementos mas viejos que él. Esto significa que la minimizacion se debe
realizar a medida que atraviesa los vecinos de N (a).

Ahora, de manera similar a lo que ocurria en la version original del SA-tree, la medida mas elegante
de cuan prometedor es un subarbol es un limite inferior de la distancia entre ¢ y cualquier elemento en el
subarbol. Cuando este limite inferior excede r podemos detener el proceso completo. Tenemos en realidad
tres posibles limites inferiores:

1. Como encontramos el vecino mas cercano ¢ considerado hasta el momento y entonces entramos en
cualquier otro vecino b tal que d(q,b) — d(gq,¢) < 2r, no tendriamos que entrar en el subéarbol con
raiz b si no se cumple que (d(g,b) — d(q,c))/2 < r. Pero, de hecho, este ¢ se toma ahora sblo sobre
los vecinos atravesados hasta el momento y no considera los ancestros.

2. Por el limite inferior de la distancia entre ¢ y un elemento en el subarbol tenemos que
d(g,b) — R(b) <.

3. El timestamp también da otro criterio de corte. Una vision equivalente a la usada para este criterio
es la siguiente. Cada vez que entramos a un hijo y de v;, buscamos los hermanos v;; que sean
mas viejos que y. Sobre este conjunto calculamos el radio maximo que evitaria procesar a y, ry =
max{d(q,v;) — d(q,vi+;),7 > 0}/2. Si resulta que r > r,, entonces no necesitamos procesar a y.
De modo que r,, es una tercera cota para r.

Como 7 se reduce a lo largo de la basqueda, un nodo b puede parecer Gtil cuando se lo inserta en la
cola de prioridad y ser in(til después, cuando se lo extrae de la cola para procesarlo. Asi almacenamos junto
con b el maximo de los limites inferiores, ¢, y usamos este maximo para ordenar los subarboles en la cola
de prioridad, con el mas pequefio primero. Como antes, este limite inferior ¢ se hereda de padres a hijos. A
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medida que extraemos subarboles de la cola, verificamos si su valor ¢ excede a r, en cuyo caso detenemos
el proceso completo y ya se sabe que todos los subarboles restantes contienen elementos irrelevantes.

La Figura 4.33 presenta el algoritmo.

BUusquedaNN (Arbol a, Query ¢, Vecinos requeridos k)

1. Q <+ {(a,méx(0,d(q,a) — R(a)))} /* subarboles prometedores */
2. A « 0 /* mejor respuesta hasta ahora */

3. r 4 o0

4. While @ no sea vacia

5. (b,t) < elemento en @ con el t mas pequeno

6. Q « Q-{(}

7. IT t>r Break /* criterio global de parada */

8. A« AU {(bd(gb)}

9. If A =k+1

10. (c,mazd) <+ elemento en A con maxzd mas grande
11. A +« A—{(c,mazd)}

12. If A=k

13. (¢, maxd) <+ elemento en A con maxd mas grande
14. r <+ maxd

15. dmin — 00

16. For v; € N(b) /* en orden creciente de timestamp *
17. mazr + méx {(d(q,v;) — d(g,v;))/2,j > i}

18. Q « Q U {(vi,méx{mazr, (d(g,:) — dmin)/2,d(q,v:) — R(vi)})}
19. dmin < min {dminad(Qavi)}

20. Informar la respuesta A

Figura 4.33: Algoritmo para buscar los & vecinos mas cercanos a g en un SA-tree dindmico. A es una cola de
prioridad de pares (hodo,distancia) ordenados por distancia creciente. ) es una cola de prioridad de pares
(nodo,lbound) ordenados por Ibound creciente.
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Capitulo 5
Eliminacion

Ya hemos propuesto un buen método para manejar inserciones en el SA-tree. En este capitulo propo-
nemos y analizamos experimentalmente distintos métodos para realizar eliminaciones. Mostramos que es
posible eliminar elementos en el SA-tree, pagando un bajo costo por permitir total dinamismo y manteniendo
aln una buena eficiencia de bisqueda.

El dinamismo completo no es comln en estructuras de datos métricas [CNBYMO01] (ver Seccion 2.5.1).
Aunque es bastante usual permitir inserciones eficientes, no ocurre lo mismo con las eliminaciones. En va-
rios indices uno puede eliminar algunos elementos, pero existen determinados elementos que nunca pueden
ser eliminados. Esto es particularmente problematico en el escenario de los espacios métricos, donde los
objetos podrian ser muy grandes (v.g. imagenes) y seria indispensable eliminarlos fisicamente. Nuestros
algoritmos permiten eliminar cualquier elemento de un SA-tree, lo cual es destacable para una estructura de
datos cuya concepcion original fue marcadamente estatica [Nav02].

5.1. Acerca de Encontrar el Elemento a Eliminar

Para eliminar un elemento z, el primer paso es localizarlo en el arbol. A diferencia de la mayoria de las
estructuras de datos clasicas, en nuestro SA-tree hacer esto no es equivalente a simular la insercion de = y
ver a donde nos guia en el arbol. La razén es que el arbol era diferente cuando se insertd x. Si z se insertara
de nuevo, podria elegir ir por un camino diferente en el arbol, el cual no existia al momento de la primera
insercion.

Una solucibn elegante a este problema es realizar una blsqueda por rango con radio cero, es decir, una
consulta de la forma (z,0). Esto es razonablemente barato y nos llevara por todos los lugares en el arbol
donde se podria haber insertado a z.

Por otro lado, es dependiente de la aplicacion si esta busqueda es o0 no necesaria. La aplicacion podria
retornar informacion cuando se inserta un objeto en la base de datos. Esta informacion podria contener
un puntero al correspondiente nodo del arbol, y agregando en el arbol punteros al padre permitiriamos
ubicar el camino sin costo adicional (en términos de evaluaciones de distancia). Otra opcion posible es que
la aplicacion conozca el timestamp de insercion del elemento a eliminar, porque en ese caso se lo puede
buscar como si se lo fuera a insertar (obviando los elementos mas nuevos cuando se busca el camino por
donde meterse).Asi, en lo que sigue, no consideramos la localizacion del objeto como parte del problema de
eliminacion, aunque hemos mostrado como hacerlo, de varias maneras, si es necesario.
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5.2. Primeras Opciones Analizadas

Hemos analizado varias alternativas para eliminar elementos de un SA-tree dinamico. Desde el comienzo
hemos descartado la opcion trivial de marcar al elemento como eliminado sin eliminarlo realmente. Como
se explico, esta solucion probablemente sea inaceptable en la mayoria de las aplicaciones. Entendemos que
el elemento tiene que ser eliminado fisicamente. Podemos, si lo deseamos, mantener su nodo en el arbol,
pero no el objeto en si mismo.

Claramente una hoja del arbol siempre se puede remover sin ninguna complicacion, asi que nos ocupa-
remos de como remover nodos internos del arbol.

5.2.1. Nodos Ficticios

Nuestra primera alternativa para eliminar un elemento z es dejar su nodo en el arbol (sin contenido) y
marcarlo como eliminado. LIamamos a estos nodos ficticios. Aungue es poco costoso y simple al momento
de la eliminacion, debemos ver ahora como llevar a cabo una blsqueda consistente cuando algunos nodos
no contienen objetos.

La Figura 5.1 muestra la situacion antes (arriba) y después (abajo) de eliminar el elemento p4 del arbol,
usando la técnica de marcarlo como nodo ficticio.

Bésicamente, si el nodo b € N (a) es ficticio, no tenemos suficiente informacion para poder evitar entrar
en el subarbol de b cuando hemos alcanzado a a. Asi no podemos incluir a b en la minimizacion y debemos
entrar siempre a su subarbol (excepto si podemos usar el timestamp de b para podar la busqueda).

Si analizamos la misma situacion sobre la alternativa de timestamp puro (ver Seccion 4.1.4), podriamos
considerar la minima distancia desde la query ¢ a los elementos en N(A(a)) que son més viejos que b (es
decir, los elementos contra los que se compar6 b cuando se insert6 en el arbol) como una cota estimada de la
distancia entre la query gy b. O sea, des; = min{d(g, c),c € N(A(a))A timestamp(c) < timestamp(b)}.
Asi entrariamos al subarbol de b so6lo si se cumple que des < dimin + 27. En nuestra version de timestamp
con aridad limitada no podemos incluir a a en la minimizacion y por consiguiente tampoco a N(A(a)).

La bUsqueda realizada al momento de la insercion, por otro lado, tiene que seguir s6lo un camino en
el arbol. En este caso, se es libre de elegir insertar el nuevo elemento en cualquier vecino ficticio del nodo
actual, o en el vecino mas cercano no ficticio. Sin embargo, una buena politica es tratar de no incrementar
el tamafio de los subarboles cuya raiz es un nodo ficticio, porque eventualmente estos subarboles se deberan
reconstruir (ver Seccion 5.4).

Asi, aunque la eliminacién es simple, se degrada el proceso de blsqueda.

5.2.2. Reinsertando Subarboles

Una idea muy difundida en el area de blsqueda en espacios Euclideos es que eliminar y reinsertar los
elementos de una pagina de disco es beneficioso porque, con mas elementos en el arbol, el espacio puede
agruparse mejor. Seguimos este principio ahora para obtener un método con eliminaciones méas costosas,
pero con buen desempefio de blsqueda.

Cuando se elimina un nodo z, desconectamos el subarbol con raiz z del &rbol principal. Esta operacion
no afecta la correctitud del resto del arbol, pero ahora tenemos que reinsertar los subarboles cuyas raices son
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t=11

Figura 5.1: Ejemplo de una situacion posible previa (arriba) y posterior (abajo) a la eliminacion del elemento
po en un SA-tree dinAmico, usando la técnica de nodos ficticios.

los nodos de N (z). Para hacerlo eficientemente tratamos de reinsertar subarboles completos, siempre que
sea posible.

Para reinsertar un subarbol con raiz y, seguimos los mismos pasos que si insertaramos un nuevo objeto
y Yy encontramos el punto de insercion a. La diferencia es que suponemos que y es un objeto “gordo” con
radio R(y). Podemos elegir poner el sub&rbol completo con raiz y como un nuevo vecino de a sblo si
d(y,a) + R(y) es menor que d(y, b) para cualquier b € N(a). Similarmente, podemos elegir bajar por el
vecino ¢ € N(a) sblo si d(y, c¢) + R(y) es menor que d(y, b) para cualquier b € N (a). Cuando ninguna de
estas condiciones se cumple, estamos forzados a dividir el subéarbol con raiz y en sus elementos: uno es el
elemento y y los otros son los subarboles con raices en N (y). Una vez dividido el subarbol, continuamos el
proceso de insercion con cada uno de los componentes por separado.

Cada vez que insertamos un nodo o un subarbol, obtenemos un timestamp nuevo para el nodo o la raiz
del subarbol. Los elementos dentro del subarbol obtendran sus nuevos timestamps manteniendo el ordena-
miento relativo dentro de los elementos del subarbol. La manera mas sencilla de hacerlo es suponer que los
timestamps se almacenan relativos a los de su padre. De este modo, no se tiene que hacer nada. Necesitamos,
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sin embargo, almacenar en cada nodo el diferencial maximo de tiempo almacenado en el subarbol, para ac-
tualizar adecuadamente a CurrentTime cuando se reinserta un subarbol completo. Durante el proceso de
insercion esto se hace facilmente y por simplicidad se omite en el pseudocodigo.

Durante la reinsercion, también modificamos los radios de cobertura de los nodos a del arbol atravesa-
dos. Cuando insertamos un subarbol completo tenemos que sumar d(y, a) + R(y), lo que es mayor que lo
necesario. Mas aln, esto ocurre aunque finalmente debamos descomponer el subarbol y terminar insertando-
lo elemento por elemento. Esto involucra un costo, en tiempo de blsqueda, por haber reinsertado un subarbol
completo de una sola vez.

La Figura 5.2 muestra la situacion antes (arriba) y después (abajo) de eliminar el elemento p4 del arbol,
usando la técnica de reinsercion de subarboles. Notar que a los elementos ps,p1o Y x Se les asigna un
nuevo valor de timestamp. En este ejemplo se desconecta el subarbol con raiz py y se reinsertan completos
los subarboles con raices ps y z. Cabe aclarar que antes de eliminar a po el radio de cobertura de a era
R(a) = d(a,p9) (py es el elemento méas distante desde a) y luego de la reinsercion de los subarboles
R(a) = d(a,p3) + d(ps,p10) que es mayor que lo necesario. Mostramos en la Figura 5.3 la situacion en el
espacio, con el radio de cobertura de a antes (izquierda) y después (derecha) de la reinsercion del subarbol
de P3.

Notar que puede parecer que, cuando buscamos el lugar para reinsertar los subarboles de un nodo z
eliminado, uno podria ahorrar tiempo comenzando la blsqueda en el padre de z; sin embargo, el arbol ha
cambiado desde el momento en que se cre6 el subarbol de z, y ahora pueden existir nuevas opciones.

La Figura 5.4 muestra el algoritmo para reinsertar un arbol con raiz y en un SA-tree dindmico con raiz
a. La eliminacion de un nodo x se hace primero localizandolo en el arbol (digamos, z € N(b)), luego
removiéndolo de N (b), y finalmente reinsertando cada subarbol y € N(z) usando ReinsertarT(a,y).

5.2.3. Reinsertando Subarboles Elemento por Elemento

La reinsercion de subarboles completos acarrea, en algunos espacios, un inconveniente adicional que
puede degradar el desempefio de la blsqueda. Si se debe reinsertar un subarbol con raiz y, el proceso
atraviesa un camino desde la raiz del &rbol hasta llegar a un punto en el que o reinserta el subarbol completo
o debe dividirlo, y reinsertar y y cada uno de los subarboles con raices en N (y). En cada uno de los nodos a
que atraviesa en ese camino actualiza, inevitablemente, R(a) a un valor posiblemente mayor que el necesario
(d(a,y) + R(y)). Esto provoca que dichos radios de cobertura puedan quedar sobredimensionados (aln si
no se logra reinsertar completo al subérbol).

Asi una alternativa, similar a la anterior, que no provoca sobredimension en los radios de cobertura es
reinsertar de a uno los elementos del subarbol con raiz y. En este caso la blsqueda tiene un mejor desempefio,
aunqgue no asi la eliminacion.

La situacion antes y después de eliminar al elemento p4 en el arbol que se mostrd en Figura 4.25, usando
esta técnica, produce exactamente el mismo arbol que se muestra en la Figura 5.2 (arriba). En este caso se
destaca que R(a) no varia antes y después de la eliminacion.

El algoritmo para realizar la reinsercion elemento por elemento se consigue variando el algoritmo de
Figura 5.4. El nuevo algoritmo se muestra en Figura 5.5. El proceso de eliminacién en este caso es el mismo
que ya se describi6 anteriormente.

Para considerar como afectan las eliminaciones al costo de blsqueda, buscamos sobre un indice que
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Figura 5.2: Ejemplo de una situacion posible previa (arriba) y posterior (abajo) a la eliminacion del elemento
po en un SA-tree dinamico, usando reinsercion de subarboles.

contiene la mitad de los elementos de la base de datos. Esta mitad se construye insertando mas elementos
y luego eliminando suficientes elementos para dejar el 50 % del conjunto en el indice. Asi, comparamos la
blsqueda sobre conjuntos del mismo tamafio donde un porcentaje de los elementos se ha eliminado para
dejar el conjunto de ese tamafio. Por ejemplo, 30% de eliminaciones significa que se insertaron 80000
elementos y luego se eliminaron 30000, de manera tal de dejar 50000 elementos (la mitad del conjunto).

La Figura 5.6 muestra los costos de las blsquedas sobre el espacio de vectores de dimension 5 con
distribucién uniforme descripto en Seccion 2.4.1, cuando se eliminan los porcentajes de la base de datos
que se indican (izquierda). Claramente las blsquedas se degradan a medida que aumenta el nimero de
elementos eliminados. Mostramos también el resultado de un experimento en el que corregimos, luego de las
eliminaciones, los radios de cobertura de todos los elementos del arbol (derecha). Como se puede observar
el comportamiento de las blsquedas mejora un poco, pero no del todo, por las razones que consideraremos
en la Secci6n 5.3.
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Figura 5.3: Radio de cobertura R(a) antes (izquierda) y después (derecha) de la reinsercion del subarbol
con raiz ps el SA-tree dindmico de Figura 5.2, usando reinsercion de subarboles.

ReinsertarT (Nodo a, Nodo y)

1. If |N(a)| < MazArity Then M + {a} UN(a) Else M « N(a)

2. ¢+ argming,,d(b,y)

3. ¢ ¢+ argming s g.,3d(b,y)

4. IF d(c1,y) + R(y) < d(ce,y) Then /* mantener completo el subarbol */
5. R(a) < méx{R(a),d(a,y) + R(y)}

6. IT ¢; =a Then /* reinsertarlo aqui */

7. N(a) < N(a) U{y}

8. time(y) < CurrentTime /* el subarbol se corre automaticamente */
9. Else ReinsertarT (¢, y) /* bajar */

10. Else /* dividir el subarbol */

11. For z € N(y) Do ReinsertarT (a, 2)

12. N(y) « 0, R(y) « 0

13. ReinsertarT (a, y)

Figura 5.4: Algoritmo para reinsertar un subérbol con raiz y en un SA-tree dindmico con raiz a.

Optimizacion

Una optimizacion al proceso de reinsercion de subarboles utiliza més inteligentemente los timestamps.
Supongamos que z seré eliminado, y sea A(z) el conjunto de los ancestros de z, es decir, todos los nodos en
el camino desde la raiz a z. Para cada nodo c que pertenece al subarbol con raiz = tenemos que A(z) C A(c).
Asi, cuando se insertd el nodo ¢, se compar6 contra todos los vecinos de cada nodo en A(z) cuyo timestamp
fuera menor que el de ¢. Usando esta informacion podemos evitar evaluar las distancias a esos nodos cuando
los revisitamos al momento de reinsertar c. Es decir, cuando buscamos el vecino mas cercano a ¢, sabemos
que el que esta en A(x) esta mas cerca de ¢ que cualquier otro vecino mas viejo, asi tenemos que considerar
s6lo los mas nuevos. Notar que esto es valido mientras que reentremos por el mismo camino donde z fue
insertado previamente. Esta optimizacion también es aplicable al método de reinsercion de a elementos.

Otra optimizacion posible

El problema que persiste en la eliminacion de elementos, aln en la opcién que reinserta elemento por
elemento, es que los radios de cobertura pueden quedar sobredimensionados, pues nunca se reduce para
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ReinsertarE (Nodo a, Nodo y)

1. If |N(a)| < MazArity Then M + {a} UN(a) Else M « N(a)
2. N« N(y) /* mantener la vecindad de y */
3. N(y)«0, Ry)«0

4. ¢ ¢ argming,,d(b,y)

5. R(a) ¢ mx{R(a),d(a,y)}

6. If ¢ =a Then /* reinsertarlo aqui */

7. N(a) + N(a) U {y}

8. time(y) < CurrentTime

9. Else ReinsertarE (¢, y) /7* bajar */

10. for ze N do ReinsertarE (a, z)

Figura 5.5: Algoritmo para reinsertar elemento por elemento un subérbol con raiz y en un SA-tree dindmico
con raiz a.

Costo de Consulta por elemento for n = 50000 vectores, dim. 5, Ar. 4 Costo de Consulta por elemento for n = 50000 vectores, dim. 5, Ar. 4
8000

8000

7000 [ 7000

6000 [ 6000
5000 [ 5000
4000 4000

3000 [ 3000

0% eliminado
10% eliminado ——

0% eliminado
10% eliminado ——

2000 2000

Evaluaciones de distancia
Evaluaciones de distancia

20% eliminado —— | 20% eliminado —— |
1000 30% eliminado —s— 1000 30% eliminado —s—
0 ‘ 40% eliminado —=— 0 ‘ 40% eliminado —=—
0.01 0.1 1 0.01 0.1 1
Porcentaje recuperado de la base de datos Porcentaje recuperado de la base de datos

Figura 5.6: Costos de blsqueda para distintos porcentajes eliminados de la base de datos, en el espacio
vectorial de dimensibn 5, sin corregir los radios de cobertura (izquierda) y corrigiéndolos (derecha).

reajustarse por el subarbol eliminado.

Si eliminamos un elemento z, cada ancestro a € A(z) para el cual = era el elemento mas distante en su
subérbol tendr& posiblemente su R(a) sobredimensionado.

Durante la eliminacion de z podemos llevar a cabo el siguiente proceso. Sea b el padre de z, recalculamos
R(b) como R(b) = min{d(b,v)+R(v),v € N(b)—{x}} y para cada ancestro a € A(z)—{b} recalculamos
R(a) = min{d(a,v) + R(v),v € N(a)}. Esto no recupera los radios optimos, pero los puede mejorar.

Cabe aclarar que para llevar a cabo esta optimizacion no son necesarios nuevos calculos de distancia,
porque todas las distancias involucradas se han debido calcular durante la basqueda por rango (z, 0) reali-
zada para localizar a z en el arbol.

Esta optimizacion no se ha tenido en cuenta en los experimentos que se muestran en el capitulo, porque
no esperamos que mejoren significativamente los tiempos de basqueda (ver por ejemplo los resultados que
muestra la Figura 5.6).
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5.2.4. Analisis

El costo promedio de la reinsercion de un subarbol es como sigue. Suponemos por simplicidad que rein-
sertamos los elementos de a uno, que el arbol tiene siempre aridad A y que esta perfectamente balanceado.
En ese caso en el nivel 0 hay un subérbol con los n elementos, en el nivel 1 hay A subérboles con (n—1)/A
elementos cada uno, y en general en el nivel i del arbol hay A? subarboles con (n — ((A* —1)/(A—1)))/A?
elementos cada uno. Como hay n subarboles posibles y el maximo nivel que se alcanza es h = log 4(n(A —
1) + 1) — 1, se puede deducir que el tamafio promedio de un arbol aleatoriamente elegido S(n) es:

h Al (n— ((AF — _ i
Sty = A=A -D/(4-1)/4
i=0

=0
_ (kD 1 N4
o n n ZZ:; (A-1)
h
= (h+1) n(A_l).Z(AZ 1)
=0
= (h+1) - (nn_(jih_t)l)
B 1 (h+1)
= (h+1)— (A—1) Jrn(A—l)
 og(m(A—1) 4 1) 114 1ogA(n(An—(j)_+1)1) —14+1 N 1_ :
= s (n(A - ) 414 P

= log,n+ O(1)

Entonces, como el tamafio promedio de un subérbol aleatoriamente elegido es log 4 n (1 + o(1)) y cada
una de las (re)inserciones cuesta A log 4 n (1+ o(1)) (ver Seccion 4.2.1), el costo promedio de eliminacion
es (A log% n) (14+0(1)). Esto es mucho méas costoso que una insercion. En el analisis no hemos considerado
las posibles optimizaciones, que nos permiten ahorrar algunas evaluaciones de distancia, porque el costo
cambiaria s6lo en un factor constante. La mejora podria llegar en promedio a (A4/2) log% n (1 + o(1)).

5.3. Reconstruccion de Subarboles

El estudio de las opciones de reinsercion muestran que a medida que crece el nimero de eliminaciones
la blsqueda se degrada, lo cual se supone que se mantendra con el tiempo. En parte se debe a la inevitable
sobredimension de los radios, pero no es la (nica razon tal como lo muestra la Figura 5.6. Es bastante grave
que las bisquedas se degraden a medida que se insertan y borran elementos, porque no es sélo un problema
de cantidad de elementos eliminados sino también de estabilidad en el tiempo.
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Otra opcion analizada, que persigue no degradar las blsquedas, es la siguiente. Supongamos que de-
bemos borrar un elemento z que es hijo de a, al desaparecer = de N(a) sabemos que los elementos més
jovenes que z, en el subarbol de a, se compararon contra x para decidir su punto de insercion. Por lo tan-
to, estos elementos ante la falta de = podrian elegir otro camino si se reinsertaran nuevamente en el arbol.
Entonces, podemos recuperar del subarbol de a todos los elementos més jovenes que z (es decir, aquellos
con timestamp mayor) y reinsertarlos en el arbol, dejando el arbol tal como hubiese quedado si = no hubiera
existido nunca.

Si los elementos mas jovenes que x se reinsertan como elementos totalmente nuevos, o sea si se les
actualiza su timestamp, no quedaria méas remedio que buscarles el punto apropiado de reinsercion comen-
zando desde la raiz del arbol (este elemento se consideraria mas nuevo que todos los elementos presentes en
el arbol). Sin embargo, si les mantenemos su timestamp el punto apropiado de reinsercion se puede buscar
a partir de a y asi nos ahorrariamos todas las comparaciones que se deben realizar para llegar hasta a. Pero,
para que las reinserciones se realicen correctamente, debemos reinsertar los elementos en el mismo orden
en que lo hicieron originalmente; es decir, que la secuencia de reinserciones debe ser por orden creciente de
timestamp.

La Figura 5.7 muestra la situacion de los elementos del subarbol de a respecto del timestamp de =

- Elementos mas viejos que x
l:l Elementos mas vigjos y mas nuevos que x
:] Elementos mas nuevos que x

Figura 5.7: Ejemplo de donde se encuentran los elementos del subérbol con raiz a, de acuerdo a su times-
tamp, respecto del timestamp de =

En esta opcion entonces debemos recuperar todos los elementos méas jovenes que z desde el subarbol de
a, desconectarlos de donde estan ubicados, ordenarlos en orden creciente de timestamp y reinsertarlos de a
uno, buscando su punto de reinsercion a partir de a.

La Figura 5.8 muestra los costos de eliminacion (izquierda) y de blsqueda (derecha) al eliminar la
cantidad de elementos que se indica, sobre el espacio de vectores de dimension 5. Se puede observar que las
blsquedas no se degradan a medida que aumenta el nimero de elementos eliminados, a diferencia de lo que
ocurria, para este espacio, al usar el método de reinsercion de a elementos (ver Figura 5.6). Por otro lado,
las eliminaciones son mucho mas costosas.

La Figura 5.9 muestra el algoritmo que permite recuperar del subarbol de a todos los elementos méas
jovenes que z. Por simplicidad en el codigo denotamos con 7'(b) al conjunto de elementos en el subarbol con
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Costo de Eliminacion para n = 50000 vectores, dim. 5, Ar. 4 Costo de Consulta por elemento para n = 50000 vectores, dim. 5, Ar. 4
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Porcentaje eliminado de la base de datos Porcentaje recuperado de la base de datos

Figura 5.8: Costos de eliminacion (derecha) y blsqueda (izquierda) para el método de reconstruccion de
subarboles para distintos porcentajes de elementos eliminados.

raiz b. La Figura 5.10 ilustra el proceso de reconstruccion del subarbol, el cual invoca a RecuperarTS(a, z),
de acuerdo a esta técnica.

RecuperarTS (Nodo a, Nodo z)

1. Q@ « {a} , T « 0

2. While @ no sea vacia

3. b « primer elemento de @
4. Q + Q—{b}

5. For v € N(b)

6. If timestamp(v) > timestamp(xz) Then
7. N() « N(b)—{v}
8. T <« T U T({)

9. Else

10. Q + Q U {v}

11. Return T

Figura 5.9: Algoritmo para recuperar del subarbol con raiz a todos los elementos méas jovenes que x € N(a).

El problema que persiste también en este método es que los radios de cobertura pueden quedar sobredi-
mensionados, pues nunca se reduce para reajustarse por el elemento eliminado. Es decir, si eliminamos un
elemento z, cada ancestro a € A(z) para el cual z era el elemento mas distante en su subarbol tendra po-
siblemente su R(a) sobredimensionado. A pesar de ello, este problema no parece afectar demasiado a las
blsquedas, ya que no se degradan significativamente a medida que se eliminan mas elementos.

5.3.1. Analisis

Supongamos que tenemos un arbol de aridad A completamente balanceado con n elementos y ya sa-
bemos que en ese caso la altura maxima del arbol es h = log4(n(A — 1) + 1) — 1. Existen n posibles
raices de subarboles a eliminar, o sea hay n posibles posiciones para z. Si el elemento a eliminar es la raiz
del arbol éste es un caso extremo que ocurre con probabilidad 1/n y en ese caso la reconstruccion realiza
casi el mismo trabajo que se realiz6 para construir el arbol, o sea nA log 4 n (ver Seccion 4.2.1). Multipli-
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ReconstruirTS (Nodo a, Nodo z)
T <« RecuperarTS (a,z)
Ordenar T, en orden creciente de timestamp
N(a) + N(a)—{z}
For veT
Insertar (a, v) /* sin modificar su timestamp */

abhwdNPR

Figura 5.10: Algoritmo para reconstruir el subarbol con raiz a en un SA-tree dindmico, luego de la elimina-
cionde z € N(a).

cando esto por la probabilidad 1/n de que ocurra, nos da un aporte de O(log 4 n) al costo promedio total,
que como veremos es de orden inferior. En otro caso, supongamos que el nodo a eliminar se encuentra en
el primer nivel del arbol: hay A nodos posibles y al eliminar cualquiera de ellos se deberia reconstruir el
arbol completo, reinsertando en promedio (n — 1) /2 elementos (considerando que la mitad de los elementos
seran mas jovenes) y cada reinsercion costaria a lo sumo A h comparaciones. Si z esté en el nivel 2, hay A2
posibilidades para z, y en ese caso se deberéan reinsertar (n — (A + 1))/2A elementos y cada reinsercion
costaria A(h — 1). En el caso general, si z esta en el nivel 4 + 1 hay A**! posibilidades para z, se deberan
reinsertar (n — (A**! —1)/(A — 1))/2A" elementos y cada reinsercion costaria A(h — i) comparaciones.

Planteamos ahora la siguiente formula para obtener el costo promedio de una reconstruccion R(n). En
el siguiente desarrollo se excluye, por simplicidad, el caso particular de eliminar la raiz del arbol (como
dijimos aportaba un término de orden inferior a la suma).

A (A ) /(A- 1)

R(n) = s 5 A A (h—1)
1=0
42 hol (A1 — 1) .
= (T ) )
1=0
A2 h—1 ' A2 h—1 ) '
S M EUEE e I SRR
1=0 1=0
A% h(h—1) A2 = -
= —. - Ny (AT — b — AT 1)
2 2 2n(A-1) P
A2 A2 o 2 h(h—1)
A2 A? N P
A? A? 3h h? h+1-n
= - — . (ph-==_ _ A - Dn-1)+—-—-- "=
g =) 2n(A—1) (”h 2 2 <(h =)+ —— ))
_ A—2h(h—1)— A%h +3A2h—|—A2h2+A3(h—1)+A3(n—1)+A3(h+1—n)
4 2(A-1) dn(A —1) 2n(A—-1) 2n(A-1) 2n(A —1)2

A
= 7" log? n + O(log 4 n)
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Por lo tanto, el costo medio de reconstruccion de subarboles es (42 /4) log? n (14 o(1)) que es efecti-
vamente mas costoso que la reinsercion de a elementos (o de subarboles), diferencia que aumenta a medida
que aumentamos la aridad del arbol.

5.4. Combinando Métodos

Tenemos cuatro métodos. El uso de nodos ficticios elimina elementos sin costo pero degrada el desem-
pefio de la bOsqueda del arbol. La reinsercion de subarboles y de a elementos hacen una reinsercion de
subarbol costosa, pero tratan de mantener la calidad de la busqueda del arbol. La reconstruccion de subarbo-
les hace una reconstruccion alin mas costosa, pero logra que la blsqueda no se degrade. Observar que el
costo de reinsertar un subarbol, o de reconstruirlo, no seria muy diferente si contuviera nodos ficticios, con
lo cual eliminariamos varios nodos ficticios (recordar que se crea uno por cada eliminacién) al precio de
una sola reinsercion o reconstruccion. La idea general es entonces dejar que aparezcan varios nodos ficticios
y luego eliminarlos todos con una Gnica reinsercion o reconstruccion, balanceando entre los extremos de
dejar los nodos ficticios para siempre y de nunca permitir que existan, y amortizando asi el alto costo de la
reinsercion o de la reconstruccién sobre muchas eliminaciones.

Nuestra idea es asegurar que cada subarbol tenga a lo sumo una fraccion « de nodos ficticios®. Decimos
que tales subarboles son “compensados”. Cuando marcamos un nuevo nodo como ficticio, verificamos si no
tenemos una descompensacion. En ese caso, se borra z y se reinsertan sus subérboles. La Unica diferencia
€S que nunca reinsertamos un subarbol cuya raiz sea un nodo ficticio, sino que descomponemos el subarbol
y descartamos la raiz ficticia.

Surge una complicacion al remover el subarbol con raiz  porque se pueden descompensar varios ances-
tros de z, alin si = fuera sélo una hoja que puede removerse directamente, y aln si el ancestro no tiene como
raiz un nodo ficticio. La Figura 5.11 muestra dos ejemplos de situaciones posibles al eliminar un elemento
z del arbol. A la izquierda se ilustra la situacion en la que si usamos un factor « = 1/3 se descompensan
todos los ancestros de = (A(z)). A la derecha aparece un arbol en el que si usamos un factor & = 1/6 se
descompensan el nodo z (ficticio) y sus ancestros no ficticios. Los nodos resaltados son los nodos ficticios

del arbol.
Q

LIRS

Figura 5.11: Un ejemplo de &rbol en el que si se elimina el nodo x se descompensan todos sus ancestros.

1En algunos casos hablamos del porcentaje o de nodos ficticios permitidos, respecto del total de nodos del arbol, en lugar de
expresarlo como la fraccion.
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Entonces, optamos por una solucién simple. Buscamos el ancestro mas bajo b de = que se haya descom-
pensado y reinsertamos o reconstruimos todo el subarbol con raiz b. Reinsertamos subarboles completos
s6lo cuando ellos no contengan nodos ficticios para que esta reinsercion mejore la compensacion del arbol
en general. En el caso de la reconstruccion de subarboles o de la reinsercion elemento por elemento sblo
consideramos los nodos no ficticios en el proceso. A pesar de que pareceria mas apropiado buscar el ances-
tro mas alto de z que se haya descompensado y reinsertar o reconstruir su subarbol, esta opcién aumenta
considerablemente el costo de la reinsercion o reconstruccion (multiplicamos aproximadamente por A la
cantidad de elementos a reinsertar cada vez que subimos un nivel). Ademas es posible que al reinsertar los
elementos del subérbol con raiz b algunos elementos vuelvan a elegir el mismo camino y asi compensen a
los ancestros descompensados de b.

El resultado es que no garantizamos realmente que la fraccion de ficticios sea inferior a «, aunque
en general se cumple. Por ejemplo, observamos que en el espacio de vectores de dimensién 15, usando un
a = 30 %, eliminando el 10 % de los elementos el o “real” es 2.2 %, eliminando el 20 % es 3.9 %, eliminado
el 30% es 5.5% y eliminando el 40 % alcanza el 6.6 %; lo que claramente es menor que el « elegido como
parametro.

La técnica combinando con reinsercion tiene un buen desempefio, aln si reinsertamos los elementos
uno por uno (en lugar de subarboles completos). Si tuviéramos la garantia de reinsertar un subarbol sblo
cuando una fraccion « de sus elementos son ficticios, esto significaria que si m fuera el tamafio del subarbol
a reconstruir, pagariamos m(1 — «) reinserciones por cada ma eliminaciones hechas en el subarbol. De
aqui, el costo amortizado de una eliminacion seria a o sumo (1 — «)/« veces el costo de una insercion, es
decir, ((1 — a)/a) Alog 4 n. Hacemos un razonamiento similar para la combinacion de reconstruccion de
subarboles con nodos ficticios: reconstruimos un subérbol sélo cuando una fraccion « de sus elementos son
ficticios, esto significa que si m fuera el tamafio del &rbol a reconstruir, pagariamos en promedio Am(1 —
«)/2 reinserciones por cada ma eliminaciones realizadas en ese subarbol. Asi llegamos a que el costo
amortizado de una eliminacion seria ((1 — «)/a) A?log 4 n.

Asintoticamente, el arbol trabajaria como si permanentemente tuviera una fraccion « de nodos ficticios.
Por lo tanto, podemos controlar el balance entre costos de blsqueda y de eliminacién. Notar que nodos
ficticios puros se corresponde a « = 100 % Y reinsercion de subérboles pura (0 de a elementos pura o
reconstruccion de subarboles pura) corresponde a o = 0 %.

5.4.1. Comparacion Experimental

Comparemos ahora los cuatro métodos para realizar eliminaciones sobre el espacio del diccionario de
palabras en Inglés (descripto en Seccibn 2.4.3), sobre el espacio de vectores de dimension 15 y sobre el
espacio de vectores de dimension 5 con distribucion uniforme (la descripcion de estos espacios se encuentra
en Seccion 2.4.1).

Mostramos los resultados de dos tipos de experimentos.

(a) Creamos el arbol con el 90% de los elementos de la base de datos (reservando el 10 % restante
aleatoriamente elegido para las consultas), eliminamos un 10 % de los elementos (también elegidos
aleatoriamente) y luego consultamos con el 10 % de los elementos que habiamos reservado.

(b) Creamos el arbol con un 60%,...,90% de los elementos de la base de datos (reservando el 10 %
restante aleatoriamente elegido para las consultas), eliminamos suficientes elementos para dejar el
50 % del conjunto en el indice y luego realizamos las consultas.
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El experimento tipo (b) lo realizamos, tal como se describid en Seccion 5.2.3, para considerar como
afectan las eliminaciones al costo de blsqueda, buscando sobre un indice que contiene la mitad de los
elementos de la base de datos. Asi, comparamos la blsqueda sobre conjuntos del mismo tamafio donde un
porcentaje de los elementos se ha eliminado para dejar el conjunto de ese tamafio. En este caso, por ejemplo,
30 % de eliminaciones significa que se insertaron 49335 elementos y luego se eliminaron 14801, de manera
tal de dejar 34534 elementos (la mitad del conjunto), para el diccionario de 69069 palabras en Inglés.

La Figura 5.12 muestra los costos de eliminacion para el primer tipo de experimento en el que elimi-
namos sélo un 10 % de los elementos de la base de datos, para el espacio de palabras y para el espacio de
vectores de dimension 15. La Figura 5.13 muestra los costos de las eliminaciones para el otro tipo de experi-
mento. En ambos casos mostramos los costos de reinsercion completa (es decir, reinsertando los subarboles
después de cada eliminacion), con y sin la optimizacion final propuesta. Como se puede observar, ahorra-
mos cerca del 50 % de los costos de eliminacion con la optimizacion. También mostramos que raramente
se pueden reinsertar subarboles completos, porque reinsertar los elementos de a uno tiene el mismo costo
(las gréaficas de reinsercion de subarbol y reinsercion de a elementos optimizada coinciden). Asi se podria
usar el algoritmo simplificado sin sacrificar mucho. También mostramos el método combinado con o =
1%, 3% y 5% (Figura 5.12). En la Figura 5.13 mostramos valores mayores de «, desde 0% (reinsercion
completa) hasta 100 % (nodos ficticios puros), como asi también porcentajes mas grandes de eliminaciones
(s6lo usaremos de ahora en mas la version optimizada de reinserciones).

Se puede observar que, alin con reinsercion completa, el costo de eliminacion individual no es tan alto.
Por ejemplo, en el diccionario de Inglés, el costo de insercion promedio es cercano a 58 evaluaciones de
distancia por elemento. Con el método optimizado cada eliminacion cuesta cerca de 173 evaluaciones de
distancia, es decir, 3 veces el costo de una insercion. El método combinado mejora sobre éste: usando « tan
pequefio como 1 % tenemos un costo de eliminacion de 65 evaluaciones de distancia, que se acerca al costo
de las inserciones, y con a=3 % éste se reduce a 35.

Costo de Eliminacion para n = 69069 palabras, Aridad 16 Costo de Eliminacion para n = 100000 vectores, dim. 15, Ar. 16
2500 —_— ; ; ; 2500 —_— ; ;
Reinsercion de subarbol — Reinsercion de subarbol
Reinsercion de subarbol (opt) —— Reinsercion de subarbol (opt) ——

Reinsercion de a elemento (opt) —=—
2000 |- Comb. -- 1% nodos ficticios (opt) —e—
Comb. -- 3% nodos ficticios (opt) —=—
Comb. -- 5% nodos ficticios (opt) ——

Reinsercion de a elemento (opt) —=—
2000 |- Comb. -- 1% nodos ficticios (opt) —e—
Comb. -- 3% nodos ficticios (opt) —=—
Comb. -- 5% nodos ficticios (opt)

1500 1500 -

1000 1000

500 500

Evaluaciones de distancia x 1000
Evaluaciones de distancia x 1000

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Porcentaje eliminado de la base de datos Porcentaje eliminado de la base de datos

Figura 5.12: Costos de eliminacion usando diferentes métodos, al eliminar un 10 % de los elementos.

La Figura 5.14 muestra la comparacion de los costos de eliminacion entre el método de reconstruccion
de subéarboles y el de reinsercion de a elementos (derecha). Se puede observar que los costos de reconstruir
son muy elevados aln en relacion con reinsertar de a uno los elementos del subarbol. Se muestra también
que a medida que crece la aridad del arbol el costo de la reconstruccion aumenta (izquierda). En ambos
casos se ha considerado el espacio de vectores de dimension 15.

Comparamos los métodos eliminando diferentes porcentajes de la base de datos para que se aprecie no
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Costo de Eliminacion para n = 34534 palabras, Aridad 16 Costo de Eliminacion para n = 100000 vectores, dim. 15, Ar. 16

4500 T 6000
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Figura 5.13: Costos de eliminacion usando diferentes métodos al eliminar hasta un 40 % de los elementos.
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Figura 5.14: Costos de eliminacion para el método de reconstruccion de subarboles.

s6lo el costo de eliminacion por elemento sino también el efecto acumulativo de las eliminaciones sobre la
estructura (por ej. por la sobredimension de los radios de cobertura).

La Figura 5.15 muestra los costos de eliminacion para los distintos valores de « para aridades 16 y 32
en el espacio de vectores de dimension 15. Se puede observar en este caso que el costo de reconstruccion
pura es muy elevado, pero en cuanto permitimos un valor de @« = 1% los costos de eliminacion bajan
considerablemente.

Consideraremos ahora el comportamiento de las blsquedas luego de eliminarle elementos al arbol. La
Figura 5.16 muestra algunos resultados. Como se puede ver alin con reinsercion pura (o = 0%) la calidad
de la bUsqueda se degrada, aunque apenas perceptiblemente y no mon6tonamente con el nimero de elimi-
naciones realizadas. A medida que « crece, los costos de blsqueda se incrementan debido a la necesidad
de entrar en cada hijo de los nodos ficticios. La diferencia en costos de blsqueda deja de ser razonable tan
pronto como a = 10 %, y de hecho es significativo alin para o = 1 %. Asi uno tiene que elegir el correcto
balance entre costos de eliminacion y blsqueda dependiendo de la aplicacion. Un buen balance para palabras
esa=1%.

La Figura 5.17 muestra los datos para permitir comparar el cambio en los costos de blsqueda a medida
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Figura 5.15: Costos de eliminacion combinando reconstruccion de subarboles con nodos ficticios.

que crece el « para el espacio de las palabras (arriba) y para el espacio de vectores con distribucion uniforme
de dimension 15 (abajo).

La Figura 5.18 muestra algunos resultados para el método combinado con reconstruccion de subarbol
para el espacio de vectores de dimension 15. Como se puede ver en este caso aln considerando un valor de
a = 10 % la calidad de la bGsqueda no se degrada significativamente con el nimero de eliminaciones reali-
zadas. A medida que « crece es de esperar que los costos de blsqueda se incrementen debido a la necesidad
de entrar en cada hijo de los nodos ficticios, pero es evidente que la reconstruccion de subarboles logra un
mejor desempefio en estos casos que las combinaciones con reinsercion de subarbol o de a elementos. La
diferencia en costos de blsqueda deja de ser razonable tan pronto como « = 30 %, pero de hecho no es
significativo para los o menores. Asi uno tiene que elegir el correcto balance entre costos de eliminacion y
blsqueda dependiendo de la aplicacion. Un buen balance para vectores de dimension 15 es o = 10%. La
Figura 5.19 permite comparar el cambio en los costos de blsqueda a medida que crece el « (para el mismo
espacio y método anterior).

La Figura 5.20 muestra los costos de busqueda al eliminar usando el método combinado de reconstruc-
cibn de subarboles con nodos ficticios para el espacio de vectores de dimension 5. Arriba mostramos los
costos de bsqueda al eliminar el 10 % (izquierda) y 40 % (derecha) de la base de datos como se compor-
tan los distintos valores de «. Abajo comparamos los costos de blsqueda para los diferentes porcentajes
eliminados para o = 1% (izquierda) y o = 10 % (derecha).

5.5. Analisis de las Alternativas

Como se ha podido observar, existen distintas opciones para realizar eliminaciones en un SA-tree dinami-
co. La opcion presentada en Seccidn 5.2.1 (nodos ficticios) tiene la ventaja de lograr eliminar un elemento
sin costo, pero al momento de las bsquedas su desempefio es pobre. Esto la descarta para la mayoria de las
aplicaciones.

Por otra parte se analizaron dos opciones distintas de reinsercion de los subarboles del elemento elimi-
nado (Seccibn 5.2.2 y Seccion 5.2.3) y una opcibn de reconstruccion de subarboles (Seccion 5.3).

La primera trata de aprovechar el trabajo ya realizado cuando se insertaron los elementos, tratando de
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Costo de Consulta por elemento para n = 34534 palabras, Aridad 16, alfa = 0% Costo de Consulta por elemento para n = 34534 palabras, Aridad 16, alfa = 1%
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Figura 5.16: Costos de blsqueda usando el método de eliminacion que combina reinsercién con nodos
ficticios. A la izquierda el caso de « = 0%, y a la derecha de 1 %.

reinsertar subarboles completos. Esta técnica trata de minimizar los costos de la reinsercion, aunque no
siempre lo logra, respecto de reinsertar uno por uno los elementos; pero degrada la blsqueda en parte por la
posible sobredimension de los radios.

La segunda opcion de reinsercion en cambio reincorpora uno por uno los elementos considerandolos co-
mo si fueran totalmente nuevos. Esta técnica paga un precio mas alto por la reinsercion, aunque su blsqueda
se comporta mejor por no sobredimensionar los radios de cobertura debido a que reinserta uno por uno los
elementos.

La tercera opcion reconstruye el subarbol del padre del elemento eliminado, tratando de dejar el arbol tal
como hubiese sido si nunca hubiese existido dicho elemento. Esta técnica logra mantener el buen desempefio
de la blsqueda, pero a costa de un muy alto costo de reconstruccion.

Ambas opciones de reinsercién mejoran aplicando la optimizacion propuesta (basada en la informacion
que se tiene por conocer los timestamps de los elementos).

Ademas hay que tener en cuenta que en los experimentos realizados, sobre todos los espacios métricos
analizados, s6lo se logran reinsertar completos subarboles muy pequefios. Por lo tanto, el método que rein-
serta subarboles no logra mejorar significativamente el costo de eliminacion respecto del que reinsertaba
elemento por elemento y el desempefio de su bsqueda, en general, es peor.
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Costo de Consulta por elemento para n = 34534 palabras, Aridad 16, 10% eliminado Costo de Consulta por elemento para n = 34534 palabras, Aridad 16, 40% eliminado
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Figura 5.17: Costos de blsqueda usando el método de eliminacion que combina reinsercién con nodos
ficticios, comparando «. A la izquierda eliminamos el 10 % de la base de datos, a la derecha el 40 %.
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Costo de Consulta por elemento para n = 50000 vectores, dim. 15, Ar. 16, alfa=0% Costo de Consulta por elemento para n = 50000 vectores, dim. 15, Ar. 16, alfa = 1%
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Figura 5.18: Costos de blsqueda usando el método de eliminacion que combina reconstruccion con nodos
ficticios. A la izquierda los casos de o = 0% (arriba) y 3% (abajo), y a la derecha de 1% (arriba) y 10 %
(abajo).

Por otra parte, se presenta una alternativa en la Seccion 5.4 que intenta reunir en un parametro (c)
qué es mas significativo, si el costo de eliminacion o el de consulta. Cuando tomamos o = 100 % no
tenemos costo de eliminacion, pero pagamos un mayor precio en las blsquedas. Por el contrario, si tenemos
a = 0% pagamos un mayor precio por la eliminacion, pero intentamos beneficiar las bsquedas. Ademas,
esta combinacion de tener nodos ficticios y reinsercion se puede realizar con cualquiera de las dos formas
de reinsercion, y también con la técnica de reconstruccion de subarboles.

Finalmente consideramos que se obtienen mejores métodos combinando con nodos ficticios reinsercion
elemento por elemento (usando la optimizacion), y reconstruccion de subarboles. Aungue en cualquiera de
las dos combinaciones agregamos un parametro a sintonizar, no consideramos perjudicial su uso, porque
podemos tomarlo como @ = 0 % obteniendo el método de reinsercion o reconstruccion pura (segin sea el
caso); pero, si en alguna aplicacion particular es de interés bajar los costos de eliminacion a(in a costa de
tener posiblemente un mayor costo de blsqueda, se lo puede usar para adecuarse mas al comportamiento
deseado.

Para decidir entre usar reinsercion de a elemento o reconstruccion de subarboles hay que analizar si se
desea beneficiar las eliminaciones o las busquedas, ya que la reinsercion logra un mejor costo de eliminacién
a costa de degradar la bGsqueda, y la reconstruccion mejora el desempefio de las blsquedas a costa de
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Costo de Consulta por elemento para n = 50000 vectores, dim. 15, Ar. 16, elim. 10% Costo de Consulta por elemento para n = 50000 vectores, dim. 15, Ar. 16, elim. 20%
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Figura 5.19: Costos de blsqueda usando el método de eliminacion que combina reconstruccion con nodos
ficticios, comparando « y eliminando 10 %, 20 %, 30 % y 40 % de los elementos de la base de datos.
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Figura 5.20: Costos de blsqueda usando el método de eliminacion que combina reconstruccion con nodos
ficticios, comparando « y porcentajes eliminados de la base de datos.
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aumentar los costos de eliminacion. Pero como es de esperar que, en general, se realicen mas blsquedas en la
estructura que eliminaciones resulta mas adecuado el método combinado con reconstruccion de subarboles.
Ademas es bastante grave que las blsquedas se degraden a medida que se insertan y borran elementos,
porque no es solo un problema de cantidad de elementos eliminados sino también de estabilidad en el
tiempo.

La degradacion que sufren en la blsqueda los métodos que reinsertan subarboles o elementos, en parte
se debe a la sobredimension de los radios, pero tal como se evidencia en la Figura 5.6 ésta no es la Gnica
razbn. Creemos que la degradacion se debe también a que al eliminar un elemento z de los vecinos de
a se pierde la capacidad de usar la distancia a z durante la minimizacion, y que aunque al reinsertar su
subérbol algunos de sus elementos se ubiquen en N(a), ellos tendran menor posibilidad para disminuir mas
rapidamente el radio (por reinsertarse como vecinos mas jovenes en N(a)). Esto nos daria la razon por la
que en el método de reconstruccion de subarboles no se degrada la blsqueda a medida que crece el nimero
de elementos eliminados.

La Figura 5.21 muestra la comparacion entre los métodos de reinsercion de a elemento y reconstruccion
de subarboles para el espacio de vectores de dimension 15. Se han graficado en cada caso los costos de
eliminacién contra los de blsqueda para cada valor de «, para cuando se elimina el 10% o el 40% de
los elementos, y considerando las blsquedas por rango que recuperan el 0.01% y 1% de los elementos.
Se puede observar, por ejemplo, que cuando se elimina el 10% de los elementos de la base de datos el
método de reconstruccion de subarbol tiene mayores costos de eliminacion para lograr el mismo costo de
blsqueda que el método de reinsercion; pero, sin embargo, permite obtener costos de consulta menores (que
son imposibles de obtener con el método de reinsercion) si se pagan mayores costos de eliminacién. Por otro
lado, cuando el porcentaje de elementos eliminados es del 40 %, ya el método de reconstruccion ofrece un
mejor compromiso que el de reinsercion: el método de reconstruccion obtiene un mismo costo de bisqueda
a un menor costo de eliminacion.
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Compromiso para n = 100000 vectores, dim. 15, Ar. 16, Porc. 0.01%, 10% elim.
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Figura 5.21: Compromiso entre el método de reinsercion de a elemento y el método de reconstruccion
de subarboles, considerando el 10% (arriba) y para el 40 % de elementos eliminados (abajo) y para las
busqueda por rango que recuperan el 0.01 % (izquierda) y 1 % (derecha).
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Capitulo 6

Conclusiones

El proposito de esta tesis fue conseguir una estructura de datos dinamica y competitiva para blsqueda
en espacios métricos de alta dimensionalidad, las cuales no son muy comunes. Existen numerosas apli-
caciones reales en donde es necesaria una estructura de datos con dichas caracteristicas. En este capitulo
presentaremos, de manera general, lo que hemos logrado y lo que aiin nos queda por hacer en el futuro.

6.1. Aportes

La blsqueda en espacios métricos de alta dimensionalidad requiere de buenas estructuras de datos que
permitan realizar dichas blsquedas de manera eficiente, que sean razonables de construir y que admitan
dinamismo, es decir que se puedan construir incrementalmente y que sea posible eliminarles fisicamente
elementos.

El SA-tree ya ha demostrado ser muy competitivo en espacios métricos de alta o media dimensionalidad
(espacios “dificiles”) o para responder a consultas con baja selectividad, pero su principal desventaja es que
era una estructura de datos totalmente estatica, es decir para su construccion se debian conocer de antemano
todos los elementos de la base de datos y luego no se lo podia modificar. Por lo tanto, esto la convertia en
poco Util para muchas de las aplicaciones reales.

Asi, nuestro interés fue el de producir una version dinamica del SA-tree, con el fin de aprovechar sus
bondades y salvar su principal desventaja.

Por todo lo expresado anteriormente consideramos que los aportes mas relevantes de esta tesis son

= Hemos obtenido distintos algoritmos de insercion eficientes para el SA-tree y hemos mostrado que
existen mas alternativas que aquellas que aparecen en primera instancia. En particular, el algoritmo
propuesto finalmente nos permite construir incrementalmente el arbol con costos que mejoran am-
pliamente los costos del SA-tree original.

= Hemos logrado algoritmos de eliminacion o borrado eficientes en un SA-tree, aspecto no muy comdn
en las estructuras de datos existentes para bsqueda en espacios métricos.

= Logramos mantener la bisqueda eficiente y en algunos casos alin mejoramos su desempefio respecto
de la version original de SA-tree, esto Gltimo especialmente en dimensiones bajas.
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= Conseguimos una vision mas profunda de la estructura misma, lo que nos permitié descubrir la po-
sibilidad de relajar algunas condiciones, que se planteaban como necesarias para el SA-tree original,
manteniendo la correctitud de la estructura.

= Agregamos como parametro de la estructura la aridad, que es facil de sintonizar y que nos permite
adaptarla mejor a la dimension intrinseca del espacio métrico considerado. Otro parametro, la fraccion
maxima de nodos ficticios en el arbol, nos permite sintonizar costo de blsqueda versus costo de
eliminacion.

= El SA-tree original no tenia un buen desempefio en espacios métricos de baja dimension, ni en la
construccion ni en la blsqueda, lo que también hemos logrado superar con nuestro SA-tree dinamico,
haciéndolo mas competitivo en esta area.

= Hemos salvado todas las debilidades del SA-tree original, y asi, nuestro nuevo SA-tree dinamico se
presenta como una estructura de datos practica y eficiente que se puede utilizar en un espectro mas
amplio de aplicaciones, mientras mantiene las buenas caracteristicas de la estructura de datos original.

= Otro aspecto interesante en nuestra nueva estructura es que, ademas de haber demostrado un com-
portamiento competitivo, da la posibilidad de que se puedan realizar blsquedas por proximidad (de
cualquier tipo) considerando un estado anterior de la base de datos (si no consideramos los borrados).
Para esto basta con controlar cada vez que se alcanza un subarbol si su timestamp es menor que el
deseado. Si es asi se procede de acuerdo a la blsqueda correspondiente, en otro caso (si el times-
tamp es mayor que el tiempo limite) se descarta todo el subarbol ya que, como ya se vi6 todos sus
descendientes tendran un mayor timestamp y no tenemos interés en ellos.

= Aunque nuestros resultados son aplicables principalmente al SA-tree, algunos de ellos podrian ser
aplicables a otras estructuras.

Creemos que esta tesis constituye un aporte valioso al desarrollo y comprension del problema de busque-
da en espacios métricos, ademas de proveer estructura para blsqueda por proximidad muy competitiva y
totalmente dinamica, tanto en espacios métricos de alta dimensién como en los de baja.

Cabe mencionar aqui también que los principales resultados de nuestro trabajo han sido publicados en
[Nav02, NRO1, RHNO1, HRBY 102, NR02a, RN02, NR02b].

6.2. Trabajos Futuros

A continuacién enunciamos algunas de las posibles extensiones a nuestra estructura y algunas lineas de
aplicacion, a algunas de ellas pensamos dedicarnos dentro del plan de doctorado, otras ya se estan desarro-
llando:

= Dedicarnos a hacer que el SA-tree trabaje eficientemente en memoria secundaria. En ese caso seran
relevantes tanto el nimero de evaluaciones de distancia como el de accesos a disco. Una solucion
simple es tratar de almacenar subarboles completos en paginas de disco para minimizar el nimero de
paginas leidas durante la bisqueda. Nuestro SA-tree dindmico tiene una relacion interesante con esto,
no solo porque la parte alta del &rbol es solo de lectura, sino también porque el pardmetro de la aridad
del arbol nos permite hacer que los vecinos entren en una pagina de disco.
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Estudiar mas a fondo la alternativa de eliminacion que usa reconstruccion de subarboles, que es muy
prometedora y se podria mejorar. Por ejemplo, se podria recordar qué subarboles estan iguales antes
y después de la reconstruccion, de modo que al reentrar a ellos, si no han cambiado, no sea necesario
recalcular dénde insertar el elemento, sino que se pueda ponerlo donde estaba antes.

Desarrollar una version paralela del SA-tree dindmico. Este trabajo se ha comenzado a desarrollar por
un alumno de Mauricio Marin, de la Universidad de Magallanes (Chile), como su trabajo de fin de
carrera.

Desarrollar una estructura de datos dinamica e hibrida para blsqueda en espacios métricos, que com-
bine la aproximacion espacial con técnicas de particiones basadas en pivotes. Este trabajo lo esta de-
sarrollando actualmente Diego Arroyuelo como su trabajo final de la Licenciatura en Cs. de la Com-
putacion en esta Universidad, bajo la direccion de Gonzalo Navarro y la codireccion de Nora Reyes.

Continuar con algunos de los aspectos que requieren mas estudio. Por ejemplo: estudiar si es posi-
ble elegir el mejor punto de insercion para un elemento, desde el punto de vista de las blsquedas, o
determinar en una eliminacion si se reconstruye 0 no como un compromiso entre el costo de reali-
zar la reconstruccion del subarbol y los beneficios o perjuicios que se producirian en las blsquedas
posteriores; s6lo por mencionar algunos de ellos.

Analizar si es posible resolver eficientemente un conjunto de queries, estructurandolo y aprovechando
la aproximacion espacial, para obtener un mejor desempefio que haber realizado las queries de a una.

Estudiar si es posible aplicar nuestro SA-tree dinamico para resolver eficientemente queries sobre
bases de datos métricas como por ejemplo los “join espaciales” o los “join multiway”.

Analizar si es posible usar el SA-tree como el indice que soporte un tipo de datos métrico en una base
de datos relacional, lo que implica resolver problemas de control de concurrencia, recuperacion frente
a fallas, planes de acceso, solucién de consultas (en especial el “join” ya mencionado) y memoria
secundaria (ya mencionado).
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Apéndice A

Resultados Experimentales

Mostramos aqui algunos resultados experimentales que permiten apreciar mas completamente el com-
portamiento de nuestro SA-tree dinamico. Para ello, analizamos mas en detalle algunos resultados para los
distintos tipos de espacios métricos considerados en los experimentos (descriptos en la Seccion 2.4.1, Sec-
cibn 2.4.2 y Seccion 2.4.3).

A.1. Construccion Incremental

En los experimentos de construccion se construye el arbol incrementalmente, con el 10 %, 20 %, ...,
100 % de los elementos de la base de datos.

Vamos a analizar los resultados obtenidos para los espacios métricos utilizados. En todos los casos al
menos hemos realizado la generacion del SA-tree dinamico con las aridades 4, 8, 16 y 32.

A.1.1. Espacios Vectoriales

Mostramos ahora los costos de construccion para los distintos espacios vectoriales considerados en la
Seccion 2.4.1. En todos estos espacios hemos utilizado la distancia L.

La Figura A.1 muestra la comparacion de los costos de construccion para los espacios vectoriales con
distribucion uniforme considerando dimensiones 5, 10, 15 y 20. Cada espacio consta de 100000 vectores.

Como se puede observar, en todos los casos las aridades bajas son las que obtienen menor costo de
construccién. Mas alin, para casi todas las aridades consideradas se obtiene un menor costo de construccion
que el del SA-tree original. La Unica excepcion ocurre en el espacio de dimension 5, que so6lo la construccion
con aridad 32 es mas costosa que la version estatica.

A modo ilustrativo, se muestran en la Tabla A.1.1 las aridades maximas del SA-tree original para cada
espacio vectorial considerado:

La Figura A.2 ilustra la comparacion entre los costos de construccion para los espacios de vectores
generados usando una distribucion de Gauss (de media 1 y varianza 0,1), considerando dimensiones 5, 10,
15y 20. Cada espacio posee 100000 vectores.
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Figura A.1: Comparacion entre costos de construccion incremental y estatica para espacios vectoriales con

distribucion uniforme en el cubo unitario.

Espacio métrico Aridad maxima
Vectores distr. uniforme, dim. 5 10
Vectores distr. uniforme, dim. 10 22
Vectores distr. uniforme, dim. 15 44
Vectores distr. uniforme, dim. 20 60
Vectores distr. Gauss, dim. 5 10
Vectores distr. Gauss, dim. 10 24
Vectores distr. Gauss, dim. 15 44
Vectores distr. Gauss, dim. 20 80
Vectores distr. Gauss, dim. 101 (200 clusters) 79
\ectores de imagenes, dim. 20 34

Tabla A.1: Aridades maximas del SA-tree original para los distintos espacios vectoriales considerados.
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Costo de Construccion para n = 100000 vectores, dim. 101 Costo de Construccion para n = 40700 vectores, dim. 20
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Figura A.3: Comparacion entre costos de construccion incremental y estatica para espacios vectoriales con
distribucion de Gauss en dimension 101 (derecha) y para vectores de caracteristicas de imagenes de la NASA
en dimension 20 (izquierda).

En el espacio vectorial con distribucion de Gauss vemos que nuevamente aparece la misma situacion,
se obtienen costos de construccion menores a medida que bajamos la aridad maxima; y en todos los casos,
salvo en dimension 5y con aridad 32, se supera a la version original.

A la derecha de la Figura A.3 se muestran los costos de construccion para el espacio de vectores de
100000 con distribucion de Gauss de dimension 101 y considerando 200 clusters. Este espacio es de muy
baja dimension intrinseca (el histograma es menos concentrado que el de un espacio con distribucion uni-
forme). En este espacio la version estatica no se adapta razonablemente a la dimensién porque alcanza una
aridad maxima de 79; por lo tanto, la version dindmica a(n para aridad 32 la supera ampliamente.

A laizquierda de la Figura A.3 se muestran los costos de construccion para el espacio de 40700 vectores
de caracteristicas, en dimension 20, de imagenes de la NASA.

A.1.2. Diccionarios

Para estos espacios la funcion de distancia utilizada es la distancia de edicion que es discreta. La Figu-
ra A.4 muestra la comparacién para los diccionarios de Inglés (69069 palabras), de Espafiol (51789 pala-
bras), de Francés (138257 palabras) y de Italiano (116879 palabras).

Se puede observar que en todos los casos mejoramos los costos de construccion usando aridades 4, 8 y
16. Con aridad 32 son mayores los costos que los del SA-tree estatico, salvo para el diccionario en Espafiol.

Las aridades méximas del SA-tree estéatico son: 25 para el diccionario en Inglés, 22 para Espafiol, 25
para Francés y 20 para ltaliano.

A.1.3. Espacio de documentos

La Figura A.5 muestra el resultado de los experimentos para el espacio de documentos descripto en
Seccion 2.4.2.
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Figura A.4: Comparacibn entre costos de construccion incremental y estatica para diccionarios de palabras
en diferentes idiomas.
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Figura A.5: Comparacion entre costos de construccion incremental y estética para el espacio de documentos.
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A.1.4. Analisis de los resultados

Podemos observar que en todos los experimentos las aridades mas bajas logran los mejores costos de
construccion y que a medida que crece la aridad crece también el costo de construccion del arbol.

Claramente la aridad se vuelve un pardmetro importante a la hora de controlar los costos de construccion.

Hemos logrado, como se puede observar, un buen método de construccion incremental del SA-tree,
porque bajamos los costos de construccion considerablemente (tanto en espacios de alta dimensionalidad
como en los de baja).

A.2. Bulsquedas

Realizamos numerosos experimentos para comprobar el desempefio de las blsquedas por rango y de
k-vecinos mas cercanos de nuestra version dinamica del SA-tree, comparadas contra la version estatica.

En los experimentos de blsqueda, ya sea por rango o de vecinos mas cercanos construimos el arbol con
el 90 % de los elementos y luego consultamos con el 10 % restante (elegidos aleatoriamente); salvo para el
caso del espacio de documentos, en el que creamos la estructura con 25860 documentos y luego consultamos
con los 100 elementos restantes (elegidos aleatoriamente).

Las consultas por rango se hacen con radios que permiten recuperar el 0.01%, el 0.1% y el 1% de la
base de datos para los espacios que utilizan funciones de distancia continuas y radios 1, 2, 3y 4 para cuando
se utilizan funciones de distancia discretas.

Para las consultas por los k-vecinos mas cercanos tomamos para & los valores: 1, 10 y 100. Cuando & es
1 estamos respondiendo las consultas 1-NN.

Para algunos espacios no pondremos las comparaciones para las consultas de vecinos mas cercanos,
porque basta con observar los resultados de la blsqueda por rango para ver si el método es bueno o no para
competir contra la version estatica en ese espacio.

A.2.1. Espacios vectoriales

La Figura A.6 muestra la comparacion para los espacios de vectores con distribucion uniforme, consi-
derando las dimensiones de 5, 10, 15y 20.

Claramente en el espacio de dimension 5 (baja dimension intrinseca) mejoramos significativamente no
solo los costos de construccion sino también los de blsqueda, ain para aridad 32. En dimensién 10 con
cualquiera de las aridades obtenemos mejor desempefio en las blsquedas. Por otro lado en dimensiones 15y
20 (dimensiones altas) con aridades grandes (16 y 32 para dimension 15, y 32 para dimension 20) superamos
o0 igualamos los costos de blsqueda de la version estatica.

La Figura A.7 muestra los costos de bGsqueda de los k-vecinos méas cercanos para los espacios con
distribucion uniforme en dimension 15y 20.

En la Figura A.8 se muestran los costos de blsqueda por rango y en la Figura A.9 los costos de las
blsquedas de los k-vecinos mas cercanos, para los espacios de vectores generados con distribucion de Gauss,
en dimensiones 5, 10, 15y 20.
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Costo de Consulta por elemento para n = 100000 vectores, dim. 5 Costo de Consulta por elemento para n = 100000 vectores, dim. 10

18000 T 55000 T
50000
e Rt
g o 45000
i) I
3 2 40000
[} ()
o kel
0 o 35000
Q Q
c c
Ee] o
8 g 30000
= =
[ " © .
> Estatico > 25000 Estatico
@D 4000 Aridad 4 —=— | o Aridad 4 —=—
Aridad 8 —— Aridad 8 —e— |
2000 Aridad 16 —s— | 20000 Aridad 16 —s—
Aridad 32 —=— Aridad 32 —=—
0 . 15000 .
0.01 0.1 1 0.01 0.1 1
Porcentaje recuperado de la base de datos Porcentaje recuperado de la base de datos
Costo de Consulta por elemento para n = 100000 vectores, dim. 15 Costo de Consulta por elemento para n = 100000 vectores, dim. 20
85000 T 90000 T
80000 88000
8 ©
S 75000 g
& £ 86000
B S
o 70000 ©
o kel
0 o 84000
Q Q
& 65000 5
g S 82000
= =
g 60000 Estatico [ Estatico
w Aridad 4 —=— w Aridad 4 —=—
55000 Aridad 8 —— 1 80000 Aridad 8 —e— |
Aridad 16 —e— Aridad 16 ——
Aridad 32 —=— Aridad 32 —=—
50000 . 78000 .
0.01 0.1 1 0.01 0.1 1
Porcentaje recuperado de la base de datos Porcentaje recuperado de la base de datos

Figura A.6: Comparacion de costos de blsqueda por rango en espacios vectoriales con distribucion unifor-
me.
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Figura A.7: Comparacion de costos de blusqueda de k-vecinos méas cercanos en espacios vectoriales con
distribucion uniforme.
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Costo de Consulta por elemento para n = 100000 vectores, dim. 5 Costo de Consulta por elemento para n = 100000 vectores, dim. 10
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Figura A.9: Comparacion de costos de busqueda de los k-vecinos mas cercanos en espacios vectoriales con
distribucion de Gauss.
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Figura A.10: Comparacion de costos de blsquedas por rango (izquierda) y de k-vecinos mas cercanos (de-
recha), en espacios vectoriales con distribucion de Gauss en dimension 101 y agrupados en 200 clusters.
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Figura A.11: Comparacion de costos de blsquedas por rango (izquierda) y de k-vecinos mas cercanos (de-
recha),en el espacio de vectores de caracteristicas de imagenes de la NASA en dimension 20.

En la Figura A.2.1 se muestra la comparacion de los dos tipos de consulta para el espacio vectorial
con distribucion de Gauss, en dimension 101 y constando de 200 clusters. Como se puede observar en este
espacio la mejora del SA-tree dindmico es considerable, las blsquedas en la version estatica cuestan apro-
ximadamente 5 veces mas. Esta diferencia hace mas evidente que al elegir una aridad pequefia mejoramos
mucho las blsquedas en espacios de baja dimension. Por lo tanto, en espacios de baja dimensién convienen
aridades pequefias porque cuestan menos la construccion y las busquedas.

La Figura A.11 muestra los costos de ambos tipos de consulta para el espacio de los vectores de carac-
teristicas de las imagenes de la NASA (dimension 20).
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Figura A.12: Comparacion de costos de blsqueda por rango en diccionarios de palabras en distintos idiomas.

A.2.2. Diccionarios

La Figura A.2.2 muestra los resultados para las blsquedas por rango, mientras que la Figura A.2.2
muestra los de las bUsquedas de vecinos mas cercanos, para los distintos diccionarios considerados.

A.2.3. Espacio de Documentos

Para evaluar los experimentos de blsqueda para este espacio, disminuimos el nimero de consultas a
realizar debido a los tiempos reales de procesamiento en los equipos disponibles. Por lo tanto, aqui se
realizaron 100 basquedas de documentos aleatoriamente elegidos, sobre un arbol construido con el resto de
la base de datos (25796 documentos).

La Figura A.14 muestra a la derecha los costos de blisquedas por rango para este espacio.
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Figura A.13: Comparacion de costos de busqueda de k-vecinos mas cercanos en diccionarios en distintos

idiomas.
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Figura A.14: Comparacion de costos de blsqueda por rango para el espacio de documentos y usando dis-
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A.2.4. Analisis de los resultados

Como se puede observar en todos los casos hemos conseguido mantener eficiente la bisqueda y en
algunos casos superar al SA-tree original, eligiendo adecuadamente la aridad maxima del arbol.

Ya hemos analizado que a menor aridad menor costo de construccion, pero la mejor aridad para las
blsquedas depende principalmente de la dimensidn del espacio. Espacios de alta dimensionalidad obtienen
mejores resultados con aridades altas y los de baja dimensionalidad con aridades pequefias.

Es importante observar que aunque no elijamos la mejor aridad para un SA-tree dindmico el precio a
pagar posteriormente en las blsquedas no es demasiado alto (ver por ejemplo la Tabla 4.1 y la Tabla 4.2).

A.3. Eliminaciones

Mostraremos aqui los experimentos realizados para algunos de los espacios métricos considerados, para
analizar como se comportan los distintos métodos de eliminacion.

Para los primeros experimentos construimos el arbol con el 90 % de los elementos de la base de datos,
reservamos el 10 % restante (elegido aleatoriamente) para las blsquedas y luego eliminamos un 10 % de los
elementos.

La Figura A.15 muestra los costos de eliminacion para el espacio de vectores de dimension 15 y para el
diccionario de palabras en Inglés, para aridades 16 y 32, comparando las técnicas de reinsercién de subarbol,
de a elemento, nodos ficticios y las técnicas combinadas con los « que se indican en cada caso.

La Figura A.16 muestra los costos de las blsquedas para el espacio de vectores de dimension 15y para el
diccionario de palabras en Inglés, para aridades 16 y 32, comparando las técnicas de reinsercién de subarbol,
de a elemento, nodos ficticios y las técnicas combinadas con los « que se indican en cada caso.

La Figura A.17 muestra la comparacion de los costos de eliminacion entre el método de reinsercion de a
elemento (con la optimizacion) y el de reconstruccion de subarbol para el espacio de vectores de dimension
15 (izquierda) y la comparacion del método de reconstruccion para las distintas aridades.

La Figura A.18 muestra la comparacion de los costos de eliminacion entre el método de reinsercion de a
elementos (con la optimizacion) y el de reconstruccion de subarbol para el espacio de vectores de dimension
101y 200 clusters (izquierda) y la comparacion del método de reconstruccion para las distintas aridades.

La Figura A.19 muestra los costos de las blsquedas para el espacio de vectores de dimension 15 (iz-
quierda) y para el de dimension 101 y 200 clusters (derecha) comparando las técnicas de reconstruccion de
subarbol, reinsercion de a elemento.

La Figura A.20 ilustra la comparacion de los costos de eliminacion del método combinado de recons-
truccion de subérbol y nodos ficticios para los distintos valores de « en el espacio de vectores de dimension
15 (izquierda) y el de dimension 101 y 200 clusters (derecha).

La Figura A.21 muestra los costos de las blsquedas para el espacio de vectores de dimension 15 (iz-
quierda) y para el de dimension 101 y 200 clusters (derecha) comparando el método combinado con recons-
truccion de subarbol para los distintos valores de a.

Para los siguientes experimentos construimos el arbol con distintos porcentajes de la base de datos
(50 %, 60 %,. ..,90 %) y eliminamos la cantidad de elementos necesarios para dejar el arbol con el 50 % de
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Figura A.15: Comparacion de costos de eliminacion de diferentes métodos para el espacio de vectores de
dimension 15 (arriba) y para el diccionario de Inglés (abajo), con aridades 16 y 32.
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Figura A.16: Comparacion de costos de blsqueda de diferentes métodos para el espacio de vectores de
dimension 15 (arriba) y para el diccionario de Inglés (abajo), con aridades 16 y 32.
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Figura A.17: Comparacion de los costos de eliminacion para el espacio de vectores de dimension 15 entre el
método de reinsercion de a elemento y reconstruccion de subarbol (izquierda) y comparacion para diferentes
aridades del método de reconstruccion de subarbol (derecha).
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Costo de Eliminacion para n = 100000 vectores, dim. 101, Ar. 4
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Figura A.18: Comparacion de los costos de eliminacion para el espacio de vectores de dimension 101 entre el
método de reinsercion de a elemento y reconstruccion de subarbol (izquierda) y comparacion para diferentes
aridades del método de reconstruccion de subarbol (derecha).
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Figura A.19: Comparacion de costos de busqueda de reinsercion de a elemento y reconstruccion de subarbol
espacio de vectores de dimension 15 (izquierda) y de dimension 101 (derecha).
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Costo de Eliminacion para n = 100000 vectores, dim 15, Ar. 16
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Figura A.20: Comparacion de costos de eliminacion para el

Costo de Eliminacion para n = 100000 vectores, dim 101, Ar. 4
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método combinado con reconstruccion de

subarbol usando diferentes valores de «, para el espacio de vectores de dimension 15 (izquierda) y de

dimension 101 (derecha).
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Figura A.21: Comparacion de costos de blsqueda del método

Porcentaje recuperado de la base de datos

combinado con reconstruccion de subarbol

para los diferentes valores de «, en el espacio de vectores de dimension 15 (izquierda) y de dimension 101

(derecha).
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Costo de eliminacion para n = 100000 vectores, dim. 15, Ar. 16 Costo de eliminacion para n = 100000 vectores, dim. 15, Ar. 32
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Figura A.22: Comparacion de costos de eliminacion de diferentes métodos para el espacio de vectores de
dimension 15 con aridades 16 y 32 (arriba) y para los diccionarios (abajo) de Inglés (izquierda) y de Francés
(derecha).

elementos de la base de datos. EI 10 % de los elementos, elegidos aleatoriamente, se reservan para realizar
las busquedas que permiten evaluar el efecto acumulativo de las eliminaciones sobre la estructura. Es muy
importante verificar que las eliminaciones no degraden significativamente el proceso de blsqueda.

La Figura A.22 muestra los costos de eliminacion para el espacio de vectores de dimension 15 (arriba) y
para los diccionarios (abajo) de Inglés usando aridad 16 (izquierda) y de Francés usando aridad 32 (derecha),
comparando las técnica combinada con reinsercion de a elemento para los distintos valores de a que se
indican.

La Figura A.23 muestra los costos de las blsquedas para el espacio de vectores de dimension 15 usando
aridad 16 y considerando los distintos porcentajes de elementos eliminados, para la técnica combinada con
reinsercion de a elementos, comparando los diferentes valores de « y la version estatica. La Figura A.24
muestra los mismos resultados pero comparando el comportamiento para o = 0%, 1%, 10 % y 100 %, para
los diferentes porcentajes eliminados.

La Figura A.25 muestra los costos de bisqueda luego de eliminar un 10% y un 40 % de los elemen-
tos para los diccionarios de Inglés (arriba) y de Francés (abajo), comparando las técnica combinada con
reinsercion de a elemento para los diferentes valores de « y la version estética. La Figura A.26 muestra
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Costo de Consulta por elemento para n = 50000 vectores, dim. 15, Ar.16, 10% elim. Costo de Consulta por elemento para n = 50000 vectores, dim. 15, Ar. 16, 20% elim.
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Figura A.23: Comparacion de costos de blsqueda para los distintos porcentajes de elementos eliminados
usando el método combinado de reinsercion de a elemento para el espacio de vectores de dimension 15 con
aridad 16.
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Costo de Consulta por elemento para n = 50000 vectores, dim. 15, Ar. 16, alfa = 0% Costo de Consulta por elemento para n = 50000 vectores, dim. 15, Ar. 16, alfa = 1%
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Figura A.24: Comparacion de costos de busqueda para o =0 %, 1%, 10 % y 100 % considerando los distin-
tos porcentajes de elementos eliminados usando el método combinado de reinsercion de a elemento para el
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espacio de vectores de dimension 15 con aridad 16.
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Costo de Consulta por elemento para n = 34534 palabras, Ar. 16, 10% elim. Costo de Consulta por elemento para n = 34534 palabras, Ar. 16, 40% elim.
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Figura A.25: Comparacion de costos de blsqueda para 10 % y 40 % de elementos eliminados usando el
método combinado de reinsercion de a elemento para el diccionario de Inglés (arriba) y de Francés (abajo).

los mismos resultados pero comparando el comportamiento para a = 0%, 1%, 10% y 100 %, para los
diferentes porcentajes eliminados para el diccionario de Inglés y la Figura A.27 para el de Francés.

Consideramos ahora dos espacios de baja dimension, el de vectores de dimension 5 con distribucion
uniforme y el de dimension 101 y 200 clusters con distribucion de Gauss. La Figura A.28 muestra los
resultados obtenidos para 10 % y 40 % de elementos eliminados comparando los distintos valores de «;, en
el método combinado de reinsercion de a elemento, en el espacio de vectores de dimension 5y la Figura A.29
muestra el mismo analisis en el espacio de vectores de dimension 101.

La Figura A.30 compara los costos de busqueda para o = 0%, 1%, 10% y 100 % , al eliminar los
distintos porcentajes de elementos para el espacio de vectores de dimension 5. La Figura A.31 realiza la
misma comparacion para el espacio de vectores de dimension 101.

Como se puede observar, en este tipo de espacio el comportamiento para los distintos valores de « no
es el que se espera y ademas se puede observar que las blsquedas se degradan a medida que aumenta el
nimero de elementos eliminados.

La Figura A.32 muestra la comparacion de los costos de eliminacion entre el método de reinsercion de a
elemento (con la optimizacion) y el de reconstruccion de subarbol para el espacio de vectores de dimension
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Costo de Consulta por elemento para n = 34534 palabras, Aridad 16, alfa = 0% Costo de Consulta por elemento para n = 34534 palabras, Aridad 16, alfa = 1%
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Figura A.26: Comparacion de costos de busqueda para o =0 %, 1%, 10 % y 100 % considerando los distin-
tos porcentajes de elementos eliminados usando el método combinado de reinsercion de a elemento para el
diccionario de Inglés con aridad 16.
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Costo de Consulta por elemento para n = 69128 palabras, Ar. 32, alfa = 0%
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Costo de Consulta por elemento para n = 69128 palabras, Ar. 32, alfa = 1%
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Figura A.27: Comparacion de costos de blsqueda para oo =0%, 1%, 10 % y 100 % considerando los distin-
tos porcentajes de elementos eliminados usando el método combinado de reinsercion de a elemento para el
diccionario de Francés con aridad 32.
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Figura A.28: Comparacion de costos de blsqueda para los distintos porcentajes de elementos eliminados
usando el método combinado de reinsercion de a elemento para el espacio de vectores de dimension 5 con

aridad 4.
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Costo de Consulta por elemento para n = 50000 vectores, dim. 101, Ar. 4, 10% elim.
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Figura A.29: Comparacion de costos de blsqueda para los distintos porcentajes de elementos eliminados
usando el método combinado de reinsercion de a elemento para el espacio de vectores de dimension 101
con aridad 4.

Costo de Consulta por elemento for n = 50000 vectores, dim. 5, Ar. 4, alfa = 0%
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Figura A.30: Comparacion de costos de busqueda para a =0 %, 1%, 10 % y 100 % considerando los distin-
tos porcentajes de elementos eliminados usando el método combinado de reinsercion de a elemento para el

espacio

de vectores de dimension 5 con aridad 4.
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Costo de Consulta para n = 50000 vectores, dim. 101, Ar. 4, alfa = 0%
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Figura A.31: Comparacion de costos de busqueda para o =0 %, 1%, 10 % y 100 % considerando los distin-
tos porcentajes de elementos eliminados usando el método combinado de reinsercion de a elemento para el
espacio de vectores de dimension 101 con aridad 4.
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Costo de Eliminacion para n = 100000 vectores, dim. 15, Ar. 16 Costo de Eliminacion para n = 100000 vectores, dim. 15, Ar. 32
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Figura A.32: Comparacion de los costos de eliminacion entre el método de reinsercion de a elemento y re-
construccion de subarbol para el espacio de vectores de dimension 15 (arriba) y para los espacios vectoriales
de baja dimensién (abajo), para el de dimension 5 (izquierda) y para el de dimensién 101 (derecha).

15 (arriba) usando aridades 16 y 32, y para los espacios de vectores de baja dimension (abajo), para el de
dimensibn 5 (izquierda) y para el de dimension 101 (derecha).

La Figura A.33 muestra los costos de las blsquedas para el espacio de vectores de dimension 15 usando
aridad 16 y considerando los distintos porcentajes de elementos eliminados, para la técnica combinada con
reconstruccion de subarbol, comparando los diferentes valores de «. La Figura A.34 muestra los mismos
resultados pero comparando el comportamiento para « = 0%, 1%, 10% y 100 %, para los diferentes
porcentajes eliminados.

La Figura A.35 muestra los resultados obtenidos para 10 % ,20 %, 30 % y 40 % de elementos elimina-
dos comparando los distintos valores de «, en el método combinado de reconstruccion de subéarbol, en el
espacio de vectores de dimension 5y la Figura A.36 muestra el mismo analisis en el espacio de vectores de
dimension 101.

La Figura A.37 compara los costos de bUsqueda para o = 0%, 1%, 10% y 100 % , al eliminar los
distintos porcentajes de elementos para el espacio de vectores de dimension 5. La Figura A.38 realiza la
misma comparacion para el espacio de vectores de dimensién 101.
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Figura A.33: Comparacion de costos de blsqueda para los distintos porcentajes de elementos eliminados
usando el método combinado de reconstruccion de subarbol para el espacio de vectores de dimension 15
con aridad 16.
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Costo de Consulta por elemento para n = 50000 vectores, dim. 15, Ar. 16, alfa = 0% Costo de Consulta por elemento para n = 50000 vectores, dim. 15, Ar. 16, alfa = 1%
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Figura A.34: Comparacion de costos de busqueda para o =0 %, 1%, 10 % y 100 % considerando los distin-
tos porcentajes de elementos eliminados usando el método combinado de reconstruccion de subarbol para
el espacio de vectores de dimension 15 con aridad 16.
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Costo de Consulta por elemento para n = 50000 vectores, dim. 5, Ar. 4, elim. 10% Costo de Consulta para n = 50000 vectores, dim. 5, Ar. 4, elim. 20%
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Figura A.35: Comparacion de costos de blsqueda para los distintos porcentajes de elementos eliminados
usando el método combinado de reconstruccion de subarbol para el espacio de vectores de dimension 5 con
aridad 4.
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Costo de Consulta para n = 50000 vectores, dim. 101, Ar. 4, elim. 10%
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3800
alfa = 0% —
alfa=1% ——
| alfa=3% ——
8700 alfa = 10% —e—
alfa = 30% ——
= 0,
3600 - alfa = 100% ]
3500 R
3400 R
3300 R
3200 .
0.01 0.1 1

Porcentaje recuperado de la base de datos
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Figura A.36: Comparacion de costos de blsqueda para los distintos porcentajes de elementos eliminados
usando el método combinado de reconstruccion de subarbol para el espacio de vectores de dimension 101
con aridad 4.
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Costo de Consulta por elemento para n = 50000 vectores, dim. 5, Ar. 4 Costo de Consulta por elemento para n = 50000 vectores, dim. 5, Ar. 4, alfa = 1%
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Figura A.37: Comparacion de costos de busqueda para o =0 %, 1%, 10 % y 100 % considerando los distin-
tos porcentajes de elementos eliminados usando el método combinado de reconstruccion de subarbol para
el espacio de vectores de dimension 5 con aridad 4.
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Costo de Consulta para n = 50000 vectores, dim. 101, Ar. 4, alfa = 0%
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Figura A.38: Comparacion de costos de busqueda para a =0 %, 1%, 10 % y 100 % considerando los distin-
tos porcentajes de elementos eliminados usando el método combinado de reconstruccion de subarbol para
el espacio de vectores de dimension 101 con aridad 4.
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Compromiso para n = 100000 vectores, dim. 5, Ar. 4, Porc. 0.01%, 10% elim. Compromiso para n = 100000 vectores, dim. 5, Ar. 4, Porc. 1.00%, 10% elim.
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Figura A.39: Compromiso entre el método de reinsercion de a elemento y el método de reconstruccion
de subarboles, considerando el 10% (arriba) y para el 40 % de elementos eliminados (abajo) y para las
blsqueda por rango que recuperan el 0.01% (izquierda) y 1% (derecha) para el espacio de vectores de
dimension 5.

La Figura A.39 muestra la comparacion entre los métodos de reinsercion de a elementos y de recons-
truccion de subarboles para el espacio de vectores de dimension 5. Se han graficado en cada caso los costos
de eliminacion contra los de blsqueda para cada uno de los valores de «, para cuando se elimina el 10 % o
el 40 % de los elementos y considerando las blsquedas por rango que recuperan el 0.01% y el 1% de los
elementos.

Para verificar si la degradacion que evidencia la blsqueda a medida que aumenta el nimero de elementos
eliminados se debe a la sobredimension de los radios de cobertura, realizamos el siguiente experimento:
tomando el caso de o = 0%, luego de las eliminaciones corregimos los radios de cobertura de todos los
nodos. Como se puede observar en la Figura A.40, para el espacio de vectores de dimension 101, que éste
no es el Gnico motivo porque la mejora obtenida no es muy significativa.

La Figura A.41 muestra la comparacion de los costos de las blsquedas para o = 0% con los radios de
cobertura corregidos para el espacio de vectores de dimension 5.

Se puede observar que en el espacio de vectores con distribucion de Gauss si se elimina el 10 % de
los elementos se desempefia mejor el @ = 100 % (nodos ficticios puros) que el a = 0% (reinsercion pu-
ra). En cambio al eliminar el 40% de los elementos se invierte completamente cuél es el mejor a, y se
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Costo de Consulta por elemento para n = 50000 vectores, dim. 101, Ar.4, 0.01% rec. Costo de Consulta por elemento para n = 50000 vectores, dim. 101, Ar.4, 0.10% rec.
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Figura A.40: Costos de basqueda usando diferentes porcentajes de nodos eliminados, comparando « y com-
parando para « = 0 % con los radios de cobertura corregidos para el espacio de vectores de dimension 101.
Arriba a la izquierda recuperamos el 0.01 % de la base de datos y a la derecha el 0.10 %. Abajo recuperamos
el 1% de la base de datos.
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Figura A.41: Costos de bisqueda usando diferentes porcentajes de nodos eliminados, comparando para
a = 0% con los radios de cobertura corregidos, para el espacio de vectores de dimension 5.
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Costo de busqueda para n = 50,000 vect. dim 101, Ar. 4, 0.01% rec. Costo de busgueda para n = 50,000 vect. dim 101, Ar. 4, 0.10% rec.
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Figura A.42: Costos de blsqueda usando diferentes porcentajes de nodos eliminados, comparando «. Arriba
a laizquierda recuperamos el 0.01 % de la base de datos y a la derecha el 0.10 %. Abajo recuperamos el 1%
de la base de datos.

aumenta la diferencia entre estas opciones extremas. Para tratar de entender mejor este comportamiento
tan arbitrario realizamos el siguiente experimento: generamos un nuevo espacio de vectores de dimension
101, con las mismas caracteristicas del anterior, pero con 130000 elementos, generamos el arbol con 50000,
60000.,. . .,120000 elementos y eliminamos la cantidad necesaria en cada caso para dejar s6lo 50000 elemen-
tos en el arbol, luego realizamos las bsquedas con los 10000 elementos restantes (elegidos aleatoriamente).
Por ahora s6lo comprobamos que si eliminamos porcentajes a(in mayores el comportamiento se estabiliza.
La Figura A.42 muestra para cada porcentaje de elementos que recuperan las blsquedas el comportamiento
para los distintos « respecto del nimero de elementos eliminados, agrupamos en este caso por el porcentaje
recuperado en las blsquedas.

En otros experimentos, realizamos varias veces inserciones, eliminaciones y blsquedas, para observar
como se comportaria el arbol en situaciones mas proximas a las que pueden ocurrir en aplicaciones reales.

En el primero de estos experimentos armamos el arbol con el 90 % de los elementos, reservando el 10 %
restante (elegido aleatoriamente) para las consultas y eliminamos y reinsertamos nuevamente varias veces
un 70 % de los elementos. La Figura A.43 muestra los resultados obtenidos sobre el espacio de vectores de
dimension 15 (arriba) y para los diccionarios (abajo) de Inglés (izquierda) y de Francés (derecha) usando
aridad 32 y usando el método de reinsercion de a elementos.
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Costo de Consulta por elemento para n = 100000 vectores, dim.15, Ar.32
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Figura A.43:; Costos de blsqueda eliminando y reinsertando nuevamente un 70 % de los elementos para
el espacio de vectores de dimension 15 (arriba) y para los diccionarios (abajo) de Inglés (izquierda) y de
Francés (derecha) usando aridad 32.
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Costo de Consulta por elemento para n = 90000 vectores, dim. 15, Ar. 32
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Figura A.44: Costos de busqueda eliminando 70000 elementos e insertando 70000 nuevos varias veces,
para el espacio de vectores de dimension 15 usando aridades 32 (arriba), 20 (abajo, izquierda) y 24 (abajo,
derecha).

Para el segundo de estos experimentos creamos el arbol con 90000 elementos, y varias veces eliminamos
70000, luego insertamos 70000 nuevos elementos, como siempre reservamos 10000 elementos (aleatoria-
mente elegidos) para realizar las blsquedas. La Figura A.44 muestra los resultados de este experimento
usando el método de reinsercion de a elementos para el espacio de vectores de dimension 15 y usando
distintas aridades.

125



