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Indexación Efectiva de Espacios Métricos
usando Permutaciones

En muchas aplicaciones multimedia y de reconocimiento de patrones es necesario
hacer consultas por proximidad a grandes bases de datos modelándolas como un espacio métrico,
donde los elementos son los objetos de la base de datos y la proximidad se mide usando una
distancia, generalmente costosa de calcular. El objetivo de un índice es preprocesar la base de
datos para responder consultas haciendo el menor número de evaluaciones de distancia.

Los índices métricos existentes hacen uso de la desigualdadtriangular para responder
consultas de proximidad, ya sea partiendo el espacio en regiones compactas o utilizando distancias
precalculadas a un conjunto distinguido de elementos. En esta tesis presentamos una nueva manera
de resolver el problema, representando los elementos como permutaciones. La permutación se
obtiene eligiendo un conjunto de objetos, llamadospermutantes, y considerando el orden relativo
en el que se ven los permutantes desde cada elemento a indexar.

Nuestra contribución principal es el haber descubierto quela proximidad entre ele-
mentos se puede predecir con mucha precisión midiendo la distancia entre las permutaciones que
representan esos elementos.

Una aplicación directa de nuestra técnica deriva en un método probabilístico simple
y eficiente: Se ordena la base de datos por proximidad de las permutaciones de los elementos
a la permutación de la consulta, y se recorre en ese orden. De la comparación experimental de
esta técnica contra el estado del arte, en diversos espaciosreales y sintéticos, se concluye que las
permutaciones son mucho mejores predictores de proximidadque las técnicas hasta ahora usadas,
sobre todo en dimensiones altas. Generalmente basta revisar una pequeña fracción de la base de
datos para tener un alto porcentaje de la respuesta correcta.

Otra aplicación menos directa de nuestra técnica consiste en modificar el algoritmo
exacto AESA, que por 20 años ha sido el índice más eficiente, entérminos de cálculos de dis-
tancia, para buscar en espacios métricos. Nuestra variante, iAESA, utiliza las permutaciones para
determinar el siguiente candidato a compararse contra la consulta. Los resultados experimentales
muestran que es posible mejorar el desempeño de AESA hasta en35 %. Esta técnica es adaptable
a otros algoritmos existentes.

Se aplicó nuestra técnica al problema de identificación de rostros en imágenes, y se
lograron resultados hasta ahora no alcanzados por los típicos algoritmos vectoriales usados en
estas aplicaciones. Asimismo, dado que nuestra técnica no aplica explícitamente la desigualdad
triangular, la probamos en algunos espacios de similaridadno métrica, obteniendo un índice que
permite la búsqueda por proximidad con resultados semejantes al caso de los espacios métricos.
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Capítulo 1

Introducción

La necesidad de procesar conjuntos de datos para obtener información ha estado pre-

sente en toda la historia de la humanidad. En 1963 nació el concepto de bases de datos, y en los

setentas elmodelo relacionalpara organizarlas [Cod70]. Este esquema continúa utilizándose en

las bases de datos tradicionales, donde es posible estructurar los datos en tuplas y después hacer

búsquedas por igualdad de campos en las tuplas. El modelo relacional ha resultado inmensamente

exitoso por su capacidad de modelar correctamente la realidad en muchas aplicaciones de procesa-

miento de datos durante décadas.

Sin embargo, con la mayor cantidad y variedad de informacióndisponible digitalmen-

te de las últimas décadas, han comenzado a aparecer aplicaciones que no se adaptan fácilmente al

modelo relacional, pues necesitan manipular datos llamados “no estructurados”. Entre los nuevos

tipos de datos podemos mencionar huellas digitales, secuencias de audio, música, secuencias bio-

lógicas, etc. A las bases de datos capaces de almacenar este tipo de información las llamaremos

“no tradicionales”.

En las bases de datos no tradicionales las búsquedas por igualdad ya no son posibles o

simplemente no tienen sentido porque difícilmente los objetos calzarán exactamente, por lo tanto,

la alternativa es labúsqueda por similaridad o proximidad. Este tipo de búsquedas consiste en

recuperar de una base de datos los objetos más semejantes o relevantes a uno de consulta dado.

Cuando se trata de miles o millones de objetos y/o la comparación entre ellos es cos-

tosa (en tiempo y/o recursos), hacer unabúsqueda secuencialresulta impensable, una alternativa

ante esto son los índices, que permiten localizar rápidamente los elementos relevantes.

Un claro ejemplo de la utilidad de un índice es un diccionariofísico, donde se tienen

miles de palabras que sería muy lento de encontrar si estuvieran desordenadas, en lugar de estar

ordenadas alfabéticamente. Lo mismo ocurre en las bases de datos en general, aunque construir un

índice no sea tan simple como ordenar lexicográficamente.
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Extracción de

Características

Objeto complejo Vector en 

varias dimensiones

Figura 1.1: Trasformación de un objeto (Ob j) a un vector de varias dimensionesRm.

Veamos un ejemplo donde se aplica la búsqueda por similaridad y los índices. Piense

en el proceso que debe realizar la policía internacional cuando quiere saber si un individuo (un

sospechoso, regularmente) ha entrado al país. Una forma de hacerlo es buscar su rostro en la base

de datos de todas las personas que entran al país. Considere que en la fotografía del sospechoso

puede haber gestos que hacen variar la imagen entre dos imágenes del mismo individuo, y por lo

cual es indispensable la búsqueda por similaridad. En un caso así, la base de datos tiene millones

de registros y comparar la base de datos completa (búsqueda secuencial) es mucho más lento que

una búsqueda con ayuda de un índice (búsqueda indexada).

Una parte importante de las bases de datos no tradicionales son las que almacenan

objetos multimediales como audio, video e imágenes. Las propuestas existentes para tratar este

tipo de información están, en su mayoría, basadas en extraerla información importante de los

objetos, y representar esta información usando vectores dealta dimensión. Esto se conoce como

extracción de características. Definimos la extracción de característicasδ como una transformación

de un objeto (Ob j) a un vector de múltiples dimensiones(Rm), esto es,δ : Ob j→Rm (véase la figura

1.1). Lasbases de datos multidimensionales(BDMD) almacenan conjuntos de estos vectores.

En las BDMD, una vez que se tienen los vectores asociados a cada objeto, la búsqueda

por similaridad se transforma en encontrar los vectores conmayor proximidad entre sí.

Generalmente, en las BDMD se emplean índices que aprovechanlas coordenadas de

cada vector (llamados índices para espacios multidimensionales o vectoriales). Estos índices pre-

sentan un buen rendimiento en dimensiones bajas (< 20). A medida que la dimensión aumenta su

rendimiento se degrada rápidamente. Esto es conocido como la maldición de la dimensionalidad

[CNBYM01]. En un intento por evitar esa maldición se ha propuesto otro tipo de índices como los

basados en las distancias entre objetos:índices para espacios métricos.

Antes de definir un espacio métrico es necesario enfatizar que existen bases de datos

donde simplemente no es posible transformar los elementos aespacios vectoriales. Un buen ejem-
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plo de son las secuencias de ADN, donde el único recurso para la búsqueda es la semejanza entre

una secuencia y otra.

Un espacio métrico está constituido por un conjunto de datos(por ejemplo: caras,

secuencias de audio, secuencias de ADN, etc.) y una función de distancia que evalúa la semejanza

entre dos elementos cualesquiera. Usualmente, la función de distancia es costosa de calcular (en

tiempo y/o recursos), comparada con el tiempo de CPU empleado en recorrer un índice y decidir

cuáles elementos son relevantes. De aquí que el objetivo de los algoritmos para la búsqueda por

similaridad en espacios métricos es resolver las consultasutilizando la menor cantidad posible de

comparaciones de distancia.

En los espacios métricos la función de distancia debe cumplir, entre otras propieda-

des, con la desigualdad triangular, la cual es empleada paraevitar comparaciones de distancia al

momento de resolver una consulta. En la práctica también sonde interés los espacios no métricos,

donde la desigualdad del triángulo no se garantiza, y por lo tanto no es posible evitar comparacio-

nes, sin embargo, es posible aproximar una respuesta. En esta tesis consideraremos ambos tipos de

espacios.

1.1. Aplicaciones

Existen muchas aplicaciones que utilizan el concepto de búsqueda por similari-

dad. Entre ellas podemos mencionar reconocimiento de patrones, recuperación de información y

biología computacional.

Reconocimiento de patrones. El propósito de un programa de reconocimiento de patrones es

analizar una escena en el mundo real tomada por un dispositivo (como un escáner) y llegar

a una descripción de la escena útil para completar alguna tarea. Por ejemplo, la aplicación

podría ser en una oficina de correos; la descripción, una serie de números que identifican

el código postal1; y la tarea, ordenar la correspondencia por regiones geográficas para su

distribución.

Básicamente el reconocimiento de patrones se realiza en tres etapas: la primera es la seg-

mentación de los objetos útiles en la entrada (por ejemplo sobre imágenes). La siguiente

etapa usualmente está destinada a eliminar el ruido de esos objetos que pudiera interferir en

su reconocimiento. En la etapa final se lleva a cabo la clasificación del objeto en una o más

categorías, y es aquí donde se requiere la búsqueda por similaridad, pues los objetos más

parecidos entre sí deberían tener la misma categoría.

1Los números pueden ser tomados con un escáner e identificadosusando reconocimiento de caracteresOCR(Optical
Character Recognition)
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Dentro del reconocimiento de patrones, existen un sinfín deaplicaciones en cuya etapa de

clasificación es indispensable la búsqueda por proximidad,entre ellas [DHS73] reconoci-

miento de voz, identificación de oradores, reconocimiento de firmas, de caras, de letras, etc.

Recuperación de información. La operación central en el proceso de recuperación de in-

formación (RI) es buscar en registrosno estructurados(o semi-estructurados) aquellos más

semejantes a uno de consulta. Un claro ejemplo de registro noestructurado es un documento

en lenguaje natural. Cuando se tienen grandes volúmenes de información en forma de texto,

las búsquedas usando índices son relevantes.

Un ejemplo típico de RI es un buscador en internet. Generalmente el usuario proporciona

un conjunto de palabras, que conforman una especie de “documento de consulta” y obtiene

como respuesta un conjunto de documentos ordenados por su relevancia (o similaridad) para

la consulta. Una forma de modelar un documento es verlo como un conjunto de palabras,

donde los pesos de los términos forman un vector y una medida de semejanza entre ellos es

la distancia coseno entre dos vectores [BYRN99].

Una aplicación muy importante en la recuperación de información se da en bases de datos

multimediales. El ejemplo perfecto para ilustrar el problema es la búsqueda de imágenes

en internet. Generalmente las búsquedas se realizan utilizando etiquetas asignadas por el

usuario y el nombre del archivo con que se accede a ellas, de esta manera se aprovecha

la única información fácilmente disponible. Sin embargo, aún no es posible identificar los

objetos dentro de las imágenes, y realizar una busqueda por similaridad de éstas.

Biología computacional. En esta área se utilizan secuencias que definen objetos básicos, por

ejemplo proteínas, ADN, etc. Si estas secuencias son modeladas como texto, entonces el

problema es llevado a una búsqueda de cadenas de texto similares. En este tipo de búsquedas

es poco probable que exista una secuencia idéntica a otra. Dependiendo de lo que se quiera

evaluar al comparar dos secuencias, se utilizan distintas medidas de similitud entre cadenas,

por ejemplo éstas pueden considerar las probabilidades de mutaciones, la similaridad entre

estructuras tridimensionales, etc. [SK83, Wat95].

Algunas aplicaciones en esta área son árboles filogenéticos[ZP65], identificar comporta-

mientos en especies, clasificación de especies, identificación de restos humanos, etc.

En este tipo de aplicaciones existe la posibilidad de errar en la respuesta pues el más ligero

cambio en ciertas áreas importantes de cadenas es decisivo en la identificación. Sin embargo,

esto es aceptable pues generalmente se realizan varias muestras que deberían confirmar o

rechazar el resultado.
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1.2. Aporte de la Tesis

En este trabajo se propone un enfoque distinto a los algoritmos existentes para la

búsqueda por similaridad en espacios métricos, el cual muestra un muy buen desempeño en tiempo

y calidad de las respuestas ante las consultas a una base de datos. A continuación describiremos

los principales aportes de esta tesis.

Un enfoque novedoso para la búsqueda por proximidad (o similaridad) en espacios métricos,

donde básicamente cada elemento en la base de datos genera unordenamiento. Los ordena-

mientos son el resultado de cómo un elementopercibea cierto subconjunto de la base de

datos (ordenados por cercanía). La idea novedosa consiste en utilizar la semejanza entre or-

denamientos para predecir la similaridad. Esta idea se divide en dos alternativas de solución:

inversiones y permutaciones.

El algoritmo basado en inversiones consiste básicamente enencontrarintercambioso in-

versionesentre los elementos de dosordenamientos. Las inversiones garantizan una cierta

distancia entre dos elementos. Las inversiones que se producen entre una consulta y los ele-

mentos de la base de datos permiten descartar algunos de ellos sin compararlos. Este es

un algoritmo exacto o determinístico, pues recupera el 100 %del conjunto respuesta a la

consulta.

El algoritmo basado en permutaciones es un algoritmo probabilístico. En éste el usuario li-

mita el número de comparaciones para responder una consulta. Este algoritmo también usa

el modelo donde cada elemento ordena un subconjunto de la base de datos, pero sólo se

evalúa lasemejanzaentre ordenamientos para predecir lapromisoriedadde cada elemento.

Básicamente, el algoritmo consiste en ordenar los elementos de la base de datos por su pro-

misoriedad para la consulta y recorrer en ese orden. Con esteorden rápidamente se encuentra

un alto porcentaje de la respuesta. Este algoritmo resulta ser imbatible en dimensiones altas.

El algoritmo basado en permutaciones fue aplicado en bases de datos reales. Una de éstas

fue la colección de fotografías con rostros humanos (FERET [PWHR98]). Los resultados

previos de búsqueda usando índices en este tipo de aplicaciones han sido nulos por ser una

base de datos enalta dimensión. En cambio, nuestro algoritmo basado en permutaciones

muestra un buen desempeño en esta base de datos, llegando a ahorrar un 90 % de trabajo con

respecto a los algoritmos exactos.

La técnica basada en permutaciones se aplicó a bases de datosno métricas. Nuestra propuesta

no transforma el espacio no métrico a uno métrico para utilizar un algoritmo para espacios

métricos (como generalmente se hace). El desempeño es tan bueno como en las bases de

datos métricas.
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Entre los algoritmos existentes, el mejor algoritmo exactoconocido fue superado usando

la idea de las permutaciones, con lo cual se estableció un nuevo mínimo en el número de

comparaciones necesarias para resolver una consulta por proximidad en espacios métricos.

Los artículos obtenidos a partir de esta tesis son:

Resumen: “Detección de Inversiones para búsqueda por proximidad en espacios métricos”.

Consorcio Doctoral. Encuentro Nacional de Computación 2004, Colima, México. Edgar

Chávez, Karina Figueroa y Gonzalo Navarro.

Artículo: “Proximity Searching in High Dimensional Spaceswith a Proximity Preserving

Order”. En MICAI’05 (5th Mexican International Conferencein Artificial Intelligence),

Monterrey, México. Noviembre 2005. Páginas 405-414. LNAI 3789. Edgar Chávez, Kari-

na Figueroa y Gonzalo Navarro.Obtuvo el Premio al tercer mejor artículo entre 120.

Artículo: “On the Least Cost For Proximity Searching in Metric Spaces”. En WEA’06 (5th

Workshop Experimental Algorithms), Menorca, España. Mayo2006. Páginas 270-290, LNCS

4007, Springer. Karina Figueroa, Edgar Chávez, Gonzalo Navarro y Rodrigo Paredes. Este

artículo fue seleccionado para la edición especial del “ACMJournal of Experimental Algo-

rithmics”, en un número especial dedicado a los mejores artículos de WEA’06.

Versión de revista (enviado a IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelli-

gence) “Effective Proximity Retrieval by Ordering Permutations”. Edgar Chávez, Karina

Figueroa y Gonzalo Navarro.

Versión de revista (Invitado a ACM Journal of Experimental Algorithmics) “Speeding up

Spatial Approximation Search in Metric Spaces”. Karina Figueroa, Edgar Chávez, Gonzalo

Navarro y Rodrigo Paredes.

Resumen: “A Novel Index for Proximity Searching in Metric Spaces”. Consorcio Doctoral.

Encuentro Nacional de Computación 2006, San Luis Potosí, México. Karina Figueroa, Edgar

Chávez y Gonzalo Navarro.

1.3. Organización de la Tesis

Este documento está organizado en tres partes: conceptos básicos, la parte algorítmica

y la parte de las aplicaciones. En la primera parte se comienza presentando los conceptos básicos

utilizados a lo largo de esta tesis, explicando detalladamente los problemas, los objetivos y alcances

de esta tesis. Posteriormente, se hace una revisión del estado del arte de la búsqueda en espacios
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métricos. En la segunda parte se presenta el enfoque propuesto en esta tesis, los algoritmos deriva-

dos con sus pruebas experimentales. Por último, en la tercera parte se presentan aplicaciones reales

en las que fueron usados los algoritmos propuestos en esta tesis y cuyos resultados muestran una

importante contribución en esos problemas.

A continuación se resumen los capítulos de esta tesis.

PARTE I. CONCEPTOS BÁSICOS

Capítulo 2. Se explican los conceptos básicos, los problemas y desafíos en las búsquedas por

proximidad en espacios métricos. En este capítulo también se describen las bases de datos

de pruebas usadas a lo largo de la tesis.

Capítulo 3.- Se hace una revisión de los algoritmos para la búsqueda por similaridad en espa-

cios métricos. El estado del arte está dividido en dos familias: basadas enpivotesy basadas

enparticiones compactas. En cada una se presentan las bases formales, y las soluciones exis-

tentes. Para cada una de estas familias de soluciones se analiza la forma de procesar los datos,

el tiempo de respuesta y la memoria ocupada. Este capítulo termina con una comparación

entre las familias existentes y nuestra propuesta.

PARTE II. ALGORITMOS

Capítulo 4.- Se presenta formalmente la nueva técnica basada eninversiones. La idea general

es que cada elemento de la base de datos forme unordensegún cómo percibe el espacio (o

un subconjunto de éste), y use esa información paradeducirqué objetos no son relevantes

para las consultas. Esta técnica da lugar a una nueva familiade algoritmos para espacios

métricos.

Capítulo 5.- En este capítulo se presenta la versión probabilística de la técnica basada en

el concepto de permutaciones (introducida en el capítulo 4), a esta técnica la llamaremos

basada en permutaciones. La idea general ahora está enfocada a priorizar los elementos de

la base de datos porpromisoriedadadosada al orden ya descrito. Esta técnica resulta ser

imbatible en la práctica, y su desempeño se muestra en bases de datos reales y sintéticas.

En particular, en las bases de datos reales muestra un desempeño notable comparado contra

todas las alternativas existentes.

PARTE III. APLICACIONES

Capítulo 6.- La técnica presentada permite mejorar algunosde los algoritmos exactos exis-

tentes para espacios métricos. Presentamos un resultado interesante, el cual muestra que es

posible reducir el número de comparaciones de distancia realizadas por el algoritmo que
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marcaba la pauta del menor número de comparaciones posiblesen las búsquedas por proxi-

midad en los espacios métricos.

Capítulo 7.- Una base de datos comúnmente usada en el reconocimiento de patrones es la

base de datos FERET. Esta es un conjunto de imágenes facialescon alta dimensión. En este

capítulo se estudia el desempeño de nuestra técnica y su precisión. En términos de precisión

es posible alcanzar un 99.98 % de la precisión máxima alcanzable comparando sólo un 17 %

de la base de datos.

Capítulo 8.- En este capítulo se estudia el desempeño de nuestra técnica en las bases de datos

no métricas. Este tipo de bases de datos se caracterizan porque su distancia no cumple con

la desigualdad del triángulo (algo indispensable en los algoritmos existentes para espacios

métricos). Los resultados en este tipo de bases de datos son tan notables como en las bases

de datos métricas.

Finalmente, el Capítulo 9 resume nuestras contribuciones ymuestra las líneas de in-

vestigación y trabajos futuros en esta área.
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Parte I

CONCEPTOS BÁSICOS
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Capítulo 2

Conceptos Básicos

En esta capítulo se explican algunos conceptos básicos utilizados a los largo de la tesis

y en la última sección se describen los tipos de espacios que fueron usados en los experimentos de

los capítulos posteriores para mostrar el desempeño de las técnicas presentadas.

El primer concepto que se quiere introducir es el de espacio métrico. Éste consta de

un espacio (conjunto de datos) y una medida de semejanza entre los elementos de ese espacio. No

existe una definición general de esta medida dado que está estrechamente ligada a la aplicación y

a las características que se quieran evaluar.

Formalmente, sea (X,d) un espacio métrico, dondeX es el universo de objetos válidos,

y d es una función de distancia,d : X×X→ R+ que denotará la medida de semejanza entre los

elementos deX. Cuanto más pequeño es el valor ded, más parecidos entre sí son los elementos.

La función de distancia debe satisfacer las siguientes propiedades:

Positividad estricta:d(x,y) > 0 si x, y

Simetría:d(x,y) = d(y, x)

Reflexividad:d(x, x) = 0

Hasta ahora, las propiedades mencionadas sólo aseguran unadefinición consistente de la función

de distancia y no pueden ser usadas para evitar comparaciones en una búsqueda por proximidad. La

siguiente propiedad es la que permite descartar elementos sin ser comparados directamente contra

la consulta.

Desigualdad triangular:d(x,z) ≤ d(x,y)+d(y,z)

Si la distancia no satisface la propiedad de positividad estricta, entonces el espacio es

llamadopseudo-métrico. En un espacio pseudo métrico pueden existir objetos diferentes que estén
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a distancia cero entre sí, por ejemplo, sid((x1, x2), (y1,y2))= |x1−y1|, entonces dos puntos diferentes

comod((2,3), (2,5)) tienen distancia cero. Este tipo de espacios puede ser fácilmente adaptado a

los algoritmos presentados en este trabajo, identificando atodos los objetos cuya distancia sea cero

como un mismo objeto, mediante unaclase de equivalencia. Esto es posible porque, por las otras

propiedades, vale qued(x,y) = 0⇒∀ z, d(x,z) = d(y,z).

En los casos en los que la propiedad de simetría no se cumple, el espacio se llama

cuasi-métrico. Un ejemplo de este tipo de espacios es la distancia recorrida por un auto en una

ciudad para ir de un punto a otro, considerando las esquinas como objetos, y la distancia como

el recorrido por las calles tomando en cuenta el sentido del tráfico (la existencia de calles en un

sólo sentido hace que la distancia sea asimétrica). Existentécnicas para derivar una nueva distancia

simétrica desde una asimétrica, por ejemplo:d′(x,y) = d(x,y)+d(y, x).

En el resto de esta tesis usaremos un conjunto finito de objetosU ⊆ X de tamañon=

|U|. Al conjunto de elementos de interésU lo llamaremos diccionario, base de datos, o simplemente

conjunto de elementos. El términodistanciaserá usado para referirnos a una métrica.

2.1. Consultas por Proximidad

Existen básicamente dos tipos de consultas por similaridad. Seaq ∈ X el elemento de

consulta.

Consulta de rango .- Consiste en recuperar todos los elementos en un radior, es decir,

(q, r)d = {u∈ U | d(q,u) ≤ r}.

Consulta de losK vecinos más cercanosKNN(q)d.- Recuperar losK elementos enU más

cercanos aq. Esto esA⊆ U tal que∀ u∈ A, ∀ v ∈ U−A, d(q,u) ≤ d(q,v), K = |A|.

El caso más común en muchas aplicaciones es cuandoK = 1, es decir, se quiere re-

cuperar al vecino más cercano (NN por sus siglas en inglés deNearest Neighbor). Una variante a

estas búsquedas es limitar el radio de interésr∗, esto significa que los vecinos más cercanos que no

estén dentro del radio de interésr∗ no serán reportados.

Gráficamente, estas consultas se muestran en la figura 2.1 (unespacio métrico en el

plano, considerando la distancia Euclidiana), en el lado izquierdo la consulta por rango (q, r)d y en

el derecho la consulta de los dos vecinos más cercanos (2NN).
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Figura 2.1: Tipos de consultas por proximidad en espacios métricos.

2.1.1. Consultas de losK Vecinos más Cercanos

Las consultas para encontrar los vecinos más cercanos pueden ser solucionadas con

los algoritmos que resuelven consultas de rango. Esto se logra mediante distintas técnicas:

De Radio Incremental

El algoritmo para la búsqueda del vecino más cercano con estatécnica está basado en

usar un algoritmo de rango como sigue: La búsqueda deq con radio fijor = aiǫ (a> 1), inicia con

i = 0 y se incrementai hasta que al menos el número deseado de elementos (K) estén dentro del

radio de consultar = aiǫ. Después hay un refinamiento del radio entrer = aiǫ y r = ai−1ǫ.

Dado que la complejidad de las búsquedas de rango crece abruptamente con el radio

de búsqueda, el costo de este método es semejante al costo de una búsqueda por rango con el radio

apropiado (cuando se conoce originalmente). El incrementodea puede ser muy pequeño (a→ 1)

para evitar que el radio de consulta sea mucho más grande de lonecesario.

Backtrackingcon Reducción del Radio

Una búsqueda más elaborada del vecino más cercano con esta técnica (en principio

paraK = 1) consiste en iniciar la búsqueda conr∗ =∞. Cada vez que la consultaq es comparada

contra un elementop en la base de datos, se actualiza el radio de búsquedar∗ =min(r∗,d(q, p)) y

continúa la búsqueda con el radio reducido.

A medida que se encuentran elementos más cercanos a la consulta, el radio se reduce

y se refleja en una búsqueda menos difícil. Por esta razón es importante tratar de encontrar rápida-

mente los elementos más cercanos (note que esto no es relevante para las consultas por rango). Para

este proceso de conocer rápidamente los elementos cercanos, los diferentes algoritmos dependen
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directamente de la estructura de datos usada.

Resolver búsquedas de losK vecinos más cercanos es una extensión al algoritmo

descrito anteriormente. Se mantienen losK elementos más cercanos conocidos hasta ahora y el

radio se reduce a la distancia máxima entre aquellosK elementos. Cada vez que se compara un

elemento contra la consulta, éste podría reemplazar a algúnelemento de los candidatos y por ende

debería actualizarse el radio de consulta.

Priorizando el Backtracking

Esta técnica consiste en recorrer de manera más inteligentelos elementos. Por simpli-

cidad usaremos el ejemplo de recorrido de un árbol para explicar esta técnica. La técnica propone

seguir el recorrido de las ramas de un árbol con más libertad.La meta es incrementar la probabi-

lidad de encontrar rápidamente los elementos más cercanos aq y reducirr∗. Esta técnica ha sido

usada varias veces en espacios vectoriales y métricos [Uhl91, HS95, CPZ97, Nav02b].

La decisión de qué subárbol procesar está normalmente definida por la cota mínima

de la distancia entreq y los elementos del subárbol; siempre eligiendo los subárboles con menor

cota mínima. La mejor forma de implementar esto es usando unacola de prioridad ordenada por la

cota mínima, donde se insertan y remueven subárboles. Inicialmente, la cola está vacía y se agrega

sólo la raíz. El proceso es iterativo, se remueve de la cola elmejor subárbol (que se encuentre en

ésta), se procesa y se insertan los subárboles relevantes hasta que la menor cota inferior sea mayor

quer∗, donde ya es posible “podar” los subárboles sin perder respuestas relevantes.

2.2. Espacios Vectoriales

Un caso particular de los espacios métricos son los espaciosvectorialesm-dimensionales.

En los espacios vectoriales los objetos son identificados con m coordenadas de valores reales

(x1, x2, . . . , xm) y la distancia es la métricaLp.

2.2.1. Tipos de Distancias

En el caso de los espacios vectoriales, existen algunas distancias usadas muy común-

mente dependiendo de la aplicación. Supongamosu y q como dos vectores con dimensiónm, es

decir,u= (u1, . . . ,um) y q= (q1, . . . ,qm). La métrica comúnmente usada es la Minkowski de orden

p o métricaLp, definida como:
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Lp = dp(u,q) = p

√

√

m
∑

i=1

|ui −qi |
p (2.1)

donde algunos casos especiales son:

Manhattan

L1 = d1(u,q) =
m
∑

i=1

|ui −qi | (2.2)

Euclidiana

L2 = d2(u,q) = 2

√

√

m
∑

i=1

|ui −qi |
2 (2.3)

Máxima

L∞ = d∞(u,q) = máx
i=1...m

|ui −qi | (2.4)

2.2.2. Índices

En los espacios vectoriales existen algoritmos que aprovechan el hecho de que la si-

milaridad se interprete geométricamente. En general, los algoritmos para espacios vectoriales se

basan en la geometría del espacio y la información de las coordenadas, algo no disponible en

espacios métricos generales donde los algoritmos sólo usanla distancia entre objetos.

Los métodos para espacios vectoriales son conocidos comoSpatial Access Methods

SAM [BBK01b]. Entre los más populares estánKD-Tree [Ben75, Ben79],R-Tree[Gut84] y X-

Tree [BKK96], por mencionar algunos [HS00, BBK+01a]. En general, estas técnicas hacen uso

exhaustivo de la información de las coordenadas para agrupar y clasificar los objetos en el espacio.

KD-Tree.- Es el método para espacios vectoriales más popular. ElKD-Treees un árbol bi-

nario, donde cada nivel del árbol fue dividido usando un hiperplano perpendicular a una

dimensión del vector. Esto es, en el nodo raíz el espacio se divide usando un hiperplano

perpendicular a la primera dimensión; en el segundo nivel, ala segunda dimensión; así su-

cesivamente. El proceso puede ser recursivo cuando se han usado todas las dimensiones.

Usualmente, este método deja de ser competitivo a partir de la dimensión 4 [Ben75, Ben79].

El KD-Treese usa para memoria principal, una versión modificada para memoria secundaria

esK-D-B Tree[Rob81].

R-Tree.- Este tipo de árbol usa el concepto de hiper-rectángulos, cada nodo es un rectángulo

que encierra todos los nodos hijos contenidos. Este método es muy similar a los B-Trees. El

R-Treealmacena sus nodos internos al menos a la mitad de su capacidad y es un árbol balan-
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ceado multiario donde todos los nodos hojas están al mismo nivel. El principal problema de

este método es la intersección entre los nodos internos (la cual produce muchos caminos de

búsqueda [Gut84]); y la dependencia del orden de inserción de los objetos. Este algoritmo

también está diseñado para dimensiones bajas. A diferenciadel KD-Tree, el R-Treese usa

para memoria secundaria. Una modificación donde tratan de reducir el traslape entre nodos

minimizando el tamaño de los rectángulos es elR*-Tree.

X-Tree.- La base delX-Treees elR*-Tree. La novedad en este método es el incremento de

la capacidad de cada nodo, al que llaman “super nodo”. Sin embargo, elX-treesigue siendo

dependiente del orden de inserción de los datos y de la dimensión de éstos. Este método deja

de ser competitivo en dimensiones superiores a 16.

Las técnicas existentes en espacios vectoriales son muy sensibles a la dimensión del

espacio. En general tienen una dependencia exponencial conla dimensión, lo que se conoce como

“ la maldición de la dimensionalidad”. En términos prácticos, se considera intratable el espacio

de más de 20 dimensiones [CNBYM01]. En [YY85, BBKK97, BBK+01a, BGRS99] se muestran

ejemplos de métodos que comprueban la ineficiencia de un índice cuando crece la dimensión.

2.3. Efectos de la Dimensión Intrínseca Alta

En los espacios vectoriales puede existir una gran diferencia entre la dimensiónrepre-

sentaday la dimensiónintrínseca. La dimensión intrínseca representa el número real de dimen-

siones en las cuales los puntos pueden ser embebidos mientras mantienen (con poca distorsión)

la distancia entre ellos. Por ejemplo, un plano embebido en un espacio de 50 dimensiones tiene

dimensión intrínseca 2, mientras que su dimensión representada es de 50. Éste es un claro ejemplo

de cómo difieren la dimensión real e intrínseca. Basados en esto varios autores han propuesto el

uso de técnicas de indexación basadas en distancias (técnicas para espacios métricos), en un intento

por evitar lamaldición de la dimensionalidad. Estas técnicas usan sólo la distancia entre puntos y

evitan cualquier referencia a coordenadas.

Al usar sólo la información de la distancia es importante conocer el efecto que sufren

los algoritmos cuando se incrementa la dimensión intrínseca. La característica típica en espacios

de dimensión intrínseca alta es que la distribución de las distancias entre elementos tiene un histo-

grama concentrado, con una media mayor a medida que la dimensión crece. En un caso extremo

tenemos un espacio donded(x, x) = 0 y ∀x, y, d(x,y) = 1; allí es imposible evitar cálculos de

distancia en una consulta, pues la distancia sólo nos dice siel elemento comparado es o no la

respuesta.

En [CNBYM01] proponen una manera de definir la dimensión intrínseca de un espacio
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métrico, comoρ = µ2

2σ2 , dondeµ y σ2 son la media y la varianza, respectivamente, de su histograma

de distancias.

Para ilustrar el problema con la dimensión intrínseca alta,véase la figura 2.2, donde se

muestran dos histogramas de distancias de dos bases de datosdistintas, con respecto a un elemento

distinguido p ∈ X. El histograma del lado derecho (dimensión alta) está muchomás concentrado

que el del lado izquierdo (dimensión baja). Piense que una consulta de rangoq con radior se

aplica a estos dos espacios; y que la distancia entrep y q, representada pord(p,q), se ubica al

centro del histograma, que por cierto es su posición con mayor probabilidad. En ambos espacios

las zonas sombreadas corresponden a los elementos que podrían ser descartados por la desigualdad

triangular, sin compararse contra la consulta usando un índice (como se describe en la sección 3.1).

Note que el número de elementos que podrían ser descartados es mayor en dimensión baja que en

dimensión alta.

distanciar r r r
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fr
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ue
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ia

d(p,q) d(p,q)

Histograma de distancias de un elemento  p

fr
ec

ue
nc

ia

Figura 2.2: Histogramas de distancias de una consulta (q, r)d hacia un elementopen dimensión baja
y alta (izquierda y derecha, respectivamente). Las zonas sombreadas corresponden a los elementos
que podrían ser descartados sin compararse contra la consulta usando un índice y la desigualdad
triangular.

2.4. Concepto de Índice Métrico

En espacios métricos los algoritmos que resuelven consultas por proximidad gene-

ralmente emplean índices para conocer la respuesta sin comparar toda la base de datos como lo

haría una búsqueda secuencial. Un índice puede verse como una estructura de datos que facilita la

búsqueda en un conjunto de elementos (base de datos).

Generalmente, un algoritmo que resuelve consultas por proximidad tiene dos fases: la

de preprocesamiento y la de consulta. En la figura 2.3 se muestra el proceso de preprocesamiento

y consulta a una base de datos para obtener el conjunto respuesta. Inicialmente tenemos la base de

datos, ésta seproyectaen un nuevo espacio que permite crear un índice (fase de preprocesamiento).

El índice se crea una vez y se almacena, por lo tanto, el costo de su construcción no se considera al

momento de resolver consultas. En la fase de consulta se recorre el índice para conocer lalista de
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candidatosque deberán ser comparados directamente contra la consulta(comparaciones externas)

y los elementos que pueden ser descartados de manera segura.En la lista de candidatos hay ele-

mentos que no son relevantes para la consulta, pero que no pudieron ser distinguidos por el índice.

El caso ideal es que todos los elementos en la lista de candidatos sean relevantes para la consulta.

Consulta

Base de datos

Indice

Elementos descartados

Lista de Candidatos

  Elementos
no relevantes

Elementos
relevantes

Comparaciones internas

Comparaciones externas
Fase de preprocesamiento

Fase de consulta

Figura 2.3: Proceso de tratamiento de la base de datos para resolver consultas usando un índice.

Una proyección de un espacio métrico puede verse como una reducción natural, un

ejemplo es proyectar el espacio original en un espacio vectorial, mediante una funciónφ. De esta

manera cada elemento en el espacio original es representadocomo un punto en el nuevo espacio

vectorial. El costo de cada proyección es el número decomparaciones internas. Los dos espa-

cios están relacionados por dos distancias: la originald(x,y) y la distancia en el nuevo espacio

D(φ(x),φ(y)), dondex,y ∈ X.

Si la proyección escontractiva(D(φ(x),φ(y)) ≤ d(x,y)), entonces es posible hacer bús-

quedas por rango en el espacio proyectado con el radio original. Sin embargo, debido a que pueden

ser seleccionados algunos falsos positivos en el espacio proyectado, el resultado obtenido en es-

te espacio es conocido como la lista de candidatos, la que deberá ser verificada en el espacio

original para obtener la lista real del conjunto respuesta (comparaciones externas). En un índi-

ce, incrementar las comparaciones internas mejora cualitativamente el poder de filtro y reduce las

comparaciones externas, por lo tanto buscamos un balance óptimo entre ambas.

2.5. Definiciones

Durante el desarrollo de la tesis se usarán tres conceptos muy importantes: relación,

orden y árboles de búsqueda. En esta sección haremos una breve descripción de estos conceptos.
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2.5.1. Tipos de Relaciones

El concepto de relación implica la idea de correspondencia entre los elementos de dos

o más conjuntos. Un ejemplo de relación son las binarias. SeaA un conjunto cualquiera, se dice

que∼ una relación binaria enA si:

∼⊆ A×A

Las relaciones binarias pueden tener algunas de estas propiedades:

Si ∀x∈ A, x∼ x, entonces la relación es reflexiva.

Si ∀x∈ A, x no se relaciona consigo mismo,∼ es antirreflexiva.

Si siempre quex∼ y se cumpley∼ x, entonces∼ es simétrica.

Si siempre quex∼ y ey∼ x se tiene quex= y, entonces la relación es antisimétrica.

Si siempre quex∼ y ey∼ z se cumplex∼ z, entonces la relación es transitiva.

Un tipo de relación interesante para generar particionamientos son las relaciones de

equivalencia. Unarelación de equivalenciasobreA es una relación binaria∼ que cumple las pro-

piedades de: reflexividad, simetría y transitividad. Las relaciones de equivalencia definen subcon-

juntos deA denominadosclases de equivalencia. Asimismo, el conjunto de todas las clases de

equivalencia se denominaconjunto cociente. Un ejemplo básico de relación de equivalencia es la

igualdad.

Sea∼ una relación de equivalencia yA el conjunto sobre el que está definida, llama-

remosclase de equivalenciadel elementoa ∈ A al subconjunto [a]∼ ⊆ A formado por todos los

elementos deA que están relacionados cona por ∼. Esto es: [a]∼ = {x ∈ A : x ∼ a}. Entonces, el

conjunto cociente deA por∼ esA/∼ = {[a]∼,a ∈ A}.

Otro tipo de relación es el orden entre elementos. De esta manera es posible decir si

un elemento es menor, igual o mayor a otro. Los distintos tipos de órdenes son:

Preorden. En este caso, la relación binaria cumple con la reflexividad y la transitividad. Un

preorden≤ induce una equivalencia≡, a ≡ b si y solo sia ≤ b y b ≤ a, e induce un orden

(parcial) enA/≡. Un ejemplo de una relación de preorden es la relación basadaen la distancia

Euclidiana a un puntop, decimos quea ≤ b sii d(a, p) ≤ d(b, p). Este preorden induce la

relación de equivalencia:a ∼ b sii d(a, p) = d(b, p).

Orden parcial. Aquellas relaciones que cumplen con: reflexividad, antisimetría y transitivi-

dad. Por ejemplo, la relaciónser divisor de, genera un orden parcial en el conjunto.
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Orden parcial estricto. Es una relación binaria que es antireflexiva y transitiva.

Orden total. Es un orden parcial≤ donde para todoa y b vale o biena ≤ b o bienb ≤ a

(condición de totalidad). Un orden total estricto es un orden parcial estricto que cumple con

esta misma condición de totalidad. Por ejemplo, la relaciónde orden alfabético establece un

orden total en un conjunto de palabras.

2.5.2. Cadenas y Árboles (Tries)

Una estructura que se emplea en esta tesis es elTrie [Fre60]. Esta estructura permite

agilizar la búsqueda sobre un conjunto de palabras (cadenas). Para su descripción usaremos los

conceptos de palabras, prefijos y sufijos descritos en breve.

Una palabra o cadenaes una secuencia de símbolos de la formaS = c1c2c3 . . .cm

donde cadaci es un carácter de la palabraS. Un prefijo de la cadenaS es una cadena de la forma

c1 . . .ck donde 0< k <m, por ejemplo un prefijo decadenaes “cad”. Un sufijo de la cadenaS es

una cadena de la formacm−k+1 . . .cm, por ejemplo, un sufijo decadenaes “dena”.

Un trie es un árbol de prefijos, el cual almacena cadenas sobreun alfabeto. La aridad

del árbol depende del tamaño del alfabeto y la altura máxima es el largo de las cadenas. La principal

característica de un trie es que almacena en un nodo aquelloselementos con un mismo prefijo

[Fre60]. En la figura 2.4 mostramos un trie construido sobre un conjunto de palabras (enumeradas

del 1 al 9). Note que todas las palabras cuyo prefijo esA (del 1 al 8) están en el subárbol izquierdo

de la raíz, y descendiendo por éste, las palabras cuyo segundo carácter es unaL se colocaron en su

subárbol izquierdo del nodo etiquetado porA (numeradas del 1 al 5). Las hojas están indicadas por

un cuadrado cuya etiqueta corresponde al número de la palabra correspondiente.

La búsqueda de una palabra sobre un trie inicia en la raíz y desciende por el primer

nodo correspondiente a la primera letra de la palabra. Por ejemplo, sea “AMA” la palabra a buscar

en el trie. Inicialmente, partiendo por la raíz, se tienen dos ramas, las palabras cuyo prefijo esA y

aquellas conD. En este caso, se descenderá por el nodo izquierdo que corresponde a las palabras

cuyo prefijo esA, que también es el prefijo de la palabra de consulta. A partir de ese nodo, se tienen

3 caminos, cuyos prefijos seríanAL, AM y AR. De la misma forma, se continúa descendiendo por

la rama cuyo prefijo es igual al prefijo de la cadena de consultaAM, y así sucesivamente. En este

caso es una búsqueda infructuosa pues el prefijoAMO no es un prefijo deAMA. En los casos en

que se llega a una hoja, los elementos de ésta son comparados directamente contra la consulta.

Una variante de un trie evita prolongar los caminos unarios,es decir, cuando se tiene

un sólo elemento por la rama, ésta se contrae. Por ejemplo, enla figura 2.4 la rama correspondiente

a la cadenaDARpodría contraerse hasta el primer nodo con la etiquetaD, ahí se colocaría la hoja

(en este caso, con la etiqueta 9). Este proceso evitaría crear los nodosA y Rpara esta rama.
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1.- AL
2.- ALA
3.- ALLA
4.- ALMA
5.- ALTO
6.- AMO
7.- ARO
8.- AROS
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Figura 2.4: Ejemplo de un trie construido sobre un conjunto de nueve palabras.

2.6. Bases de Datos de Prueba

El rendimiento de los algoritmos presentados en esta tesis fue evaluado usando las

bases de datos descritas a continuación.

2.6.1. Vectores en el Cubo Unitario

El desempeño de los algoritmos para la búsquedas por proximidad en espacios mé-

tricos (consultas de rango o las consultas de losK vecinos más cercanos), decae a medida que

la dimensión del espacio crece [BBK01b]. Por lo tanto, es interesante experimentar en espacios

donde sea posible variar la dimensión.

Una manera de controlar la dimensión del espacio es generar un conjunto uniforme-

mente distribuido en el cubo unitario, y usar este conjunto como un espacio métrico abstracto. La

medida de distancia usada en estos espacios fue la Euclidiana (véase la página 15).

Las bases de datos generadas fueron de tamaño 2.000 hasta 20.000. Las dimensiones

tratadas varían entre 4 y 20 para algoritmos exactos y entre 128 y 1.024 para algoritmos probabi-

lísticos. En los experimentos se promediaron 500 consultaspara generar cada punto. En la figura

2.5 se muestra el histograma de distancias para varias dimensiones (8, 32, 128 y 1024).

2.6.2. Diccionarios

Otro tipo de espacio usado es un diccionario de 86.062 palabras en español. La dis-

tancia entre palabras usada es la distancia de edición o Levenshtein [Lev66]. Esta distancia mide
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Figura 2.5: Histograma de distancias de bases de datos en el cubo unitario en distintas dimensiones.
2.000 Objetos.

la similaridad entre dos cadenass1 y s2 como el mínimo número de transformaciones que requiere

s1 para convertirse ens2 o viceversa. Las transformaciones pueden ser: cambiar, insertar o borrar

una letra. La siguiente recurrencia define esta distancia entre las dos cadenas. La notacións1c1

representa la cadenas1 concatenada conc1. Los símbolosc1 y/o c2 pueden también representar la

cadena vacía.

d(s1c1, s2c2) =















d(s1, s2)+0 sic1 = c2

d(s1, s2)+1 sic1 , c2

La dimensión intrínseca de esta base de datos es de 12 y en la figura 2.6 puede verse su

histograma de distancias. Este fue calculado sobre un conjunto de pares seleccionados de manera

aleatoria.

2.6.3. Documentos

Una base de datos real e interesante de analizar es un conjunto de documentos. Una

aplicación para este tipo de bases de datos en general es en larecuperación de información, donde

cada documento es modelado como un punto en un espacio métrico. El conjunto de palabras que se

proporcionan durante la búsqueda es visto también como un documento. Por lo tanto, la búsqueda

por similaridad en este tipo de espacios consiste en encontrar documentos relevantes. Éstos son

más relevantes en la medida que comparten más términos con laconsulta.
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Figura 2.6: Histograma de distancias del diccionario de palabras en español.

Una distancia típica entre documentos consiste en modelar cada palabra de un do-

cumento como un término1 [BYRN99]. De esta forma, sea{t1, . . . , tk} el conjunto de términos y

{d1, . . . ,dN} el de documentos. Un documentodi se modela como un vector:

−→
di = (w(t1,di), . . . ,w(tk,di))

dondew(tr ,di) es el peso del términotr en el documentodi .

Hay varias fórmulas para calcular los pesos, una de las más populares es:

w(tr ,di) = wr,i =
φr,i ·ϕr

|
−→
di |

=
φr,i log N

Nr
√

∑k
s=1

(

φs,i log N
Ns

)2

dondeφr,i (frecuencia del término) es la cantidad de veces quetr aparece endi y Nr es la cantidad

de documentos donde aparecetr . Por otro ladoϕr es el logaritmo del inverso de la frecuencia de

documentos en los que aparece el términotr . Con esto lo que se intenta medir es qué tan importante

es un término en un documento. La distancia entre dos documentos es el arco coseno del ángulo

entre sus vectores, es decir, el arco coseno del producto interno entre vectores [BYRN99].

d(di ,d j) = arccos (
−→
di ·
−→
d j) = arccos

















k
∑

r=1

wr,i ·wr, j

















1Exceptostopwordso palabras vacías, por ejemplo, los artículos:la, el, etc.
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En las pruebas realizadas en esta tesis se utilizaron dos colecciones del TREC-3

[Har95], una con 25.960 documentos y otra con 1.265 documentos. Ambas bases de datos usan

los mismos documentos, la diferencia es el tamaño de cada documento: en la primera son colec-

ciones de 1MB aproximadamente, mientras que en la segunda son de 1KB.

En la figura 2.7 se muestran los histogramas de distancias de estas bases de datos. Para

el caso de los 25.960 documentos el valor de la dimensión intrínseca fue 800 y para el de 1.265 fue

de 3,65.
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Figura 2.7: Histograma de distancias de las dos bases de datos de documentos.
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Capítulo 3

Estado del arte

En este capítulo describiremos los algoritmos existentes para la búsqueda por proxi-

midad en espacios métricos.

Las técnicas existentes emplean índices durante las consultas con el propósito de re-

ducir el costo de la búsqueda (generalmente evitando comparaciones de distancia). Los índices son

estructuras de datos usadas para recorrer con cierto orden los datos y poder tomar decisiones so-

bre estos, cuando es posible: compararlos o descartarlos. Las propuestas existentes para construir

índices consisten en usar ciertos elementos de la base de datos (seleccionados en su mayoría por

heurísticas), precalcular y almacenar las distancias entre estos y el resto de la base de datos.

En esta revisión del estado del arte mostraremos cómo trabajan los índices existentes

y mostraremos que toda la investigación realizada en este tema puede verse como una búsqueda de

qué información de distancias almacenar dado cierto espacio de memoria disponible.

Básicamente el estado de arte se divide en dos familias de algoritmos [CNBYM01,

HS03]: los basados en pivotes y los basados en particiones compactas. Primero se mostrarán las

bases de cada familia y posteriormente se analizarán los algoritmos.

3.1. Clasificación de Algoritmos

3.1.1. Algoritmos Basados en Pivotes

La idea general para construir un índice basado en pivotes consiste en elegir un con-

junto P = {p1, p2, . . . , pk} ⊆ U, de tamañok = |P| de pivotes. Para cada elemento de la base de

datos se precalculan las distancias hacia los elementos delconjuntoP. Este conjunto de distancias

{d(p1,u),d(p2,u), . . . ,d(pk,u)},∀u ∈ U, es el que finalmente conformará el índice.

Dada una consultaq, se calculad(pi ,q) ∀pi ∈ P (comparaciones internas). Con esto
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puede acotarse la distancia entreq y cualquieru ∈ U tal como se demuestra en el siguiente lema.

Lema 1 Dados tres objetos q∈X, u∈U, p∈ P, sabemos que|d(q, p)−d(p,u)| ≤ d(q,u) ≤ d(q, p)+

d(p,u).

Demostración El límite superior se obtiene directamente de la desigualdad triangular,

d(q,u) ≤ d(q, p)+d(p,u).

En el caso del límite inferior, de acuerdo a la desigualdad triangular, se tiene que:

d(p,u) ≤ d(p,q)+d(q,u),

d(p,q) ≤ d(p,u)+d(u,q),

Estas desigualdades implican

d(p,u)−d(p,q) ≤ d(q,u),

d(p,q)−d(p,u) ≤ d(u,q),

combinando estas desigualdades y usando la simetría, obtenemos que

|d(p,u)−d(p,q)| ≤ d(q,u).

Este tipo de algoritmos utiliza el índice de la siguiente forma: durante una consulta por

rango, usando el lema 1, se pueden descartar todos los elementos de la base de datosu ∈ U tales

que∃p∈ P, |d(q, p)−d(p,u)| > r, pues es claro que si|d(q, p)−d(p,u)| > r, entoncesd(q,u) > r. Los

elementos no descartados se comparan directamente contra la consulta (comparaciones externas).

El algoritmo 1 muestra el proceso realizado durante el indexación, y el algoritmo 2 muestra el

proceso de una consulta en esta familia de índices.

En la figura 3.1 se muestra un ejemplo del uso de esta técnica, dondep es un pivote. El anillo for-

mado por los círculos centrados enp, a distanciasd(p,q)+ r y d(p,q)− r, contiene a los elementos

que no podrían ser descartados porp, estos son:u2,u3,u4,u5,u6,u7. El resto de la base de datos sí

es descartada, por ejemplo, en el caso deu1, se cumple que|d(p,q)−d(p,u1)| > r, lo mismo sucede

con el resto.

En [BY97, BYN98] y recientemente en [MSMO02] muestran que existe un número

óptimo de pivotes que depende no sólo de dimensión del espacio sino también del número de
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Figura 3.1: Ejemplo del uso de un algoritmo basado en pivotespara una consulta de rango (q, r).

Algoritmo 1 Algoritmo-pivotero-indexado
1: M matriz de distancias, tamañon×k
2: for all u∈ U do
3: for all p∈ P do
4: M[u, p]← d(u, p)
5: end for
6: end for
7: GuardarM

Algoritmo 2 Algoritmo-pivotero-consulta
1: M matriz de distancias, tamañon×k
2: F← U

3: for all p∈ P do
4: d← d(p,q) // comparaciones internas
5: for all u∈ F do
6: if |M[u, p] −d| > r then
7: F← F−u // Objetos filtrados
8: end if
9: end for

10: end for
11: for all u∈ F do
12: // Lista de candidatos, comparaciones externas
13: if d(q,u) ≤ r then
14: Reportaru // Relevantes
15: end if
16: end for
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vecinos más cercanos (K) pues a medida queK aumenta, las comparaciones de distancia (externas)

también aumentan.

3.1.2. Algoritmos Basados en Particiones Compactas

Estos algoritmos dividen el espacio en zonas tan compactas como sea posible. La idea

general es seleccionar un conjunto de objetosp1, . . . , pk ⊆U y dividir el espacio, es decir, distribuir

los demás elementos entre lask zonas pertenecientes a cadapi . Estospi son llamados “centros”

de su zona. El índice está compuesto por los centros, los elementos que pertenecen a cada zona

y, en algunos casos, información adicional sobre las distancias. Un criterio de distribución, entre

varios, es asignar cadau a la zona cuyopi sea el más cercano. En cada zona se realiza el mismo

procedimiento recursivamente hasta que no sea posible o deseable dividir el espacio.

Este tipo de algoritmos se dividen de acuerdo a su procedimiento de búsqueda en: los

que usan un radio de coberturarc, los que usan los hiperplanos, y los que usan ambos criterios.

El radio de coberturarc es la distancia máxima del centro de la zona a los elementos enella. El

hiperplano es la frontera entre dos zonas cuando cada elemento se asigna a su centro más cercano.

Durante la búsqueda usando el criterio del radio de cobertura, es posible acotar la

distancia entre la consulta y los elementos en la base de datos de la siguiente forma.

Lema 2 Dados tres objetos u, p ∈ U,q ∈ X, si p es el centro de la zona a la que pertenece u,

con radio de cobertura rc, sabemos que d(q,u) está acotada pormáx{d(q, p) − rc,0} ≤ d(q,u) ≤

d(q, p)+ rc.

Demostración Ambos límites los obtenemos de la desigualdad triangular y de la cota superior:

d(p,q) ≤ d(p,u)+d(u,q) ,

d(p,u) ≤ rc.

Usando estas dos ecuaciones tenemos

d(p,q)−d(q,u) ≤ d(p,u) ≤ rc ,

esto implica que

d(p,q)− rc ≤ d(q,u).

Por otro lado, sabemos qued(q,u) ≥ 0, por lo tanto el límite inferior es

máx{d(q, p)− rc,0} ≤ d(q,u).
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El límite superior lo obtenemos de la desigualdad triangular

d(q,u) ≤ d(q, p)+d(p,u) ≤ d(q, p)+ rc.

Durante una consulta por rango (q, r)d, esta familia de algoritmos descarta aquellas

zonas de centrop tales qued(p,q)− rc > r, pues usando el lema 2 sabemos que cualquier elemento

u en esa zona cumple cond(q,u) > r. En las zonas no descartadas se repite el proceso hasta que se

llega a zonas sin divisiones. En éstas los elementos deben revisarse secuencialmente.

d(p,q)
��
��
��

��
��
��

p

u2

r
q

u

u3

u4

u5

u6

u7

rc

Figura 3.2: Ejemplo del uso de un algoritmo basado en particiones compactas. El tipo de consulta
es de rango (q, r).

En la figura 3.2 se muestra un ejemplo del uso de esta técnica. El radio de cobertura

del centrop está representado porrc. En la figura toda la zona del centrop puede ser descartada

puesto que todos los elementos en ella cumplen cond(q, p)− rc ≤ d(q,u) y d(q, p)− rc > r.

En una búsqueda usando el criterio de los hiperplanos, es posible establecer una cota

parad(q,u).

Lema 3 Sea u∈U un objeto más cercano a p1 que a p2 o que equidista, es decir, d(p1,u)≤ d(p2,u).

Dados d(q, p1) y d(q, p2), podemos establecer la cotamáx
{

d(q,p1)−d(q,p2)
2 ,0

}

≤ d(q,u).

Demostración De la desigualdad triangular sabemos que

d(q, p1) ≤ d(q,u)+d(p1,u) ,

lo cual lleva a

d(q, p1)−d(q,u) ≤ d(p1,u).
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Del mismo modo tenemos que

d(p2,u) ≤ d(q, p2)+d(q,u) ,

y por hipótesis

d(p1,u) ≤ d(p2,u).

Combinando en las ecuaciones anteriores obtenemos

d(q, p1)−d(q,u) ≤ d(p1,u) ≤ d(p2,u) ≤ d(q, p2)+d(q,u) ,

d(q, p1)−d(q, p2) ≤ 2d(q,u).

Finalmente, sabemos qued(q,u) ≥ 0, así la cota inferior es

máx

{

d(q, p1)−d(q, p2)
2

, 0

}

≤ d(q,u).

Usando sólo el criterio de hiperplanos no es posible determinar una cota superior,

porque los objetos pueden estar muy cerca o muy lejos dep1 y p2. En particular, una zonap j

debe ser revisada si
d(q,pj )−d(q,pi )

2 ≤ r, y q pertenece a la zona depi . El mismo cálculo se repite para

decidir visitar o descartar las otras zonas de la base de datos.

3.2. Descripción de los Algoritmos

A continuación haremos un breve análisis general de los algoritmos existentes. El or-

den en el que mostraremos estos algoritmos será de acuerdo a la cantidad de memoria que emplean

(de mayor a menor). Explicaremos, para cada algoritmo, qué información almacena y cómo la uti-

liza para descartar elementos durante la consulta. La mayoría de los ejemplos presentados en esta

sección fueron tomados de [CNBYM01]. Para ver una división por familia véase la figura 3.3, y

por fecha de aparición en la figura 3.11 (página 41).

AESAApproximating Eliminating Search Algorithm [Vid86]. Estealgoritmo almacena to-

das lasn2/2 distancias entre los elementos de la base de datos. Es de lejos el algoritmo que

menos evaluaciones de distancia realiza, pero sólo es aplicable a bases de datos muy peque-

ñas (del orden de algunos miles). Una característica importante es que el algoritmo elige de

manera dinámica los pivotes. Éstos deben ser idealmente aquellos que en cada iteración se

vayan aproximando a la consultaq. Para aproximarse a esto se utiliza la desigualdad trian-

gular y los pivotes empleados hasta el momento. Este algoritmo es interesante pues fue el
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Figura 3.3: Esquema de las familias de los algoritmos para labúsqueda por proximidad en espacios
métricos.
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primero que toma en cuenta a la consulta para elegir cuáles y cuántos pivotes usar.

Una ventaja de AESA sobre los algoritmos típicos de pivotes,es que los elementos escogi-

dos como pivotes en cada iteración son parte del conjunto no descartado hasta ese momento.

Aunque procesar este conjunto es principalmente su mayor costo durante la consulta, una

propuesta para reducirlo es ROAESA (Reduced Overhead AESA)[Vil95]. El cual mantie-

ne el mismo cálculo de distancias que AESA, pero seleccionanel próximo pivote de un

subconjunto más pequeño de la base de datos.

Un ejemplo de AESA se muestra en la figura 3.4. El primer pivoteseleccionado fueu11, en

la segunda iteración el pivote puede ser cualquiera del resto de los objetos sin contar au2,u9

y u8. Esto es una ventaja porque un pivote cercano aq aproxima mejor las distancias deq a

la base de datos; el ejemplo más claro de esto es cuandoq mismo es un pivote.

Figura 3.4: Ejemplo de la primera iteración de AESA. Los elementos entre los dos anillos serán
los candidatos en la segunda iteración.

t-Spanner[Par02, NPC02]. En este algoritmo se utilizan algunas distancias entre los ele-

mentos de la base de datos para construir un grafo. Cadau ∈ U representa un vértice en el

grafo, y las distancias entre pares de objetos son las aristas. Con la estructura formada se

pueden acotar las distancias reales usando caminos mínimos. A la distancia estimada con el

grafo la llamaremosDG. La principal característica de este algoritmo es que garantiza que

d(u,v) ≤ DG(u,v) ≤ t ·d(u,v) ∀u,v ∈ U, dondet > 1 es un parámetro de construcción. El ín-

dice intenta almacenar las mínimas distancias necesarias para garantizar la condición sobre

t. El espacio utilizado por el índice es empíricamenteO
(

n
(

1+ 0,1...0,2
t−1

)
)

. Cada vértice guarda

información de las aristas y los elementos conectados a él. Para responder una consulta, este

algoritmo usa el criterio de AESA para decidir qué vértice seguir. Este algoritmo puede verse

como una simulación de AESA usando menos espacio.

GNATGeometric Near-neighbor Access Tree [Bri95]. En un GNAT de aridadm, se selec-

cionanm centrosp1, . . . , pm, y se defineUi = {u ∈ U | d(pi ,u) < d(p j ,u),∀ j , i}. Esto es,Ui

son los elementos más cercanos api que a algún otrop j. El espacio requerido esO(nm2) pues
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se almacena para cada nodo una tablarangoi, j = [mı́nu∈U j (pi ,u),máxu∈U j (pi ,u)], es decir, las

distancias mínimas y máximas de cada centro a los otrosU j.

Durante la búsqueda, una consultaq se compara contra algún centropi y se descartan otros

centrosp j tales qued(q, pi )± r no intersecterangoi, j , de modo que es posible descartar todo

el subárbolU j por la desigualdad triangular. Este proceso se repite tomando otro centro alea-

torio hasta que no queden más centros por seleccionar. La búsqueda continúa recursivamente

en los subárboles no descartados. En la figura 3.5 se muestra un ejemplo de este algoritmo

en su primer nivel. Los autores muestran buenos resultados en aridades grandes (50 y 100).

Figura 3.5: Ejemplo del primer nivel de un GNAT conm= 4.

LAESALinear AESA [MOV94]. Básicamente este algoritmo es AESA ocupando menos

espacio. Los autores proponen utilizar sólo un subconjuntodek pivotes fijos, por lo tanto la

memoria utilizada se reduce aO(kn) en lugar deO(n2) que utiliza AESA. En este conjunto

dek elementos se busca el mejor pivote en cada iteración.

Una versión mejorada de LAESA fue implementada en un árbol llamadoTree LAESA (TLAE-

SA)[MOC96, TYM06], el cual resuelve las consultas con un costo sublineal aunque duplica,

en promedio, los cálculos de distancia. En [MSMO02] los autores muestran una extensión

de LAESA para encontrar losK vecinos más cercanos (K-LAESA).

FQT Fixed-Queries Tree,FHQT Fixed Height FQT [BYCMW94] y FQTrie [CF04]. FQT

es un índice diseñado para espacios discretos y su proceso deconstrucción es el siguiente.

Tomamos un conjunto dek pivotes, inicialmente, con el pivotep1, y para cada distanciai > 0

determinamos el subconjunto de objetos que se encuentran a distanciai de p1. Para cada

subconjunto no vacío se genera una rama con etiquetai. En cada hijo, con los elementos

en éste, se crea un FQT, tomando como raíz el siguiente pivotep2. Nótese que todos los

subárboles de un mismo nivel usan el mismo pivote como raíz, la altura del árbol es de

tamañok. La información de los elementos de la base de datos está almacenada en las hojas.

Para una consultaq y un radior, se calcula la distancia deq hacia la raízp1, y se descartan

aquellas ramas cuya etiquetai < [d(q, p1)− r,d(q, p1)+ r]. Se desciende por las ramas que no
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fueron descartadas aplicando el mismo procedimiento.

Nótese que la idea de los FQT es esencialmente una tabla conh pivotes tipo LAESA, donde

se comparaq contra todos los pivotes y el árbol se usa para reducir el tiempo extra de CPU

necesario para encontrar la lista de candidatos. Un ejemplopuede verse en la figura 3.6.

En el FHQT todas las hojas tienen la misma profundidadh. Cada pivote almacena todas las

distancias hacia los elementos de la base de datos. El espacio ocupado se encuentra entre

O(n) y O(nh). En la práctica elh óptimo esO(logn), el cual rara vez puede ser alcanzado por

limitaciones de espacio en bases de datos grandes. Otro índice que usa esta misma estructura

es el FQTrie [CF04]. Los autores proponen el uso de un trie y una tabla de búsqueda para

agilizar el proceso.

FQAFixed-Queries Array [CMN99, CMN01]. Este índice no es propiamente un árbol, sino

sólo una representación compacta del FHQT. Imagine que se tiene construido un FHQT

de alturah. Si se recolectan las hojas de ese árbol de izquierda a derecha y se colocan los

elementos en un arreglo, el resultado es un FQA. Para cada objeto se tienenh números que

representan las ramas del árbol desde la raíz para llegar a las hojas. Cada uno de estosh

números se codifica enb bits y es posible representar losh números de cada objeto en un

número, concatenando los bits de cada distancia. Así los primerosb bits más significativos

en realidad representan la distancia de la raíz al primer nivel del árbol, los siguientesb bits

representan el siguiente nivel y así sucesivamente.

Como resultado el FQA está almacenado en un número dehb bits. La ventaja de este índice

es que usa menos memoria,O(nhb) bits, para obtener los mismos resultados que el FHQT.

Este índice es importante porque reduce la memoria usada, y por lo tanto permite incrementar

el número de pivotes, teniendo mejor desempeño en la búsqueda.

Estos cuatro índices, FQT, FHQT, FQTrie y FQA, usan el mismo criterio para descartar

elementos, de hecho si se emplearan los mismos pivotes, los primeros tres índices resolverían

la consulta con los mismos cálculos de distancia. La diferencia es el tiempo extra de CPU,

siendo el FQTrie el más rápido. En la figura 3.6 se muestra una comparación entre estos

índices. En el caso de FQA se podría perder precisión por el manejo de bits.

BKT Burkhard-Keller Tree [BK73]. Este índice está diseñado para funciones de distancia

discretas. El proceso de construcción es igual que el FQT, ladiferencia es que el pivote es

distinto en cada nodo del árbol, y se selecciona del conjuntode elementos en su subárbol.

Con esto, el pivote es más local al conjunto que indexa y filtramejor.

En este índice cada pivotep conoce las distancias a sus hijos, es decir, hay muchos pivotes

pero cada uno sólo conoce un subconjunto de todas las distancias. Con esto se logra ocupar

O(n) espacio, aún teniendo muchos pivotes.
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Figura 3.6: Ejemplo comparativo entre los índices BKT, FQT,FHQT y FQA para el conjunto de
puntos mostrado en la parte superior.
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El algoritmo de consulta es esencialmente el mismo que para el FQT. Cuando llega una

consultaq, se mide la distancia al elemento de la raíz (que ahora es distinto en cada nodo

aún en el mismo nivel) y se descartan aquellas ramas cuya etiquetai < [d(q, p)− r,d(q, p)+ r].

Se desciende por las ramas que no fueron descartadas aplicando el mismo proceso. En las

figuras 3.6 y 3.7 se muestra un ejemplo de este índice. En la figura 3.6 se puede apreciar la

diferencia con respecto a la familia de los FQT.

Nótese que a medida que la dimensión del espacio crece la mayoría de los elementos se con-

centran en un misma rama (pues la varianza disminuye y la media aumenta). Este fenómeno

hace que el árbol degenere en una lista enlazada y la búsquedaen un proceso casi secuencial.

Figura 3.7: En el lado izquierdo, se muestra au11 como pivote y la división del espacio creado por
éste. En el lado derecho, se muestra el primer nivel del BKT con u11 como raíz. Para la consulta
q, las ramas que se seguirían son 2,3,4, que corresponden a los anillos intersectados en el lado
izquierdo por el radio de la consulta.

VPT Vantage Point Tree [Uhl91]. Este índice fue diseñado para funciones de distancia

continuas. El VPT es un árbol binario; el elemento en cada nodo interno se selecciona de

manera aleatoria entre los elementos del subárbol, el criterio de división es la mediana del

conjunto de todas las distancias en el subárbol. Inicialmente, seap el elemento en el nodo

raíz,M =mediana{u ∈ U| d(p,u)}, los elementosd(p,u) ≤ M serán insertados en el subárbol

izquierdo, el resto en el subárbol derecho. En esencia este índice es como un BKT donde sólo

existen dos etiquetasi ≤ M e i > M. El resultado de seleccionar la mediana como criterio de

división es un árbol balanceado. El espacio que ocupa este índice esO(n).

Una propiedad interesante de esta estructura es que cada elemento sólo almacena informa-

ción para saber si la distancia es mayor queM o menor igual aM. La desventaja es que

habrá elementos que no fueron descartados tempranamente por no contar con la información

exacta. En la figura 3.8 se muestra un ejemplo de la construcción de este índice.

En espacios de dimensión alta, la gran mayoría de los elementos, así como la consulta, se

encontrarán muy cerca de la mediana, por lo que será muy probable descender por ambas

ramas de esta estructura.
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Figura 3.8: Ejemplo del algoritmo VPT cuya raíz esu11. El círculo en el lado izquierdo representa
el radioM usado para construir el árbol.

MVPT Multi Vantage-Point Tree [BO97]. Este índice es una extensión al VPT. Se cons-

truye un árbolm-ario usandom−1 percentiles uniformes en lugar de sólo la mediana. Los

autores mostraron ligeras mejoras al VPT. La memoria utilizada sigue siendoO(n), pues los

elementos son almacenados en las hojas. Nótese que los pivotes de este algoritmo también

indexan sólo a un subconjunto de elementos, pues son tomadosdel conjunto de objetos en el

subárbol al que pertenecen. Las mejoras reportadas requieren muchos elementos por nodo,

lo que hace muy costoso el recorrido en el árbol por más de una rama.

VPF Excluded Middle Vantage Point Forest [Yia99a]. Este índicees otra generalización de

los VPT, y está diseñado para responder consultas con un radio limitado (búsquedas de los

vecinos más cercanos dentro un radio). El método consiste enexcluir, para cada árbol, los

elementos que se encuentren en las zonas concentradas (véase la figura 2.2, página 17). Con

los elementos no excluidos se construye un VPT. Con los elementos que fueron excluidos se

repite el proceso y se forma un segundo árbol, y así sucesivamente, hasta formar un bosque.

Cuando se tiene una consulta se busca sólo en aquellos árboles que tienen intersección con

la bola de la consulta.

MT M-Tree [CPZ97]. Los objetivos de este algoritmo son reducirel número de cálculos

de distancia para responder las búsquedas por proximidad, ser dinámico, tener un buen de-

sempeño en operaciones de I/O. Los autores proponen la construcción de un árbol, donde se

escoge un conjunto de objetos representantes, y cada uno forma un subárbol con los elemen-

tos cercanos a él. La estructura tiene una cierta semejanza con un GNAT donde los elementos

cercanos a un representante son colocados en un subárbol. Laprincipal diferencia de este al-

goritmo está en cómo son insertados los elementos: en el M-Tree se insertan siempre en

el “mejor” subárbol, no siempre en el más cercano como es el caso del GNAT. Los autores

consideran mejor subárbol aquel con menor expansión en su radio de cobertura al insertar un

elemento. Los elementos son almacenados en las hojas y cuando éstas llenan su capacidad
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se produce una separación en dos nodos y un elemento es promovido hacia el padre, como

en el B-tree o un R-tree [Gut84].

Cada elemento almacena la distancia a su padre, lo que hace que este algoritmo useO(n)

espacio. El criterio de descarte de ramas es el del radio de cobertura.

LC List of Clusters [CN00, CN05],iDistanceIndexing the Distance[YOTJ01]. Estos índices

tienen muy buen desempeño en dimensiones altas. El algoritmo de construcción (en ambos)

consiste en seleccionar un centrop y agrupar susm elementos más cercanos. El conjunto

restante aplica el mismo proceso hasta que todos los elementos hayan sido agrupados. Cada

centro almacena un radio de cobertura, que después es usado para descartar elementos en

una consulta. El espacio que ocupa la estructura esO(n).

La diferencia entre estos dos algoritmos es que LC recorre lalista secuencialmente mientras

que iDistanceasocia una “llave”y a cada elemento dependiendo de la zona (i) en que fue

agrupado;y es calculada como:y = i × c+ d(u, pi ), dondec es una constante (grande) que

trata de evitar el traslape entre llaves. Finalmente, las llaves son indexadas con unB+-tree

para su localización. Este índice muestra mejores tiempos de respuesta que el M-Tree, pero

empeora cuando se recuperan muchos vecinos.

Los autores enLC emplean dos criterios para agrupar a los elementos: fijando en mel número

de elementos más cercanos, o usando un radio de tolerancia. Los mejores resultados los

obtuvieron cuando limitan el número de elementos más cercanos.

BST Bisector Tree [KM83].- Es un árbol binario que se construye recursivamente. Para

cada nodo del árbol se eligen dos centrosp1 y p2. Los objetos más cercanos ap1 que a

p2 se insertan en el subárbol izquierdo, y los objetos más cercanos ap2 se colocan en el

subárbol derecho. Para ambos centros se almacena la información de su radio de cobertura

respectivo, al que representaremos porrc1 y rc2. La memoria utilizada esO(n), pues cada

elemento almacena información de la cercanía a su centro.

Durante una búsqueda del objetoq, se pueden excluir todos aquellos subárboles donde se

cumpla qued(q, pi )− rci > r (criterio de radio de cobertura, lema 2). Un ejemplo de la primera

división de este índice está en la figura 3.9. Note que para esaconsultaq deben revisarse

ambos subárboles pues el radio de la consulta intersecta ambas regiones.

GHT Generalized-Hyperplane Tree [Uhl91].- Es idéntico en construcción a un BST. Sin

embargo, el algoritmo utiliza los hiperplanos como condición para descartar ramas del árbol,

en lugar del radio de cobertura. El espacio requerido por esta estructura esO(n). El criterio

para recorrer el subárbol izquierdo esd(q, p1) − r < d(q, p2) + r y para entrar al subárbol

derecho esd(q, p2)− r ≤ d(q, p1)+ r. Un ejemplo de este algoritmo se muestra en la figura

3.9.
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Figura 3.9: Ejemplo del primer nivel del BST o GHT. En este caso, note que para la consultaq
deben revisarse ambos subárboles.

VT Voronoi Tree [DN87] .- Este algoritmo es una mejora al BST. ElVT tiene 2 ó 3 elementos

(e hijos) por nodo. Cuando se crea un nuevo nodo, se insertaráen él aquél elemento más

cercano que pertenece al padre. Este algoritmo tiene la propiedad de que el radio de cobertura

se reduce a medida que se desciende por el árbol.

Los autores muestran que el VT es superior y mejor balanceadoque el BST. El espacio

requerido esO(n) pues los pivotes indexan localmente.

SATSpatial Approximation Tree [Nav99, Nav02a]. Este algoritmo no usa centros para sepa-

rar la base de datos, sino la aproximación espacial. Se selecciona un elementop como raíz

del árbol y a éste se conectan todos los vecinos enU tales que están más cerca ap que a

otro vecino. Los demás se insertan en su vecino más cercano. El algoritmo es recursivo para

los elementos que se van insertando en cada vecino. La cantidad de memoria utilizada es

O(n) pues cada elemento almacena cuáles son sus vecinos y a qué distancia se encuentran.

El criterio de descarte son los hiperplanos y el radio de cobertura (lemas 2 y 3). Un ejemplo

puede verse en la figura 3.10.

3.3. Comparación del Estado del arte

Nótese cómo los algoritmos expuestos usan las distancias precalculadas, y guardadas

en el índice, al momento de realizar consultas por proximidad. De esta manera, algunos elementos

de la base de datos serán descartados sin que se mida su distancia contra la consulta y así se

reducirán los cálculos de distancia para responder las consultas.

La comparación entre todos estos algoritmos es evidente al notar que mientras AESA

usa toda la matriz de distancias, el resto de los algoritmos tratan de acercarse lo más posible al de-
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Figura 3.10: Ejemplo de un SAT. El recorrido que se sigue paraesa consulta se muestra en la figura
con la línea más oscura, iniciando poru11.

sempeño de AESA pero almacenando mucha menos memoria. La manera de usar menos memoria

es almacenando sólo unas columnas de esa matriz (el caso de los algoritmos pivoteros), algunas

áreas ó manteniendo cotas inferiores y/o superiores (los basados en particiones compactas). Otra

comparación interesante es que en AESA no existen comparaciones externas, como en el resto de

los algoritmos, pues el próximo pivote siempre es seleccionado de la lista de candidatos.

En el caso de los algoritmos basados en pivotes, se ha demostrado [BY97, BYN98]

que existe un número óptimo de pivotes para usarse en el índice. La desventaja es que ese número

puede no ser alcanzable por falta de memoria (incluso en bases de datos de tamaño moderado).

Por lo tanto, optimizar la memoria que ocupan los algoritmosen el índice permite acercarse al

número óptimo de pivotes y tener el mejor rendimiento posible. Algunas técnicas de optimización

son: eliminar información redundante, compactar la información guardada, etc.

Durante el análisis de los distintos algoritmos se mostraron características diversas,

que son importantes para comprender por qué nuestro interésen usar los índices centrados en los

datos para optimizar la memoria ocupada.

La tabla 3.1 resume las principales características de los algoritmos descritos anterior-

mente. En la primera y tercera columna se tiene el nombre del algoritmo y el espacio ocupado por

su índice.

La cuarta columna describe cómo se seleccionan los Objetos Representantes (OR,

como pivotes, centros, etc.) durante la fase de construcción del índice. Dicha selección se generaliza

como sigue:

OR Fijos. Algunos índices primero escogen los OR y en base a ellos se construye la estruc-

tura de su índice.

40



BST

AESA

LAESA

GNAT

GHT

MVPT

FQT

1973 2002

BKT

Distancias 
discretas

Arboles

Distancias
continuas

Arboles

2001200019991997199619951991198719861983 1984 1985 1992 1998199019891988 1993 1994

Arboles

SAT

MTREE
LCOtros

20042003.....

t−SPANNER

VT

iDISTANCE

FQHT FQA

VPT

FQTrie

VPF

Hiperplanos

Figura 3.11: Estado de arte de los algoritmos para búsqueda en espacios métricos a través del
tiempo.

De cada subconjunto. Significa que, después del primer particionamiento (zonaso subár-

boles), los OR son seleccionados de los elementos que pertenecen a cada partición para

continuar recursivamente el proceso.

Todos OR. Algunos algoritmos usan todos los objetos como OR.

Durante la fase de consulta, este criterio refleja el tipo de información que se empleará

en el recorrido del índice. En el caso de losfijos se compara la consulta contra todos losOR, y

ésta es toda la información que se usará durante el recorridopor el índice, sin que alguna distancia

extra calculada en el proceso agregue más información. Nótese que de antemano se sabe contra

quién se comparará la consulta. En el casoDe cada subconjunto, de acuerdo a la naturaleza de la

consulta, ésta se comparará contra diferentes OR y cada comparación irá contribuyendo al proceso

de búsqueda. Finalmente, en el casoTodos OR, sucede algo similar al caso anterior, la diferencia

radica en que cualquier elemento de la base de datos puede serun OR.

En la quinta columna de la tabla 3.1 se indica si el índice se mantiene balanceado en

dimensiones altas, pues es una condición que influye en el rendimiento del algoritmo. Al balancear

una estructura se busca que, en el mejor de los casos, sea posible eliminar al menos la mitad de

los elementos en la búsqueda. Sin embargo, en dimensiones altas se tiene mayor probabilidad de

descender por ambas (o más) ramas (o divisiones), dependiendo de la consulta y de su radio. Note

que LC y VPF no tienen una estructura balanceada en dimensiones altas, pero esta característica

es una ventaja en dimensión alta debido a su estructura.
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Cabe destacar que una gran mayoría de los algoritmos presentados selecciona susOR

de manera aleatoria. Asimismo, en ninguno de los algoritmosse puede pertenecer a dos subárboles

o agrupaciones a la vez.

El resto de las columnas tiene información citada por los autores [CNBYM01] sobre

el desempeño de su respectivo algoritmo.

Algunos algoritmos presentados pueden mejorar su rendimiento usando más memo-

ria. El caso límite es AESA pues requiere toda la informaciónde las distancias disponible para la

búsqueda. En la figura 3.12(a) se muestra el desempeño de algunos de los algoritmos para la bús-

queda por proximidad en dimensión 8, esto es, los cálculos dedistancia necesarios para responder

una consulta contra el espacio ocupado por el índice. El espacio tratado fue un conjunto sintético

de distribución uniforme (descrito en la sección 2.6.1) con100.000 elementos. Las consultas recu-

peran el 0,01 % de la base de datos. Los casos en que es posible emplear más espacio en el índice

y tener un mejor rendimiento, se muestran con una línea (LAESA, GNAT y FQA).

En la figura 3.12(b) se refleja el efecto que provoca el aumentode la dimensión del

espacio y que es conocido como “la maldición de la dimensionalidad” (explicada en la sección 2.3).

En general, cuando la dimensión aumenta todos los algoritmos para la búsqueda por proximidad

tienden a hacer búsqueda secuencial, como se muestra en la figura. El extremo derecho del mapa

corresponde a hacer búsqueda secuencial.

Algunos índices fueron omitidos, debido a que su desempeño es muy semejante a otro,

por ejemplo, el FQT, FHQT y FQTrie con respecto al FQA; o porque son casos particulares de otro

algoritmo, por ejemplo, VPT, MVPT del VPF, el BST, GHT del GNAT.

3.4. Algoritmos Inexactos

Los algoritmos presentados en la sección anterior fueron algoritmos exactos, los cua-

les recuperan correctamente los elementos de la base de datos que se encuentran en la bola (q, r)d.

A continuación se hará una descripción de los algoritmos inexactos para espacios métricos. Este

tipo de algoritmos relaja la precisión de la consulta y con esto gana velocidad en los tiempos de res-

puesta [VRCB88, VL88, TYM06]. Esto generalmente es razonable en muchas aplicaciones debido

a que modelar como espacios métricos ya involucra una aproximación a la respuesta verdadera y

por lo tanto podría ser aceptable una segunda aproximación durante la búsqueda.

Adicionalmente a la consulta se especifica un parámetro de precisiónǫ el cual controla

cuán lejos (o relajada) se quiere la respuesta de la solucióncorrecta a la consulta. Un comporta-

miento razonable para este tipo de algoritmos es una tendencia asintótica a la respuesta correcta

cuandoǫ tiende a cero y complementariamente acelerar el algoritmo,perdiendo precisión, a me-

dida queǫ se mueve en la dirección contraria. De esta manera, la precisión está perfectamente
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Algoritmo Familia Espacio Criterio de Balanceo Complejidad Tiempo
ocupado selección de en dim. de la consulta extra de

pivotes o centros alta según los autores CPU

AESA Pivotes n2 dist Todos OR - O(1)d n. . .n2

t-spanner Pivotes m=
(

n(1+ 0,1...0,2
t−1 )
)

ptrs Todos OR - no analizado mlogn. . .nmlogn
GNAT Part. compactas nm2 dist De cada subconj. Si no analizado -

LAESA Pivotes kndist Fijos - k+O(1)d n. . .kn
FQT Pivotes n. . .nhptrs Fijos No O(nα) -

FHQT Pivotes n. . .nhptrs Fijos No O(logn)b -
FQA Pivotes nb. . .nhbbits Fijos No O(logn)b (logn)∗ distancias
BKT Pivotes n ptrs De cada subconj. No O(nα) -
VPT Pivotes n ptrs De cada subconj. Si O(logn)c -

MVPT Pivotes n ptrs De cada subconj. Si O(logn)c -
MT Part. compactas n ptrs De cada subconj. Si no analizado -
VPF Pivotes n ptrs De cada subconj. No O(n1−α logn) -
LC Part. compactas n ptrs De cada subconj. No no analizado -

BST Part. compactas n ptrs De cada subconj. Si no analizado -
GHT Part. compactas n ptrs De cada subconj. Si no analizado -
VT Part. compactas n ptrs De cada subconj. Si no analizado -
SAT Part. compactas n ptrs De cada subconj. Si O(n1−Θ(1/ log logn)) -

Cuadro 3.1: Comparación de los algoritmos para la búsqueda por proximidad en espacios métricos.

aLas complejidades sólo toman en cuenta el valor den, no están incluídos otros parámetros como la dimensión. El espacio ocupado descrito es el máximo almacenado. Se
empleóptrs para “punteros” ydist para “distancias”.α es un número entre 0 y 1, diferente para cada estructura.

bSi h= logn
cSólo válido para radios de búsqueda muy pequeños.
dConclusiones empíricas sin análisis.
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Figura 3.12: Estado de arte de los algoritmos para búsqueda en espacios métricos, para dos dimen-
siones (8 y 20). El gráfico compara espacio ocupado por los índices contra cálculos de distancia
promedio para responder una consulta (escala logarítmica).
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controlada.

Esta alternativa para la búsqueda por similaridad exacta esllamada búsqueda por si-

milaridad inexacta, y abarca los algoritmos aproximados y probabilísticos. En [WJ96] se presentan

algunos algoritmos inexactos para la búsqueda por similaridad.

BBD-Tree [AMN +94]. Este es un algoritmo aproximado para búsqueda del vecino más

cercano en un espacio vectorial usando la métricaLp. La estructura propuesta está ins-

pirada en elKD-Tree para encontrar “(1+ ǫ) vecinos más cercanos”: en lugar de encon-

trar un u tal qued(u,q) ≤ d(v,q), ∀v ∈ U, los autores encuentran un elementou∗, tal que

d(u∗,q) ≤ (1+ ǫ) d(v,q) ∀v∈ U.

La idea esencial de este algoritmo es localizar la consultaq en una celda (cada hoja en el

árbol está asociada con una celda). Cada punto dentro de la celda es procesada para obtener

el vecino más cercano (u) en la celda. La búsqueda se detiene cuando no hay más celdas

promisorias, esto es, cuando el radio de alguna bola centrada enq y su intersección a alguna

celda no vacía excede el radiod(q, p)/(1+ ǫ). El tiempo de consulta esO(⌈1+6k/ǫ⌉kk logn).

Aggressive Pruning[Yia99b]. Este es un algoritmo probabílistico para espacios vectoriales.

La estructura es muy semejante a unKD-Tree, usando un “recorte agresivo de hojas” para

mejorar el desempeño. La idea es incrementar el número de ramas filtradas (o recortadas)

a expensas de perder algunos candidatos en el proceso. Este proceso es controlado, de esta

manera, siempre se conoce la probabilidad de éxito. La estructura de datos es útil sólo para

encontrar vecinos más cercanos en un radio limitado, esto es, vecinos más cercanos dentro

de una distancia fija a la consulta.

M(U,Q) [Cla99]. Este es un ejemplo de un algoritmo probabilísticopara espacios métricos

generales. La intención original es construir una estructura de datos como la de Voronoi para

un espacio métrico. En general esto no es posible porque no existe suficiente información

de las características de las futuras consultas. Para solucionar este problema, los autores se-

leccionaron entre las consultas un “conjunto de entrenamiento” y construyen una estructura

de datos capaz de responder correctamente sólo las consultas que pertenecen al conjunto de

entrenamiento. La idea es que con esto sea posible resolver consultas arbitrarias con alta

probabilidad. Bajo algunas suposiciones en la distribución de las consultas, mostraron que

la probabilidad de no encontrar el vecino más cercano esO((logn)2/α), dondeα es un pará-

metro que permite controlar la probabilidad de falla. La estructura ocupaO(αnρ) espacio y

O(αρ logn) tiempo de búsqueda. Aquíρ es el logaritmo del radio entre los pares de puntos

más alejados y más cercanos en la unión deU y del conjunto de entrenamiento.

Streching[CN01]. Este algoritmo está basado en “reducir” la desigualdad triángular. La pro-

puesta es general, aunque los autores la mostraron para los algoritmos basados en pivotes.
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Probabilistico
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d(p,q)−r/β

d(p,q)+r

d(p,q)−r

βd(p,q)+r/

Figura 3.13: Diferencia entre un algoritmo exacto y uno aproximado, ambos desarrollados para un
algoritmo basado en pivotes.

La idea es reducir el radio de búsqueda por un factorβ, que debe crecer cuando el espacio

se vuelve más difícil (cuando la dimensión intrínseca aumenta). Aún con una pequeña re-

ducción, se obtiene una gran mejora en el tiempo de búsqueda con una baja probabilidad de

error. El factorβ puede ser seleccionado en tiempo de búsqueda, así el índice puede ser cons-

truido de antemano y después es posible decidir el nivel de exactitud deseado y velocidad

del algoritmo. Como el factor es usado sólo para descartar elementos, sólo los elementos a

distancia mayor quer/β deq se pueden perder durante la búsqueda. En la práctica, todos los

elementos que satisfacen|d(pi ,u)− d(pi ,q)| > r/β para algúnpi son descartados. La figura

3.13 muestra la idea de este algoritmo.

Algoritmo Probabilístico [BN02]. Los autores proponen dostécnicas probabilísticas. La pri-

mera es un adaptación al algoritmo de búsqueda de vecinos máscercanos priorizando el

backtracking para los algoritmos basados en pivotes, y la segunda usa elranking de zonas

para algoritmos basados en particiones. La segunda técnicamostró un mejor desempeño que

la primera en dimensiones altas.

La idea esencial en este tipo de algoritmos consiste en ordenar la base de datos con algún

criterio propicio y comparar los elementos en ese orden. El criterio para no comparar más

elementos se establece generalmente usando heurísticas. El caso ideal en estos algoritmos

es que los primeros elementos del orden establecido en la base de datos sean la respuesta

correcta, en el caso de losK vecinos más cercanos.

AK-LAESA[MSMO03]. Este algoritmo es una extensión al algoritmo exacto LAESA pa-

ra encontrar losK vecinos más cercanos. Básicamente tiene dos modificaciones, la pri-

mera consiste en proponer unorden en el que los elementos deben ser comparados. El
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orden lo determina la distancia entre la consultaq y un elementou de la base de datos,

L∞ =máxp∈P |d(p,u)−d(p,q)|. La segunda modificación es que los autores detienen las com-

paraciones cuandoL∞ > dNN, dondedNN es la distancia al vecino más cercano, note que no

depende del valor deK. Esto último hace que la respuesta sea aproximada, aunque supreci-

sión sí está relacionada con el valor deK, pues empeora cuandoK aumenta.

TLAESA Aproximado[TYM06]. Este algoritmo aproximado mejora LAESA recorriendo un

árbol de caminos múltiples por la mejor rama. La prioridad deuna rama está dada porL∞, y

la condición para podar una rama es queL∞ > α ·dmin, dondedmin es la distancia al vecino

más cercano encontrado, y 0< α ≤ 1 es un parámetro para controlar la aproximación de la

consulta a la respuesta correcta. Este algoritmo también fue probado para la búsqueda de los

K vecinos más cercanos.

Resumiendo, existen varias propuestas para la búsqueda inexacta:

Aproximada. En este tipo de búsquedas el usuario define un valor 0< ǫ ≤ 1 que indica qué

tan relajada acepta una solución respecto a la respuesta correcta. Muchos algoritmos exactos

usan esta estrategia para conseguir mejorar su desempeño a cambio de perder precisión.

Probabílistica. Otra forma de búsqueda inexacta son los algoritmos probabílisticos donde se

especifica la probabilidad de error en la respuesta. Una variante de este tipo de algoritmos

son los basados en ordenamientos. En este tipo de heurísticas se propone unorden (por

promisoriedad) en que deben ser comparados los elementos dela base de datos. La idea es

identificar rápidamente los elementos prometedores y a medida que se degrade la calidad de

la respuesta dejar de comparar elementos en la base de datos.
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Parte II

NUESTRA TÉCNICA
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Capítulo 4

Técnica Basada en Inversiones

En esta tesis planteamos un enfoque original respecto al estado del arte en búsqueda

en espacios métricos. A manera de resumen diremos que los índices conocidos usan las distancias

(o cotas de distancia) entre elementos, para procesar la base de datos (ver Capítulo 2). En nuestro

nuevo enfoque cada elementoordenael espacio de acuerdo a cómo lopercibe. En este caso ese

orden es por cercanía (en orden ascendente). Si bien para generar ese orden también usamos las

distancias, la diferencia radica en que almacenamos otro tipo de información sobre esas distancias.

Como vimos en el capítulo 2, las técnicas existentes tienen dos fases: la fase de pre-

procesamiento o indexación y la de consultas. Nuestra técnica también tiene estas dos fases. En la

primera, crearemos nuestro índice; y en la segunda, mostraremos cómo usar ese índice para realizar

las consultas.

La idea esencial es seleccionar un conjuntoP= {p1, . . . , pk} ⊆U, |P|= k; a los elementos

en ese conjunto los llamaremospermutantes. En la indexación, cada elementou ∈ U ordena los

elementos deP por distancia creciente au. Nótese que cada elemento de la base de datos, una vez

que ordena el conjuntoP, podría distinguirse respecto a otrou′ usando sólo ambos órdenes. Esto

claramente podría ser útil para acotar la búsqueda.

Al momento de responder una consultaq, también se genera un orden en el conjunto

de permutantesP de acuerdo a su cercanía aq. De la diferencia entre el orden producido enP porq

y poru, se puede inferir siu es relevante paraq, y descartarlo sin haberlo comparado directamente

contraq, o al menos estimar la semejanza entreu y q (sin posibilidad de descartarlo). En este

capítulo se explica cómo podría usarse esa diferencia en losórdenes para descartar elementos sin

compararlos directamente contra la consulta. En el capítulo 5 se explica cómo estimar la relevancia

entre los elementos a partir de la semejanza de los órdenes.

En la figura 4.1 se muestra un espacio métrico enR
2. El conjunto de permutantesP son

los círculos rellenos (u1 a u4, llamadosp1 a p4 respectivamente). En el ejemplo se seleccionaron
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dos elementos para ilustrar la idea de los órdenes,u7 y u12. El elementou7 tiene más cerca a

p4, después ap3, luego p1, y finalmentep2. El elementou12 tiene más cerca ap4 después a

p2, p3, p1. Note que los órdenes deu7 y u12 son distintos. Cuando llega una consulta (llamadaq en

la figura), ésta también formará su orden del conjuntoP. La idea central es que estos órdenes nos

den suficiente información para resolver las consultas por similaridad.

p2

4p2p3p1

p4p3p1p2 p4p1p2p3

u8

u9

u10

u6

u14

u12

u11u7

u5

u15

Permutante

q

Permutaciónu3
p3

4u
p4

p1

u1

2up

Figura 4.1: Los elementosu7 y u12 perciben de manera diferente al conjunto de permutantesP. El
orden que establecen los elementos en la base de datos sobre el conjuntoP será por cercanía (en
orden creciente).

4.1. Definiciones

Definición 1 Cada elemento x∈ X define un preorden≤x enP dado por la distancia a x. Este se

define como: dados p, p′ ∈ P:

p≤x p′ ⇔ d(x, p) ≤ d(x, p′)

La relación≤x es un preorden y no un orden porque varios elementos pueden estar a la misma

distancia dex, y entonces∃p, p′ tales quep≤x p′ f p′ ≤x p.

Definición 2 Para cada x enX y r > 0, denotaremos la relación≤x,r como un orden parcial estricto

enP dado por:

p≤x,r p′ ⇔ d(x, p′)−d(x, p) ≥ r

La relación es un orden parcial estricto y no un orden porque no vale p ≤x,r p para ningúnp. De
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hecho, para cualquier parp, p′ tal qued(p, p′) < r, no vale nip≤x,r p′ ni p′ ≤x,r p. Nótese que≤x

es equivalente a≤x,0 por definición, aunque hemos reservado≤x,r para losr > 0.

Definición 3 Para cada x enX y r > 0, denotaremos la relación<x,r como un orden parcial estricto

enP dado por:

p<x,r p′ ⇔ d(x, p′)−d(x, p) > r

La relación es otro orden parcial estricto porque tampoco vale p <x,r p para ningúnp. De hecho,

para cualquier parp, p′ tal qued(p, p′) ≤ r, no vale nip<x,r p′ ni p′ <x,r p.

Diremos que el parp, p′ distingue ax si p y p′ son comparables bajo<x,r . La figura

4.2 (un espacio métrico en el plano con la distancia Euclidiana) muestra cómop y p′ dividen el

espacio en tres áreas. Siu esta en el área que contienep o en el área que contienep′, entoncesp y

p′ distinguen au.

p p'

r/2r/2

d(p',u)

d(p,u)

v

I

u

d(p´,v)

d(p,v)

Figura 4.2: Ejemplo en el plano donde los permutantesp y p′ distinguen a los objetosu y v los
cuales tienen unar-inversión.

A continuación probamos que el orden parcial estricto de loselementos nos puede dar

información de la distancia entre ellos.

Teorema 1 Sean<q,r1,≤u,r2 los órdenes parciales estrictos inducidos por q,u∈U, respectivamente,

para r1, r2 ≥ 0. Si existen p, p′ ∈ P tales que p≤u,r2 p′ y p′ <q,r1 p, entonces d(q,u) > r1+r2
2 .

Demostración Del orden parcial estricto sabemos:

p≤u,r2 p′ ⇔ d(u, p′)−d(u, p) ≥ r2 , (4.1)

p′ <q,r1 p ⇔ d(q, p)−d(q, p′) > r1 , (4.2)
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usando la desigualdad del triángulo:

d(u, p′) ≤ d(u,q)+d(q, p′) ,

d(q, p) ≤ d(q,u)+d(u, p) ,

reemplazando ambas ecuaciones en (4.1) y (4.2), tenemos:

d(u,q)+d(q, p′)−d(u, p) ≥ r2 ,

d(u,q)+d(u, p)−d(q, p′) > r1 ,

sumando ambas ecuaciones:

2d(u,q) > r2+ r1 , (4.3)

d(u,q) >
r1+ r2

2

El teorema vale también obviamente si≤u,r2 realmente es<u,r2.

Con estas definiciones se puede definir unar-inversión. Una r-inversión puede ser

gráficamente ilustrada usando otra vez la figura 4.2:v está en el área que contienep′, entonces

existe unar-inversión entrev y u.

Definición 4 Existe unar-inversión entre u,q ∈ X cuando existen otros dos objetos y,z∈ P y dos

números r1, r2 tal que r1+ r2 ≥ 2r, tal que los objetos tienen un intercambio en los órdenes induci-

dos por u,q, es decir y≤u,r2 z y z<q,r1 y.

Veamos un ejemplo de cómo usar esta técnica. Inicialmente escogemosP ⊆U y r2 > 0

para indexar la base de datos (preprocesamiento). Almacenamos sólo los órdenes parciales estrictos

≤u,r2 inducidos enP por cada elementou ∈ U. Supongamos que el orden parcial estricto inducido

sobreP por u es:

p1 ≤u,r2 p2 ≤u,r2 p3 ≤u,r2 · · · ≤u,r2 pk ,

y que el orden parcial estricto sobre el mismo conjuntoP inducido por una consultaq∈ X es:

p2 <q,r p1 <q,r p3 <q,r . . . <q,r pk ,

donde para ejemplificar hemos supuesto queP queda totalmente ordenado en ambos casos.

Nótese que existe unar-inversión en los órdenes, en particular en este casop1 ≤u,r2 p2

y p2 <q,r p1. De acuerdo al teorema 1 es posible asegurar qued(q,u) > r y por lo tanto descartar

el elementou sin haber calculado su distancia contra la consulta. El mismo proceso se aplica para

cadau ∈ U usando el mismo orden parcial estricto para la consulta pueséste sólo depende deP.
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Nótese que el orden parcial estricto de la consulta sólo se calcula una vez.

4.2. Comparación de las Inversiones contra las Familias Existentes

En esta sección veremos que lasr-inversiones son necesariamente inferiores a la téc-

nica basada en pivotes, sin embargo son las bases para la técnica basada en permutaciones que

veremos en el siguiente capítulo.

4.2.1. Inversiones frente a los Algoritmos de Pivotes

Una pregunta natural es cómo se compara la técnica basada en inversiones y la técnica

basada en pivotes, si se usa el mismo conjunto de pivotes/permutantes. Formalmente mostraremos

que lasr-inversiones no son superiores a los algoritmos basados en pivotes.

Teorema 2 Sean p y p′ tal que p≤u,r1 p′ y p′ <q,r2 p. Entonces|d(u, p) − d(q, p)| > r1+r2
2 ó

|d(u, p′)−d(q, p′)| > r1+r2
2 .

Demostración Del enunciado tenemos

d(u, p)+ r1 ≤ d(u, p′) ,

d(q, p) > d(q, p′)+ r2 ,

restando ambas ecuaciones:

d(u, p)+ r1−d(q, p) < d(u, p′)−d(q, p′)− r2,

esto es,

[d(u, p′)−d(q, p′)] + [d(q, p)−d(u, p)] > r1+ r2.

Por lo tanto, esto implica que se cumple alguna de las ecuaciones

|d(u, p′)−d(q, p′)| >
r1+ r2

2
ó

|d(q, p)−d(u, p)| >
r1+ r2

2
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De este teorema se puede concluir que los elementos que pueden ser descartados con

los permutantes también serán descartados por un algoritmobasado en pivotes.

Sin embargo almacenar sólo el orden de los permutantes bastan unos cuantos bits (de-

pendiendo del número de permutantes), esto es log2 |P| bits por permutante, lo que se traduce en

utilizar mucho menos espacio que la técnica de pivotes para la misma cantidad de pivotes o utili-

zar más permutantes para la misma cantidad de espacio, lo quepodría lograr mejores resultados.

Es decir, parak permutantes usados, el espacio requerido eskn⌈log2 k⌉ bits para almacenar lasn

permutaciones. En el caso de usark pivotes, se requierekn⌈log2 N⌉ bits para guardarkndistancias,

dondeN es el número de valores de distancia posibles. Usualmente,N es mucho mas grande quek.

En las práctica, las distancias con valores reales pueden usar hasta 4 bytes para su representación,

esto es, 32|P| bits, mientras que los permutantes|P| log2 |P|. Es decir, para que ambos algoritmos

usen la misma cantidad de memoria se necesitan 232 permutantes/pivotes. Por otro lado, se pue-

den usar 256 permutantes con sólo 1 byte por celda. Esto significa que 256 permutantes usarían la

misma cantidad de memoria que 64 pivotes.

4.2.2. Inversiones frente a las Particiones Compactas

El caso donde no es evidente que las particiones compactas y las inversiones difieren es

cuando las particiones dividen el espacio usando hiperplanos, es decir, cada elemento pertenece a la

zona de su centro más cercano (ver página 28). En este caso, silos permutantes son esos centros. En

cada zona los elementos tienen distintos preórdenes. Siu está en la zona dep1, entoncesp1 ≤u p2

para todo centrop2, es decirp1 es el mínimo deP de acuerdo al preorden≤u. Si u′ pertenece a la

zona dep2, siempre habrá una inversión en el orden entre≤u y ≤u′ , puesp1 ≤u p2 y p2 ≤u′ p1. Sin

embargo, podría haber otras inversiones en el preorden dentro de una misma zona.

Los algoritmos basados en particiones compactas discriminan por el primer elemento

del orden (es decir por su centro más cercano). Nuestra técnica permite detectar inversiones incluso

dentro de una zona, cuando ocurren entre otros elementos deP que no son el primero.

Para ilustrar lo anterior, observe la figura 4.3. Nótese que todos los elementos en la

zona donde se ubica el elemento de consultaq, tienen un preorden distinto. Esto hace que los

elementos en la zona aún puedan ser discriminados y se pueda reducir cálculos de distancia.

Una comparación interesante es respecto a los diagramas de Voronoi (explicados en

la página 3.2). En los diagramas de Voronoi los centros dividen el espacio creando una región

donde se cumple que los elementos en esa zona están más cercanos al centro de esa zona que a

ningún otro. En la figura 4.4 se muestran las particiones de Vonoroi formadas a partir de 3 centros

y las particiones formadas a partir de los mismos tres centros vistos como permutantes. La técnica

basada en permutaciones crea una región por cada permutación distinta.
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p5,p2,p3,...

p5,p3,p1,...
p5,p2,p6,...

p5,p2,p6,...

centros

p5,p3,p1,..

p1

p5

p2

p6

p4

p3

q

Figura 4.3: Ejemplo de una división producida por los algoritmos basados en particiones compac-
tas. Nótese cómo los elementos de una zona tienen distintos pre-órdenes. Esto permite diferenciar
entre los elementos de la misma zona.

p2

p3

p1

p1p2p3

p1p3p2

p2p1p3

p2p3p1p3p1p2

p3p2p1

p2

p3

p1

Particiones originadas por Voronoi Particiones basadas en permutaciones

Figura 4.4: Ejemplo de las particiones generadas por Voronoi y las particiones generadas por los
permutantes.
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4.3. Uso de la Técnica Basada en Inversiones

Entonces lasr-inversiones dan un método para descartar elementos en un consulta de

rango. Un algoritmo basado en búsqueda exacta enr-inversiones es presentado en esta sección por

medio de un índice que utiliza esta técnica.

En base al teorema 1, sabemos que, a partir de dos órdenes parciales estrictos (entre

q y u con un radior), si éstos tienen unar-inversión entonces la distancia entreq y u es mayor

que el radior. Cadau ∈ U podría formar el orden parcial estricto dado un radior (≤u,r) durante

la fase de preprocesamiento o indexación. Si al momento de una consultaq calculásemos el orden

parcial estricto<q,r , entonces podríamos usar el teorema 1 para descartar aquellos elementos enU

que tienen unar-inversión en su orden parcial estricto, con respecto aq. Esto tiene dos problemas:

el primero es que necesitamos conocerr al momento de indexar, y el segundo es que almacenar

un orden≤u,r es complejo, pues habrían muchas posibles combinaciones deelementos enP que

cumplan con≤u,r , y se podría requerir una costosa comparación individual de<q,r contra cada

≤u,r para detectarr-inversiones. Buscamos en cambio una técnica que nos permita descartar varios

elementos de una vez y no dependa der al momento de indexar.

Una solución al problema de usar los órdenes parciales estrictos es remplazarlos por

los pre-órdenes≤u en los elementos de la base de datos, de modo que el índice no dependa der.

Sin embargo, al momento de la consulta, para filtrar elementos usando el teorema 1 es necesario

tener el orden parcial estricto de la consulta y el preorden de los elementos en la base de datos,

como en el teorema 1.

De acuerdo al preorden≤u se puede asociar≤u a unapermutaciónΠu dep1, p2, . . . , pk,

donde,∀i,Πu[i] ≤uΠu[i +1]. Esto es, los elementos enP quedan ordenados de manera creciente en

base a la distancia au, siendoΠu[i] el elemento en la posicióni-ésima dentro de la permutación de

u. Los elementos a la misma distancia deu toman un orden arbitrario pero consistente. Así, veremos

la permutación de cadau como una cadena de símbolos que indexaremos en el preprocesamiento.

Por ejemplo, seauun elemento cuyas distancias son:d(p1,u)= 6,d(p2,u)= 4,d(p3,u)=

1,d(p4,u) = 9, d(p5,u) = 7, d(p6,u) = 3, su permutación seráΠu= p3, p6, p2, p1, p5, p4. AsíΠu[1] =

p3, Πu[2] = p6, etc. Véase la figura 4.1.

4.3.1. Indexación

A partir de la idea de usar el preorden en los elementos de la base de datos y el orden

parcial estricto en la consulta, surge la interrogante de cómo procesar la base de datos para que la

consulta no se compare contra todas las permutaciones una a una. Una alternativa es usar un trie

(véase la sección 2.5.2), puesto que es una estructura de datos diseñada para buscar en cadenas y

las permutaciones pueden ser vistas como cadenas o palabras. De esta manera podemos filtrar de
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una vez todos los elementos que comparten un prefijo sobre el cual se detectó unar-inversión.

En la figura 4.5 se muestra un ejemplo de un trie construido sobre un conjunto de

permutaciones de tamañok. El tamaño del índice ocupado por esta técnica será en el peorcaso

O(kn), donden es el tamaño de la base de datos. Nótese que nuestro trie unifica caminos cuando

todos los elementos comparten la misma permutación (una hoja puede tener profundidad menor

quek, si todos los elementos que contiene comparten una misma permutación). De esta forma los

elementos en cada hoja del trie comparten la misma permutación.

nodo interno .....

.....

..... .....

.....

.....
..... ..... ..... ..... ..... .....

p3

p2

p1 p2 p8

p7p1

p1 p6p7p2

p8

p8

Trie de las permutaciones

hoja

Figura 4.5: Nuestro índice es el conjunto de permutaciones ordenadas en un trie. En este ejemplo
|P| = 8.

De las observaciones más importantes de resaltar en el trie,tenemos:

Al variar el número de permutantes cambiará la aridad del trie

La altura de un árbol esO(logaridadn), cuando éste es balanceado.

Para valores grandes dek, probablemente el trie no tendrá una profundidad muy alta pues a

medida que aumente el número de permutantes es más improbable que los elementos com-

partan permutaciones hasta una cierta profundidad. Sin embargo puede haber unos pocos

pares de elementos que tengan una permutación casi igual y difieran al final.

En el caso contrario, cuando hay pocos permutantes, la profundidad del árbol será mayor y

es posible descartar más elementos con menos operaciones derecorrido por el trie, porque

las permutaciones compartirán más prefijos. Sin embargo, con pocos permutantes, el número

de combinaciones entre permutantes que favorezcan encontrar r-inversiones disminuye.

Por lo tanto, debe existir un balance entre los permutantes usados que minimice el

número de comparaciones en una consulta. Esta comparación se verá al final del capítulo en la

sección de experimentación.

57



p1 p2 p3 p4 p5 p6

p5 p6p3 p4

p5 p6p2 p3 p4 p p p4 pp1 2 3 51 p2 p3 4 p6p pp p2 p3 p5 p61p1 p2 p4 p5 p6p1 p3 p4 p5 p6

p2 p3 p4 5p

Figura 4.6: Ejemplo del proceso de búsqueda en un trie basadoen permutaciones.

4.3.2. Proceso de Búsqueda

En esta sección detallaremos cómo procesar una consulta usando su permutación y

recorriendo el trie de las permutaciones.

Inicialmente, construímos la permutación de la consultaΠq, esto es, calculamos|P|= k

distancias (llamadas comparaciones internas en la sección2.4).

Una vez con esta permutación podemos recorrer el trie partiendo desde la raíz, sólo

se descenderá (recursivamente) por aquellas ramas en las que no se produzca unar-inversión (con

respecto a algún ancestro en el camino al nodo). Cada vez que se descarte una rama se descartarán

todos los elementos en ella pues comparten un mismo prefijo. El proceso continúa hasta llegar a una

hoja, donde se comparan directamente los elementos en esa hoja contra la consulta (comparaciones

externas).

El proceso de búsqueda será explicado para una consulta por rango (q, r)d. Si existe un

par de permutantesΠq[i],Πq[ j] parai, j ≤ k, tal qued(Πq[i],q) > d(Πq[ j],q)+2r (nótese quej < i

pues los elementos en la permutación están ordenados por distancia), entonces debemos filtrar los

objetosu tales queΠu satisfaced(Πq[ j],u) ≥ d(Πq[i],u) (esto es, el elementoΠq[i] se encuentra

antes queΠq[ j] en la permutaciónΠu), pues significa que hemos encontrado unar-inversión.

Por ejemplo: sear = 1,

Πq = p1, p2, p3, p4, p5, p6 ,

Πu = p3, p6, p2, p1, p5, p4

y las distancias sond(pi ,q)= i. Los pares de elementos que cumplen con la condición der-inversión

d(Πq[i],q) > d(Πq[ j],q)+ 2r son: (p1, p4), puesd(p4,q) > d(p1,q)+ 2, (p1, p5), (p1, p6), (p2, p5),

(p2, p6), (p3, p6). Si revisamosΠu veremos que existe unar-inversión entre (p6, p2) (para este

ejemplo existe otrar-inversión (p6, p1)), por lo tanto podemos asegurard(q,u) > r y en este casou

no es relevante para la consulta. En la figura 4.6 se muestra gráficamente este proceso. Inicialmente

es posible descartarp4, p5 y p6 pues necesariamente habrá unar-inversión respecto ap1.
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El algoritmo 3 describe el proceso de búsqueda mediante el recorrido del trie. Las

condiciones iniciales son:T es la raíz del árbol,dmax= d(Πq[1],q) y nivel= 0. Se utilizód(Πq[1],q)

pues es la mínima distancia a la que se encuentran los pivotesy con esta distancia es posible

saber si habrá unar-inversión desde el primer pivote. En el ejemplo del párrafoanterior aquellas

permutaciones que empiecen por el pivotep4, p5 o p6 serán descartadas en el primer nivel (línea

11). En cada nivel se desciende por aquellas ramas (T′) que cumplan condmax−d(p,q) ≤ 2r, donde

p∈ P es el permutante por el que se desciende aT′. El proceso es recursivo en los subárboles usando

la ramaT′, máx(dmax,d(p,q)) y nivel+ 1. En cada trayectoria es necesario mantener la distancia

máxima del permutante encontrado (en esa trayectoria) puessólo así se detectaránr-inversiones

con seguridad. Mantenerdmax es equivalente a recordar cual es el permutante más alejado que se

ha encontrado en esa trayectoria.

Cuando se llega a una hoja antes de comparar los elementos en ésta, se revisa la per-

mutación de la hoja completa. Si no se detecta unar-inversión, aún revisando la permutación com-

pleta, entonces se comparan por distancia los elementos en la hoja contra la consulta reportando

los que son relevantes.

Algoritmo 3 Búsqueda-trie(T trie, dmax, nivel)
1: if T , NULL then
2: if T es una hojathen
3: if Probar-hoja(T,nivel)= TRUE then
4: for u∈ T do
5: if d(u,q) ≤ r then reportaru
6: end for
7: end if
8: else
9: for T′ hijo deT do

10: Seap el permutante que conectaT conT′

11: if dmax−d(p,q) ≤ 2r then
12: Búsqueda-trie(T′ ,máx(dmax,d(p,q)), nivel+1)
13: end if
14: end for
15: end if
16: end if

4.4. Experimentación

En esta sección mostraremos el desempeño de nuestra técnicaen bases de datos reales

y sintéticas. La base de datos real fue un diccionario de palabras y la base de datos sintética fueron

vectores en el cubo unitario. En particular, nos interesa mostrar la cantidad de comparaciones de

distancia necesarias (internas y externas), para responder una consulta usando la técnica basada en
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Algoritmo 4 Probar-hoja(T trie, dmax, nivel)
1: SeaΠu la permutación de la hoja
2: for i← nivel to k do
3: if dmax−d(Πu[i],q) > 2r then
4: return FALSE
5: end if
6: dmax←máx(dmax,d(Πu[i],q))
7: end for
8: return TRUE

inversiones, modificando algunos parámetros tales como el número de permutantes y la dimensión

de los datos. Para detectar lasr-inversiones se utilizó el trie explicado en la sección anterior.

4.4.1. Diccionario

Los experimentos en la base de datos real se realizaron usando un diccionario de

86.062 palabras en español (véase la sección 2.6.2). Para este experimento se hicieron búsque-

das por rango conr = 1. El desempeño de la técnica de las inversiones se muestra enla figura 4.7,

donde ya están consideradas las comparaciones internas y externas. En esta figura se compara la

técnica de las inversiones con un algoritmo clásico de pivotes que usa la misma cantidad de pivotes

que permutantes usa nuestra técnica. Nótese la relación entre el número de permutantes y el de-

sempeño de nuestra técnica. Al aumentar el número de permutantes (comparaciones internas) hay

mayor probabilidad de encontrarr-inversiones (es decir, se disminuyen las comparaciones exter-

nas) y eso se refleja en los experimentos. A partir de 40 permutantes se debe revisar el 1 % de la

base de datos. Cuando se usan 80 permutantes se alcanza casi la misma respuesta que un algoritmo

basado en pivotes.

4.4.2. Cubo unitario

Otros experimentos interesantes en el estudio de la técnicade las inversiones es cómo

afecta la dimensión de los datos al desempeño de ésta. Para este nuevo experimento se usaron

conjuntos sintéticos distribuidos en el cubo unitario (detalles en la sección 2.6.1). El rango de

dimensiones fue 4≤ dim≤ 12. El tamaño de la base de datos fue de 10.000 objetos y las consultas

recuperaron el 0,02% de la base de datos en consultas por rango.

El desempeño de la técnica de las inversiones en distintas dimensiones se muestra en la

figura 4.8. En esta figura se muestran las comparaciones internas más las externas para resolver las

consultas. Nótese que en dimensión baja (por ejemplo, 4) sonsuficientesk = 16 permutantes para

resolver la consulta comparando menos del 3% de la base de datos. Sin embargo, a medida que la

dimensión aumenta, se requiere un mayor número de permutantes para mejorar el desempeño de
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Figura 4.7: Desempeño de la técnica de las inversiones, paraun diccionario de palabras, comparado
contra un algoritmo clásico de pivotes.

la técnica basada en inversiones, pues esta técnica es sensible a la dimensión.

La sensibilidad a la dimensión se debe a que los rangos de búsqueda dependen de la

dimensión. Es decir, a mayor dimensión los rangos de búsqueda son mayores ya que las distancias

entre elementos son mayores y las diferencias de distanciasson menores. La consecuencia directa

es que entre más alta sea la dimensión menos elementos son capaces de cumplir la condición de

unar-inversión (teorema 1).
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Capítulo 5

Algoritmo Basado en Permutaciones

En este capítulo describiremos una propuesta probabilística para resolver el problema

de la búsqueda por similaridad en espacios métricos. La técnica que presentaremos está estrecha-

mente relacionada a la presentada en el capítulo anterior, donde cada elemento forma su permuta-

ción sobre un conjunto de elementos (permutantes) y el ordende la permutación de ese conjunto

es dado por distancia creciente al elemento.

A diferencia de la técnica de las inversiones, en este capítulo no definimos una manera

de filtrar elementos, sino que simplemente aprovechamos la semejanza entre permutaciones para

identificar aquellos elementos con mayor probabilidad de ser cercanos a la consulta.

La ventaja de esta técnica de permutaciones es que es posibleobtener rápidamente un

alto porcentaje de la respuesta correcta, lo que da como resultado un algoritmo probabilístico.

La idea general de las permutaciones es: seleccionamos un conjuntoP = {p1, . . . , pk} ⊆

U, llamados permutantes, en principio de manera aleatoria. Para cadau∈U, calculamos su preorden

≤u enP y formamos su permutaciónΠu (véase la figura 4.1 y la definición 4.1, página 50). Los

empates se deciden de forma arbitraria pero consistente.

Intuitivamente, si dos elementosu y v son cercanos entre sí, sus permutaciones serán

similares. En particular, si dos elementosu,v son tales qued(u,v) = 0 (u puede ser distinto de

v en un espacio pseudo-métrico), las permutacionesΠu y Πv serán iguales. Basándose en esta

observación se quiere revisar primero aquellas permutaciones con mayor semejanza de la consulta,

esperando que las permutaciones sean un buen predictor de cercanía entre elementos. Por lo tanto,

el objetivo de esta técnica es identificar a los elementos máscercanos entre sí usando la semejanza

entre las permutaciones.

El resto del capítulo está organizado de la siguiente manera: primero se presentará el

proceso de búsqueda describiendo la forma de comparar dos permutaciones y cómo ordenarlas

para su evaluación contra la consulta. Posteriormente se analizará cuál es el método más rápido,
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en tiempo, para conocer las permutaciones más semejantes a la permutación de la consulta. Éste

será el método ocupado en la sección de experimentos, donde se verá el buen desempeño de esta

técnica probabilística en diferentes tipos de espacios métricos. Por ejemplo, en dimensión 128

en el cubo unitario se puede obtener el 90 % de la respuesta revisando sólo el 5 % de la base de

datos. Finalizamos el capítulo mostrando heurísticas paraseleccionar permutantes, en un intento

por mejorar los resultados.

5.1. Comparación entre Permutaciones

Al momento de la consulta, calculamosΠq para la consultaq usando≤q sobre el

mismo conjuntoP. Luego, para saber en qué orden revisar los elementos, ordenamos losΠu,u∈ U

de mayor a menor similaridad con respecto aΠq. De esta forma, esperamos que los elementos con

permutaciones muy similares aΠq estén espacialmente cerca deq, y sean los más cercanos a la

consulta.

Como medida de similaridad entre permutaciones usamos Spearman Rho [FKS03],

la cual denotaremos porSρ(Πq,Πu). Sρ es la suma de los cuadrados de las diferencias en las

posiciones relativas de cada elemento en las dos permutaciones. Para cadapi ∈ P calculamos su

posición enΠu y Πq, esto es,Π−1
u (pi) y Π−1

q (pi), respectivamente. Formalmentea,

Sρ(Πq,Πu) =
k
∑

i=1

|Π−1
u (pi)−Π

−1
q (pi)|

2 (5.1)

A continuación daremos un ejemplo de cómo se calculaSρ(Πq,Πu). SeaΠq= p1, p2, p3, p4, p5, p6

la permutación de la consulta, y seaΠu = p3, p6, p2, p1, p5, p4 la permutación de un elementou. El

elementop3 dentro de la permutaciónΠu está desfasado dos posiciones con respecto a su posición

enΠq. Las diferencias entre las permutaciones para cada elemento son:|1− 3|, |2− 6|, |3− 2|, |4−

1|, |5−5|, |6−4|, y la suma de los cuadrados de todas las diferencias esSρ(Πq,Πu) = 34.

En la figura 5.1 se muestra un ejemplo de las dos fases de un algoritmo basado en

permutaciones; la fase de preprocesamiento (lado izquierdo) y la de consulta (lado derecho). En

la fase de preprocesamiento se calculan las permutaciones para todos los elementos de la base

de datos. En la fase de consulta, primero se calcula la permutación paraq. Los elementos son

ordenados respecto a la similaridad entre permutaciones (usandoSρ) y finalmente comparados

secuencialmente en ese orden (primerou6, luegou10, etc.).

Existen otras medidas de similaridad entre permutaciones [FKS03], tales como Ken-

aLa definición de Spearman Rho incluye la operación ()
1
2 en el cálculo deSρ presentado, pero no incluimos esta

operación por eficiencia y porque no altera el orden.
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Figura 5.1: Ejemplo de las dos fases de un algoritmo basado enpermutaciones. Las permutaciones
fueron ordenadas por valor deSρ respecto a la permutación de la consulta.

dall Tau y Spearman Footrule. La métrica de Kendall Tau entrepermutaciones está definida co-

mo sigue. Para cada par{pi , p j} ∈ P, si pi y p j están en el mismo orden enΠu y Πq, (esto es

Π−1
u (pi) < Π−1

u (p j)⇔ Π−1
q (pi) < Π−1

q (p j)) entonces Kpi ,pj (Πu,Πq) = 0; sino Kpi ,pj (Πu,Πq) = 1.

Kendall Tau está dada porK(Πu,Πq) =
∑

{pi ,pj }∈P
Kpi ,pj (Πu,Πq). Esto es semejante a contar el nú-

mero de intercambios necesarios en un ordenamiento con el método de la burbuja para convertir

una permutación en la otra.

Por otro lado, Spearman Footrule es la distanciaL1 entre dos permutaciones. Formal-

mente,

F(Πu,Πq) =
k
∑

i=1

|Π−1
u (pi)−Π

−1
q (pi)| (5.2)

En la sección 5.3 mostraremos que estas dos medidas, para nuestro propósito, son

inferiores a Spearman Rho en distintos aspectos, por lo que esta última será la medida que usaremos

en la parte experimental.

5.2. Buscando las Permutaciones más Similares

En esta sección consideramos cómo encontrar las permutaciones de la base de datos

más similares a la de la consulta. Como se vió en la sección anterior los elementos con las permu-

taciones más similares tendrán altas probabilidades de serparte del conjunto respuesta (elementos

promisorios).

Para el proceso de búsqueda de las permutaciones más similares aΠq distinguimos

tres alternativas. Una es usar un trie con las permutacionesy recorrerlo calculando un valor parcial

deSρ hasta llegar a una hoja; las otras dos consisten en calcular todos losSρ y ordenar toda la base
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de datos por ese valor en forma creciente (con un ordenamiento parcial o total). En esta sección

presentaremos un análisis de estas tres alternativas.

5.2.1. Empleando un Trie

Al igual que en la técnica basada en inversiones (página 58),es posible formar un

trie con las permutaciones. Esta vez el objetivo es recorrerlas hojas con las permutaciones más

similares a la permutación de la consultaΠq sin pasar por las otras. Para recorrer el trie usaremos

valores parciales deSρ (el valor parcial se calcula usando sólo un prefijo deΠu). La idea principal

es usar una cola de prioridad con los subárboles y hojas cuya similaridad parcialSρ(Πq,Πu) ya ha

sido calculada pero que aún no han sido procesados. La cola deprioridad mantendrá ordenados los

elementos por el valor parcial deSρ y en caso de empates decidirá por mayor profundidad en el

trie. La ventaja de usar un trie es que permite revisar los elementos enU, empezando por aquellos

con menorSρ, sin haber calculado todos losSρ, además de que su costo de procesamiento para

alcanzar una hojaO(logk n).

El proceso de búsqueda en el trie consiste en insertar tuplasde la forma (T, l,Sρ) en

la cola de prioridad, siendoT un nodo u hoja del trie,l la profundidad del nodo, ySρ su valor

parcial de Spearman Rho. Inicialmente, insertamos (R,0,0), dondeR es la raíz del trie. Como su

permutación es la cadena vacía, el valor parcial deSρ es cero y su nivel 0. El proceso de búsqueda

repetidamente extrae y procesa al primer elemento en la colade prioridad, (T, l,Sρ), procediendo

según el caso:

1. Caso 1. Si T es un nodo interno del trie, cada hijoT′ de T será insertado en la cola de

prioridad, con su nuevo el valor parcialS′ρ. Se puede calcular la similaridad parcialS′ρ de

cada nodo del trie usando sólo una operación. Para cada nodoT′ descendiente deT por

el permutantep, S′ρ parcial paraT′ es S′ρ = Sρ + |(l + 1)−Π−1
q (p)|2. Entonces insertamos

(T′, l +1,S′ρ) en la cola de prioridad.

2. Caso 2. Si T es un hojade profundidad menor quek (l < k), entonces todos sus elementos

compartirán una misma permutación, sin embargo no debemos procesar aún estos elementos

sino tratarlos como caminos unarios deT. Sea la permutación restante,pil+1, . . . , pik. Reinser-

taremosT en la cola de prioridad como (T, l +1,Sρ+ |(l +1)−Π−1
q (pil+1)|

2).

3. Caso 3. Si T es una hojade profundidadk, entonces los elementos en esa hoja serán compa-

rados contra la consulta.

Como S′ρ se incrementa de padres a hijos, es claro que los elementos enU serán

visitados en el mismo orden que si hubieran sido ordenados por el valor total deSρ.
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El pseudocódigo del recorrido del trie está dado en el algoritmo 5. En el proceso

Trie_búsquedala condición del algoritmo en el ciclowhile de la línea 3 podría cambiarse por un

cierto porcentaje de la base de datos comparado (para sólo comparar un porcentaje de la base de

datos). Existen otras alternativas que generalmente son usadas para detener las búsquedas en los

algoritmos que almacenan distancias (por ejemplo, cota mínima, un parámetro de precisión, etcb),

sin embargo, en este caso no es posible su uso pues no podemos garantizar una cierta distancia a

partir de un valor de similaridad entre permutaciones.

Finalmente, en la funciónProcesarHojalos elementos son comparados directamente

contra la consulta (comparaciones externas).

Algoritmo 5 Trie_búsqueda(Trie R, Consultaq)
1: SeaCp una cola de prioridad
2: insertar(Cp,R,0,0)
3: while Cp no está vacíado
4: (T, l,Sρ)← extraer_mínimo(Cp)
5: if T es un nodo internothen
6: // Caso 1
7: for T′ hijo deT vía símbolop do
8: insertar (Cp,T′, l +1,Sρ+ |(l +1)−Π−1

q (p)|2)
9: end for

10: else if T es una hoja yl < k then
11: // Caso 2
12: Seapi1 . . . pik la permutación
13: insertar (Cp,T, l +1,Sρ+ |(l +1)−Π−1

q (pi l+1)|
2)

14: else
15: // Caso 3
16: ProcesarHoja(T,q) // comparaciones externas
17: end if
18: end while

Algoritmo 6 Sort-Búsqueda(Πq,q)
1: SeaA[1,n] un arreglo
2: Seam≤ n
3: i← 1
4: for u ∈ U do
5: A[i]← Sρ(Πu,Πq)
6: i← i +1
7: end for
8: sort(A) // por valor creciente deSρ.
9: for i← 1 to m do

10: CompararA[i] con la consultaq. //comparaciones externas
11: end for

bUna explicación detallada de cota mínima se hizo en la página42
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5.2.2. Ordenando el Conjunto

Otras alternativas para buscar las permutaciones más cercanas consisten en ordenar

total o parcialmente la base de datos respecto al valorSρ. Este valor debe ser calculado previamente

para cada elemento en la base de datos. Tal proceso se muestraen el algoritmo 6. El ordenamiento

se realizó con:QuickSorto BucketSortpara ordenar la base de datos completa; eIQSpara un orden

parcial.

En el caso de un ordenamiento completo toda la base de datos quedará ordenada y se

podrá comparar elemento a elemento de la base de datos contrala consulta, hasta que se decida

dejar de comparar elementos (línea 8 del algoritmo 4). Para este ordenamiento se usó la implemen-

tación deQuickSort(qsort) de la librería estándar de lenguajeC cuya complejidad promedio es

O(nlogn), y BucketSort, cuya complejidad esO(n+k2).

Un ordenamiento parcial consiste en recuperar uno a uno los elementos de la base de

datos más similares (primero el deSρ más pequeño, después el segundo más pequeño, etc.) sin

tener que ordenar el conjunto completo. Una ventaja de este tipo de algoritmos es que ordenan sólo

una parte de los datos. El algoritmo de ordenamiento parcialutilizado fue IQS [PN06], debido a

que tiene los mejores tiempos de procesamiento para el ordenamiento parcial.

IQS es básicamente un QuickSort. Su principal diferencia consiste en ordenar sólo la

parte del arreglo que se requiere y no todo el arreglo como es el caso del QuickSort. Su complejidad

de ordenamiento esO(n+mlogm), siendom la cantidad de elementos ordenados requeridos.

La figura 5.2 se muestra la comparación del desempeño de las alternativas de ordena-

miento (Trie, QuickSort, BucketSort e IQS) en una base de datos formada por vectores aleatorios

en el cubo unitario en dimensión 128, usando un procesador PowerPC G4 a 1.33 GHz con 768 MB

RAM y 512 KB L2 de cache, con un bus de 167 MHz y corriendo Mac OS X10.4.7 . Se puede

ver que la alternativa de ordenamiento completo de la base dedatos con QuickSort es más rápida

que usar un trie. La razón es que el QuickSort toma tiempoO(nlogn), más los cálculos deSρ,

que toman tiempoO(kn). Por otro lado, al recorrer el trie usando una cola de prioridad se pueden

llegar a procesar casi todos los nodos internos (que pueden ser casin) antes de llegar a una hoja.

Esto ocurre si la mayoría de los nodos internos tiene un valorparcial deSρ más pequeño que elSρ
(completo) de cualquier hoja. Por lo tanto, un elemento deU puede provocar hastak (el largo de

la permutación) inserciones y extracciones de la cola de prioridad, lo que ocasiona que, en el peor

caso, el trie pueda tomar tiempoO(knlogn) más el costoO(kn) de calcular el valor deSρ.

Este algoritmo basado en permutaciones se comparó (en tiempo de procesamiento, por

el momento) contra un algoritmo basado en pivotes. Este último también puede volverse probabi-

lístico si se ordena la base de datos respecto a la distancia máxima (véase la ecuación 5.3, página

71) y posteriormente se comparan en ese orden contra la consulta. Es decir, los elementosu en la
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base de datos son ordenados porL∞(q,u) y comparados contra la consulta en ese orden, como en

[BN02]. Con esta comparación mostramos que la técnica basada en permutaciones es más rápida

que la técnica basada en pivotes. En las secciones siguientes se mostrará el desempeño en cuanto al

grado de recuperación de ambas técnicas. Los algoritmos de ordenamiento para la técnica basada

en pivotes también fueron QuickSort e IQS. La parte inferiorde la figura 5.2 se amplió en la figura

5.3(a).
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Figura 5.2: Tiempo de procesamiento de los algoritmos propuestos: la técnica de las permutaciontes
y los algoritmos pivoteros. El criterio de ordenamiento fueSpearman Rho yL∞, respectivamente.
Los métodos de ordenamiento fueron trie, QuickSort e IQS. Eltamaño de la base de datos fue
10.000 elementos y la dimensión 128.

En las figuras 5.3(a) y 5.3(b) se muestra el efecto en el tiempode procesamiento al

incrementar el número de permutantes/pivotes (32 y 128, (a) y (b), respectivamente). Nótese que

resolver el mismo problema usando la técnica de los algoritmos basados en pivotes es más lento

que usando la técnica basada en permutaciones. Esta diferencia se incrementa al usar más permu-

tantes/pivotes. IQS tiene un mejor desempeño que el QuickSort cuando se quiere una fracción muy

pequeña de los elementos ordenados. En las figuras esta fracción es aproximadamente el 4 % de

la base de datos para 32 pivotes/permutantes. Si la fracción a compararse es más grande, entonces

usar el QuickSort es la mejor alternativa.

En las figuras 5.4 y 5.5 se compara el desempeño de diferentes alternativas que se han

discutido para ordenar la base de datos y recuperar sólo el primer porcentaje de los datos ordenados.

Para este experimento se usaron 100.000 vectores aleatorios en dimensión 128 y 32 permutantes.

En esta figura se muestran los tiempos de procesamiento usando dos máquinas distintas: en el lado

izquierdo usando un procesador PowerPC G4 a 1.33 GHz con 768 MB RAM y 512 KB L2 de
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cache, con un bus de 167 MHz y corriendo Mac OS X 10.4.7 ; en el lado derecho, un Procesador

Xeon Intel a 2.60 GHz con 3 GB RAM y 512 KB de cache, corriendo Red Hat Linux 3.2.2-10. En

ambos casos se usógcc con la opción de optimización-O9.

Como se puede apreciar en las figuras 5.4 y 5.5 la alternativa basada en el trie es mucho

más lenta que las otras por las razones explicadas anteriormente. Este experimento ayuda a ilustrar

el problema del trie al tener que procesar una gran mayoría denodos internos antes de recuperar

la primerahoja. Por ejemplo, conk= 32 permutantes, se procesaron el 51 % de los nodos internos

antes de comparar la primer hoja; en el caso dek= 128 este porcentaje fue del 77 %.

En las figuras 5.4 y 5.5 es interesante observar que la comparación entre los algoritmos

de ordenamiento depende del procesador. IQS es una alternativa eficiente en ambos casos. La

comparación entre BucketSort y QuickSort depende fuertemente de la máquina.

Los resultados muestran que, a pesar de haber empleado una técnica que evite el pro-

cesamiento de la base de datos completa, el método de ordenamiento más rápido en la práctica

continúa siendo un procesamiento secuencial. En la práctica se recorrerá sólo una fracción de la

base de datos, en este experimento se discute solamente el costo extra de CPU.

5.3. Experimentación

Independientemente del tipo de alternativa usada para ordenar de la base de datos

por valor creciente deSρ, los elementos serán comparados en el mismo orden (comparaciones

externas). La diferencia entre los métodos de ordenamientoes el tiempo extra de CPU. En esta

sección estudiaremos el desempeño de la técnica basada en permutaciones.

En esta sección presentaremos el desempeño de nuestra propuesta de orden en la bús-

queda usando la técnica basada en permutaciones en diferentes espacios métricos tales como cubo

unitario y base de datos de documentos.

Cubo Unitario

Para estos experimentos se utilizó un conjunto sintético distribuido de manera unifor-

me en el cubo unitario (descrito en la sección 2.6.1). El tamaño de la base de datos fue de 10.000

objetos y las consultas buscaban recuperar el 0,05 % de la base de datos. Otro parámetro de nues-

tro algoritmo es el número de permutantes,k. En este conjunto de experimentos, se usók = 128 y

k= 256. Las dimensiones de los conjuntos variaron entre 128 y 1.024.

Nuestra técnica fue comparada contra un algoritmo clásico de pivotes que usa la misma

cantidad de pivotes, aún cuando esto representa usar 4 vecesmás memoria que la ocupada por

nuestro algoritmo. Si restringiésemos ambos algoritmos a ocupar la misma cantidad de memoria,
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nuestros resultados comparativos serían aún mejores.

En el caso del algoritmo basado en pivotes, para ordenar los elementos por promiso-

riedad, calculamos∀p ∈ P, d(p,q) y ∀u ∈ U,

L∞(q,u) =máx
p∈P
|d(q, p)−d(p,u)|

que es la cota mínima de la distancia entre un elemento y la consulta, si se usan como

vectores (d(u, p1), . . . ,d(upk)) y (d(q, p1), . . . ,d(qpk)) sta distancia fue explicada en la sección 2.2.1.

La figura 5.6 muestra la comparación entre ambas técnicas: basada en pivotes (explicada en la

página 27 y usada anteriormente en [BN02]) y basada en permutaciones. Usamos permutaciones

con 128 (5.6(a)) y 256 elementos (5.6(b)). El ejex corresponde a la fracción de la base de datos

examinada, y el ejey al porcentaje de la respuesta recuperada. Las series con la palabrapiv se

refieren al algoritmo clásico basado en pivotes.

El porcentaje de recuperación en una consulta está dado por:

% Recuperación=
|RAlg∩ROpt|

|ROpt|
×100 (5.3)

donde:

RAlg es el conjunto respuesta entregado por el algoritmo

ROpt es el conjunto respuesta correcto. En el caso de consultas delos K vecinos más cercanos

|ROpt| = K. En el caso de consultas de rango (q, r)d, se cumple∀u ∈ ROpt, d(q,u) ≤ r.

Para la mayoría de aplicaciones basadas en búsquedas por proximidad, recuperar el

90 % de las respuestas es un resultado aceptable. En el caso del algoritmo basado en permutantes

este porcentaje puede obtenerse si se examina el 10 % de la base de datos conk= 128 en dimensión

128. En el caso del algoritmo pivotero es necesario revisar un 60 % de la base de datos para obtener

ese porcentaje. Observe que, a medida que la dimensión crece, para obtener la misma precisión es

necesario revisar una fracción más grande de la base de datos. En ambos algoritmos ocurre lo

mismo, aunque no en la misma proporción.

Por otro lado, es posible revisar un porcentaje menor de la base de datos si se incre-

menta el número de permutantesk. En la figura 5.6(b), se usaron 256 permutantes y examinando

el 10 % de la base de datos se recuperó el 99 % de los resultados.Observe que el algoritmo basado

en pivotes necesita comparar el 85 % de la base de datos para recuperar el mismo porcentaje.

En las figuras 5.6(a) y 5.6(b) se puede ver que en dimensión 1024 la técnica basada

en pivotes no aporta nada acerca del orden en que deben revisarse los elementos. El resultado es

semejante a una comparación en orden aleatorio de los elementos.

71



En la figura 5.7 comparamos otras medidas de similaridad entre permutaciones como

predictores de cercanía, como Spearman Footrule y Kendall Tau. Se puede ver que Spearman Rho

y Kendall Tau tienen el mismo desempeño, pero el primero es menos costoso de calcular. Por otro

lado, Spearman Footrule es más barato de evaluar que los otros dos pero su desempeño en cuanto

a proximidad es más pobre. El rango de la figura en el ejex es para resaltar la comparación entre

las medidas de similaridad, ya que los 256 permutantes corresponden al 2,5 % de la base de datos,

y hasta el 3,5 % no existen grandes diferencias entre ellas.

AESA [Vid86] está considerado como el mejor algoritmo exacto para la búsqueda por

proximidad en términos de comparaciones de distancia. Estealgoritmo usa la métricaL1, esto es

L1(q,u) =
∑

p∈P |d(q, p)−d(p,u)| como un oráculo para seleccionar el siguiente mejor candidato

como respuesta. De aquí que una comparación obligada es usarL1 para ordenar la base de datos

en lugar deL∞. Sin embargo, vale la pena probar ambas métricasL1 y L∞ para comprobar su

desempeño. En la figura 5.8, se puede observar la comparaciónentre ambas distanciasL1 y L∞.

En la primera parte (recorriendo entre el 30 % y el 50 % de la base de datos) la distanciaL1 tuvo

un mayor porcentaje de recuperación comparado conL∞, para dimensión 128. A medida que se

revisa un porcentaje mayor de la base de datos,L∞ pasa a ser mejor oráculo. Se observa el mis-

mo comportamiento en todas las dimensiones consideradas. Nótese que, de cualquier manera, los

resultados están muy lejos de los obtenidos con nuestra técnica.

En el apéndice A, sección A.1 se muestra otra forma distinta de comparar el desem-

peño de la técnica basada en permutaciones con respecto aL1 y L∞. La comparación se realiza por

medio de una nube de puntos representando la posición dada por el orden de los diferentes criterios

usados y la posición dada por la distancia real.

5.3.1. Documentos TREC

En esta sección usamos un subconjunto de la colección del TREC-3 (descrita en la sec-

ción 2.6.3) para comparar el desempeño de nuestra técnica contra el mejor algoritmo probabilístico

reportado [BN02]. La base de datos consiste de 25.960 documentos y de éstos seleccionamos 1.000

consultas de manera aleatoria, recuperando el 0,035 % de la base de datos. En la figura 5.9 se puede

ver que la técnica de las permutaciones compara el 2 % de la base de datos para recuperar el 90 %

de las respuestas, mientras que el algoritmo basado en pivotes necesita revisar casi el 18 % de la

base de datos para alcanzar el mismo porcentaje de la respuesta.

En [BN02] se propone otro criterio para ordenar la base de datos llamadoDynamic

Beta, el cual necesita revisar, al menos, el 11 % de la base de datospara alcanzar el mismo 90 % de

las respuestas. Dynamic Beta está basado en un algoritmo de particiones compactas (ver sección

3.1.2) cuyo criterio de selección consiste en reducir el radio de búsqueda en un factorβ dependien-

do de la zona, es decirβ(d(q, p)−cr(p)), donde 1/β ∈ [0 . . .1] y mrc(p) es el radio de cobertura de
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una zonap. Básicamente, la idea es reducir el radio en aquellas zonas con un radio de cobertura

grande, esto es,β = 1/
(

1− mrc(p)
mcr

)

, dondemrces el radio de cobertura máximo de todas las zonas.

En el apéndice A, sección A.2 se compara el desempeño de la técnica basada en per-

mutaciones con respecto aL1 y L∞ por medio de una nube de puntos representando la posición

dada por el orden de los diferentes criterios usados y la posición dada por la distancia real.

5.3.2. Comparación entre Exactos y Probabilísticos

En la figura 5.10 se muestra la comparación entre nuestro algoritmo probabilístico

y distintos métodos exactos (AESA, Lista de Clusters y un algoritmo pivotero, descritos en la

sección 3.1.1) en un espacio de distribución uniforme en el cubo unitario (véase la sección 2.6.1).

Como se puede ver en la figura, los algoritmos probabilísticos son una buena alternativa cuando

la dimensión de los datos aumenta. Nótese que usando 128 permutantes es posible obtener un

90 % de la respuesta calculando la distancia hacia menos del 10 % de la base de datos, mientras

que las técnicas exactas deben comparar el 100 % de la base de datos para reportar las respuestas

correctas, esto es un resultado esperado en algoritmos exactos debido al problema de la maldición

de la dimensionalidad (véase la sección 2.3).

Finalmente, una vez que hemos analizado el buen desempeño dela técnica basada

en permutaciones podemos decir que los resultados experimentales han mostrado queordenar la

base de datos usando la semejanza entre permutaciones es un buen predictor de cercanía entre

elementos. De manera indirecta, todos los algoritmos para espacios métricos funcionan a base de

un predictor de cercanía (que hasta ahora ha sidoL1 o L∞ generalmente) tratando de encontrar los

elementos más cercanos para rápidamente filtrar el resto. Enlo sucesivo llamaremosordenamiento

basado en permutaciones, a la técnica aquí presentada. Y generalmente será comparada contra

ordenar la base de datos de acuerdo aL1 y a L∞ por la relevancia de estas métricas para los

algoritmos existentes.

5.4. Selección de Permutantes

Hasta ahora los permutantes han sido seleccionados de manera aleatoria. En esta sec-

ción estudiaremos algunas opciones de selección de permutantes, analizando cómo influyen en el

desempeño del algoritmo probabilístico mostrado en este capítulo.

Las heurísticas propuestas consisten en seleccionar como permutantes aquellos que

minimicen o maximicen el valor de Spearman Rho, respecto a los permutantes que han sido selec-

cionados.

En el caso de seleccionar como permutantes los que minimicenel Spearman Rho,
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significa que éstos estarán muy cerca entre ellos y con esto, las permutaciones serán más sensibles

a pequeños cambios de posición en el espacio. Formalmente, seleccionaremos aquelp∈U tal que:

p= arg mı́n
pi∈U−P



















∑

pj∈P

Sρ(pi , p j)



















Si se seleccionan aquellos que maximizan el valor del Spearman Rho significa que

los permutantes serán muy distintos entre ellos y podría ayudar a que pequeños cambios en una

permutación indiquen mayor distancia entre elementos, sobre todo si existen agrupamientos en los

datos.

p= arg máx
pi∈U−P
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En la figura 5.11 se muestra el desempeño de la selección de permutantes usando tres

métodos distintos: de manera aleatoria, buscando el mínimoo el máximo valor de Spearman Rho.

El espacio empleado fueron vectores distribuidos de manerauniform en el cubo unitario (veáse la

sección 2.6.1). En la figura 5.11(a) se presenta el desempeñopara dimensión 128, y en la 5.11(b)

para 256. En ambos casos el número de permutantes fueron 32, 64 y 128 (con líneas de más

delgadas a más gruesas al aumentar el número de permutantes). Note que en las diferencias son

mínimas entre una técnica y otra, aunque el mejor desempeño se tiene cuando los permutantes

seleccionados son los que minimizan el valor del Spearman Rho.

La dimensión de los datos también afecta el desempeño de los permutantes, pues en

dimensiones altas se minimiza la diferencia entre usar un permutante u otro. En particular, en estos

experimentos se aprecia que usando pocos permutantes es másvisible el efecto de cómo fueron

seleccionados, aunque sea pequeña la contribución.
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Figura 5.3: Tiempo de procesamiento de los algoritmos propuestos usando dos métodos de orde-
namiento (QuickSort e IQS) y variando el número de permutantes/pivotes, arriba 32, abajo 128. El
tamaño de la base de datos fue 10.000 elementos y la dimensión128.
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Figura 5.4: Tiempo de procesamiento para diferentes algoritmos para obtener el primer porcentaje
de la base de datos. El procesador usado fue un PowerPC. En la parte inferior se muestra un
acercamiento en los algoritmos más rápidos.
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Figura 5.5: Tiempo de procesamiento para diferentes algoritmos para obtener el primer porcentaje
de la base de datos. El procesador usado fue un Intel. En la parte inferior se muestra un acerca-
miento en los algoritmos más rápidos.
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Figura 5.6: Desempeño de los algoritmos basados en ordenamientos (permutantes yL∞) en dimen-
siones altas, para 10.000 objetos y la consulta busca recuperar el 0,05 % de la base de datos.
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Figura 5.8: Comparación entre las métricas MinkowskiL1 y L∞ para ordenar la base de datos en
un algoritmo basado en pivotes. 256 pivotes, 10.000 objetos, la consulta busca recuperar el 0,05 %
de la base de datos.
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Figura 5.10: Comparación entre algunos algoritmos exactosy los probabilísticos presentados. El
tamaño de la base de datos fue 10.000 elementos, se emplearon128 pivotes/permutantes para
la dimensión 128 y 64 pivotes/permutantes para la dimensión 32. Todos los algoritmos exactos
(excepto AESA para dimensión 32) están en el mismo punto en lafigura, pues recuperaron el
100 % de la respuesta pero debieron comparar el 100 % de la basede datos.
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Figura 5.11: Diferentes heurísticas para la selección de permutantes. El tamaño de la base de datos
fue 10.000, y se recuperó el 0,05 % de la base de datos.
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Capítulo 6

Nuevo Algoritmo Exacto: iAESA

En este capítulo mostraremos cómo la técnica de las permutaciones presentada en el

capítulo 5, además de ser un algoritmo muy competitivo por símismo, puede mejorar el desem-

peño de otros algoritmos. En particular, aplicando nuestratécnica se logró reducir el número de

evaluaciones de distancia hecho por AESA. Este último es el algoritmo exacto que realiza, la me-

nor cantidad de comparaciones para las búsquedas por proximidad en espacios métricos. En este

capítulo presentaremos reducciones de hasta un 35 % en las comparaciones de distancia realizadas

por AESA.

6.1. AESA

El algoritmo que realiza la menor cantidad de comparacionespara resolver la búsqueda

por proximidad es, sin duda, AESA (Approximating and Eliminating Search Algorithm), el cual

fue presentado en 1986 [Vid86]. El índice que AESA utiliza esuna matriz con cada distancia

d(u,v), ∀u,v ∈ U, esto esO(n2) distancias. Esta matriz se usa para descartar elementos usando la

desigualdad del triángulo. Durante el proceso de búsqueda,se escoge un elemento (“pivote”) del

conjunto de candidatos, este será comparado contra la consulta. AESA propone un método para

seleccionar el siguiente elemento (pivote) más promisorioa a compararse contra la consulta. El

algoritmo se describe en la sección 6.1.1.

A pesar de queO(n2) pueda ser una gran cantidad de memoria, existen aplicaciones

con bases de datos lo suficientemente pequeñas (hasta pocos miles de objetos) donde es posible

manejar todas lasO(n2) distancias. Para este tipo de aplicaciones, AESA es todavía una solución

práctica y la que hasta ahora calcula el menor número de evaluaciones de distancia.

En el caso de bases de datos grandes, donde no es posible almacenarO(n2) distan-

apromisorio a ser el vecino más cercano
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cias, es posible combinar una técnica de particionamiento sobre la base de datos (por ejemplo:

LC, BST, etc., descritos en el capítulo 3) y aplicar AESA en cada partición [Fre07], pues cada

particionamiento guarda sólo un subconjunto deU y generalmente tendrá pocos elementos.

El núcleo de AESA consiste en cómo escoger los buenos candidatos a compararse

contra la consulta, puesto que todos los elementos en la basede datos pueden ser pivotes. Un buen

criterio de selección debe aproximarse rápidamente a la consulta, pues de esta manera logrará filtrar

más elementos.

6.1.1. Proceso de Búsqueda de AESA

AESA soluciona consultas del vecino más cercano enO(1) comparaciones, seleccio-

nando aquel candidatou ∈ U más promisorio para comparar contraq (comparación interna). Con

la distancia calculadad(q,u) se filtra la mayor cantidad posible de candidatos deU, y se repite el

proceso hasta que todos los candidatos hayan sido comparados o descartados, por lo que no exis-

ten comparaciones externas. AESA propone seleccionar el siguiente pivote a comparar contra la

consulta como aquelu que minimiza la siguiente ecuación, la cual corresponde a lamétricaL1:

D(u) = L1 =
∑

p∈P

|d(u, p)−d(p,q)|, (6.1)

dondeP son aquellos pivotes que ya han sido comparados contraq. El objetivo de minimizar

D(u) es utilizar pivotes cercanos aq, pues filtran mejor ya que estiman mejor la distancia entre la

consulta y los elementos en la base de datos. Aunque en [Vid94] proponen usar la métricaL∞ en

lugar deL1, basandonos en la figura 5.8 consideramos queL1 obtiene resultados superiores aL∞
entre los primeros elementos de la base de datos, donde AESA generalmente trabaja. Básicamente,

el algoritmo que resuelve consultas del vecino más cercanoNN(q)d se resume en cinco pasos.

1. Inicialización. Se inicializan vacíos el conjunto de pivotesP y los elementos filtradosF. Sea

D(u)← 0 parau ∈ U, Dmax(u)← L∞← 0 (cota mínima, ecuación 2.4) yr ←∞. Los pasos

2-5 se repiten hasta que cada elemento enU ha sido comparado o filtrado.

2. Aproximación. En este paso se selecciona un nuevo pivotep de acuerdo a la ecuación 6.1.

Esto esp← argminu∈U−F−P D(u).

3. Evaluación de distancia. El elementop es comparado contra la consultaq. El nuevop es

agregado al conjunto de pivotesP.

4. Actualizar el vecino más cercano. Si d(q, p) < r, se actualizanr y el vecino más cer-

cano (p∗) hasta el momento. Cada objetou en U − F − P actualiza el criterio de apro-

ximación de acuerdo a las ecuaciones 6.1 y 2.4. Esto esD(u) ← D(u) + |du,p − d(p,q)| y
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Dmax(u)←máx(Dmax(u), |du,p−d(p,q)|), dondedu,p es una entrada de la matriz de distan-

cias correspondiente ad(p,u).

5. Eliminación. Aquellosu ∈ U−F−P tales queDmax(u) > r son descartados usando la de-

sigualdad triangular. Aquellos elementos filtrados en estepaso se agregan al conjuntoF. El

proceso continúa en el paso 2.

El pseudocódigo de este proceso se muestra en el algoritmo 7.El proceso de consul-

tas por rango puede ser implementado de manera similar, manteniendo fijo el valor del radior y

reportando cadap encontrado que cumplad(p,q) ≤ r.

En el caso de búsqueda deKNN dondeK > 1, una propuesta es mantener los vecinos

más cercanos en una cola de prioridad (heap) [Wil64]. En cadadistancia calculada se verifica si ésta

es menor al radio de los vecinos más cercanos almacenados en el heap (sólo comparando el mayor

del heap). De ser así, se reduce el radio y el elemento pasa a formar parte de losK vecinos más

cercanos almacenados en el heap, sacando al más lejano del heap, esto tomaO(logK) operaciones

en el heap. En [AJE95, JVA98] se presentan técnicas para resolver K vecinos más cercanos con

AESA (K −AES A). Los autores mantienen una lista ordenada de los vecinos más cercanos, donde

para insertar un nuevo elemento requierenO(K) operaciones.

Algoritmo 7 AESA
1: SeaP← ∅ conjunto de pivotes // Inicialización
2: SeaF← ∅ conjunto de elementos filtrados
3: r ←∞
4: For u ∈ U, D(u)← 0, Dmax(u)← 0
5: while U , P∪F do
6: p← argminu∈U−P−F D(u) // Aproximación
7: P← P∪{p}
8: d← d(q, p) //Cálculo de distancia
9: if d < r then

10: r ← d // Actualización del vecino más cercano
11: p∗ ← p
12: end if
13: for u ∈U−P−F do
14: Dmax(u)←máx(Dmax(u), |d−du,p|)
15: if Dmax(u) > r then
16: F← F∪{u} // Eliminación
17: else
18: D(u)← D(u)+ |d−du,p|

19: end if
20: end for
21: end while
22: return p∗ // regresa el vecino más cercano

85



6.2. iAESA

La sección 6.1.1 muestra que el único punto heurístico en AESA es el criterio de apro-

ximación (paso 2). En esta sección proponemos un método diferente para seleccionar el siguiente

pivote. Éste consiste en usar las permutaciones introducidas en el capítulo 5. Seleccionaremos

como siguiente pivote al elemento cuya permutación sea la más similar a la permutación de la

consulta.

6.2.1. Proceso de Búsqueda de iAESA

El nuevo algoritmo de búsqueda basado en AESA consiste en remplazar el criterio de

aproximación (ecuación 6.1), por la similaridad entre permutaciones (métrica del Footrule, ecua-

ción 5.2, página 65). Esto es, en lugar de elegir el que minimice D(u), se usará el que minimice

la diferencia entre permutacionesF(Πq,Πu). Las permutaciones (explicadas en el capítulo 5) se

forman con los pivotes usados en cada iteración, por lo tantolas permutaciones se actualizan cada

vez que se selecciona un pivote.

El algoritmo es prácticamente el mismo que el de AESA: se inicializa a cero el valor

del Footrule de cada elemento; cada vez que se escoge un nuevopivote p se actualiza la permu-

tación de todos los elementos y de la consulta; se recalcula el valor del Footrule; y el resto del

proceso es el mismo. El costo de la búsqueda es el mismo que AESA más el costo por mantener

actualizadas las permutaciones en cada inserción.

En este algoritmo se usó Footrule y no Spearman Rho porque este último tiene ligera-

mente mayor tiempo de procesamiento, además de que los resultados experimentales no mostraron

una mejora importante. En la figura 8 se muestra el pseudocódigo de iAESA. Note que las líneas

distintas a AESA son: 6, 8, 19 y 20.

6.2.2. Comparando AESA con iAESA

En la figura 6.1 se compara AESA contra iAESA usando el mismo ejemplo que el

mostrado en [Vid86]. El ejemplo recupera el vecino más cercano. En la figura (lado izquierdo) los

objetos sonp1, . . . , p7 y q es la consulta; las flechas continuas son los sumandos de la ecuación

6.1 para cada elemento usandop, o sea|d(p,q)−d(p,u)|, ∀p ∈ P; las flechas discontinuas indican

el orden de selección del siguiente pivote (etiquetados paso-1, paso-2, paso-3); el círculo y los

semicírculos son las distancias desde un pivote a la consulta, y son etiquetados con el paso en que

se midió esa distancia.

En el ejemplo, la secuencia de selección, de acuerdo a AESA, fue la siguiente: primero

se selecciona de manera aleatoriap1, y el radio de la consulta al vecino más cercano es infinito.
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Algoritmo 8 iAESA
1: SeaP← ∅ conjunto de pivotes // Inicialización
2: SeaF← ∅ conjunto de elementos filtrados
3: r ←∞, Πq←<>

4: For u ∈ U, F(u)← 0,Πu←<>,Dmax(u)← 0
5: while U , P∪F do
6: p← argminu∈U−P−F F(u) // Aproximación
7: P← P∪{p}
8: insertarp enΠq

9: d← d(q, p) //Cálculo de distancia
10: if d < r then
11: r ← d // Actualización del vecino más cercano
12: p∗ ← p
13: end if
14: for u ∈U−P−F do
15: Dmax(u)←máx(Dmax(u), |d−du,p|)
16: if Dmax(u) > r then
17: F← F∪{u} // Eliminación
18: else
19: insertarp enΠu

20: F(u)← F(Πq,Πu)
21: end if
22: end for
23: end while
24: return p∗ // regresa el vecino más cercano
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Con la distancia calculada se actualiza el vecino más cercano (NN) y el radio a éste (r ← d(p1,q)),

también se descartan algunos elementos que, de acuerdo a la desigualdad triangular, no son parte

de la respuesta, aunque en este ejemplo el radio de la consulta aún es muy grande para descartar

algún elemento. El resto de los elementos se ordena por el criterio de proximidad, y se selecciona

aquél con menorD(u), que en nuestro ejemplo esp2 (paso-1). Se calculad(p2,q), se actualiza el

NN y ahorap2 es el NN. El radio de la consulta se redujo ad(p2,q). El proceso se repite hasta que

todos los elementos hayan sido revisados o descartados. En el ejemplo, el resto del proceso está

indicado por el paso 2 y 3. Una vez seleccionado elp4 el resto de la base de datos puede ser filtrado

usando la desigualdad del triángulo y la matriz de distancias almacenadas en el índice (estos son

p5, p6 y p7).

Nótese cómo a medida que los elementos se aproximan más a la consulta el radio se

reduce, y por lo tanto se pueden filtrar más elementos. De aquíque sea de gran relevancia un buen

criterio de proximidad para localizar rápidamente los elementos más cercanos aq.

Por otro lado, en el proceso de iAESA (lado derecho de la figura6.1), se inicia se-

leccionandop1, se mide la distancia entred(p1,q), al igual que en AESA. La distanciad(p1,q)

es usada para reducir el radio al NN y para filtrar los elementos que de acuerdo a la desigualdad

del triángulo no puedan ser parte de la respuesta (aunque en este ejemplo no pueda ser filtrado

ninguno). Con el resto de la base de datos se empieza a formar la permutación (inicialmente{p1}).

Nótese que el segundo permutante puede ser cualquiera pues toda la base de datos tiene la misma

permutación. Se selecciona otro elemento, en este casop2 (paso 1), se mide la distancia a la consul-

tad(p2,q) y se reduce el radio al NN ad(p2,q). El proceso se repite: filtrar los elementos posibles,

actualizar la permutación insertando ap2 en los sobrevivientes y la consulta. Con dos permutantes

ya es posible seleccionar permutaciones con mayor semejanza a la consulta. En este ejemplo,p4

tiene la misma permutación queΠq = p2, p1, por lo tantop4 es el siguiente y último permutante

escogido, pues el resto de la base de datos es descartado. En este ejemplo iAESA usa los pivotes

(p1, p2, p4), uno menos que AESA. Es importante notar que no siempre los pivotes escogidos en

un algoritmo y otro serán iguales.

La complejidad de tiempo de CPU de AESA es
∑|P|

1 i ∗n(i), donden(i) es la cantidad

de sobrevivientes a lai-ésima iteración. Para el caso de iAESA la complejidad de tiempo de CPU

es
∑|P|

1 i2 ∗ n′(i), donden′(i) se refiere a la cantidad de sobrevivientes al usar la técnicade los

permutantes. Si los permutantes hicieran un trabajo muy bueno, podría ser que unn′(i) mucho

menor quen(i) compensara eli2 frente ali.

6.2.3. Combinando AESA e iAESA

Una segunda modificación a AESA es combinar ambos criterios:el de AESA y el

de iAESA. Al resultado lo llamaremos iAESA2. Básicamente, la idea es modificar el criterio de
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Figura 6.1: En el lado izquierdo, el ejemplo mostrado en [Vid86] para explicar AESA. En el lado
derecho, el proceso de iAESA para el mismo conjunto de elementos. El orden de selección de cada
pivote se muestra en las leyendas, paso-1, paso-2, y paso-3.En este ejemplo iAESA usa un pivote
menos que AESA.

aproximación de iAESA (la similaridad entre permutaciones) usando el criterio de aproximación

de AESA,D(u), cuando hay empates enF(u). En general este criterio ayudará mucho cuando se

tienen pocos permutantes, pues existe un mayor porcentaje de permutaciones con empates.

En otras palabras, iAESA2 usa dos criterios de aproximación: el primero está dado

por el menor valor según la métrica Spearman Footrule (es decir, la permutación más similar) y el

segundo está dado por el menor valor deD(u), en caso de empates. La complejidad de esta técnica

es tambiénO(|P′|2 ·n). Nótese que para seleccionar al segundo pivote siempre se usará el criterio

deD(u), pues todos los elementos tienen la misma permutación.

6.3. Versiones Probabilísticas

En esta sección detallaremos las modificaciones a los algoritmos anteriores (AESA,

iAESA e iAESA2) para convertirlos en versiones probabilísticas. Estas modificaciones consisten

en:

1. Limitar el trabajo de los algoritmos, esto es revisar sólo una fracción de la base de datos

y reportar los objetos relevantes para la consulta encontrados en esa fracción.

2. Relajar las condiciones de búsqueda. Usar los criterios derelajación descritos en [JV00,

TYM06] principalmente y reportar los objetos recuperados.
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6.3.1. Limitando el Trabajo

Esta modificación en los algoritmos 7 y 8 para convertir estosalgoritmos exactos en

probabilísticos consiste en cambiar la condición delwhile (línea 5 para ambos algoritmos) por

while |P|<mdondem≤ n es el número de elementos de la base de datos a compararse directamente

contra la consulta. La ventaja de esta técnica es que podemoslimitar el trabajo que cada algoritmo

realizará.

6.3.2. Relajando las Condiciones de Búsqueda

La segunda parte consiste en relajar las condiciones de búsqueda como lo describen

en [TYM06], donde se propone una manera de ganar velocidad derespuesta evitando compara-

ciones de distancia a cambio de disminuir la precisión de la respuesta de forma controlada por un

parámetro deholguraα. Aunque los autores lo usaron para TLAESA su propuesta es aplicable a

cualquier método exacto. En particular en estos experimentos fue aplicado a AESA (logrando una

versión probabilística) para la búsqueda de losK vecinos más cercanos. Esta modificación a AESA

también fue usada con iAESA en la parte experimental.

Básicamente la idea esrelajar el radio de los elementos candidatos a ser losK-vecinos

más cercanos, esto esα · dmin, con 0< α ≤ 1 y dondedmin es la distanciaK-ésimo elemento

candidato. Es decir, para que un elementou reemplace a un candidato su distancia deberá ser

d(u,q) < α ·dmin.

En [JVA98] se presenta otra manera de relajar las condiciones de búsqueda. La idea

consiste en mantener una lista ordenada de losK candidatos más cercanos y su distancia a la

consulta. Cuando se selecciona un nuevo pivote y se calcula su distancia, si ésta es menor que

la menor distancia entre los candidatos encontrados hasta ese momento, entonces se actualiza la

lista sustituyendo alK-ésimo candidato por el nuevo pivote y se reordena la lista desplazando

al nuevo elemento hacia la izquierda hasta su nueva posición. Una desventaja de este método es

encontrar rápidamente al vecino más cercano cuandoK > 1 pues en la lista podría tenerse alma-

cenado cualquier elemento y no serán remplazados por ningúnotro. Esta idea no será mostrada en

los experimentos debido a la pobre precisión del método que se observaron en los experimentos

realizados.

6.4. Resultados Experimentales

Se realizaron experimentos con bases de datos métricas: vectores aleatorios en el cubo

unitario distribuidos uniformemente (véase la sección 2.6.1) y documentos TREC-3 (base de datos

real, véase la sección 2.6.3).
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6.4.1. iAESA Exacto

Cubo Unitario

El conjunto de datos usado fue descrito en la sección 2.6.1. Las dimensiones en estos

experimentos fueron desde 6 hasta 14, el tamaño de la base de datos fue de 5.000 hasta 20.000.

El desempeño de nuestra técnica respecto al número de comparaciones de distancia en

distintas dimensiones se aprecia en la figura 6.2. Nótese quea medida que la dimensión de los datos

crece, se requieren más comparaciones para responder las consultas. En la figura se puede apreciar

que iAESA tiene un mejor comportamiento que AESA cuando la dimensión crece. Con nuestra

técnica, en este espacio, es posible reducir el trabajo hecho por AESA hasta un 17 % (dimensión

12, n=20.000). iAESA2 tuvo el mismo comportamiento que iAESA, porlo que fue omitido en esta

figura.
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Figura 6.2: Desempeño de iAESA contra AESA para diferentes dimensiones. Los experimentos
recuperaron los dos vecinos más cercanos (escala logarítmica en el ejey).

Documentos

En el caso del conjunto de documentos de prueba se usó el conjunto de tamaño 1265

(sección 2.6.3). La comparación que puede verse en la figura 6.3, se realizó en base a la cantidad

de comparaciones de distancia cuando varía el número de vecinos más cercanos recuperados. Los

algoritmos fueron AESA, iAESA e iAESA2. En general, iAESA2 es el algoritmo con el mejor

desempeño en este tipo de base de datos. En el caso de usar sóloel criterio de permutantes (iAESA)
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se mejora el algoritmo original AESA cuando el número de vecinos más cercanos crece sobre 7.

En este espacio se mejora AESA con iAESA2 hasta un 35 % (cuandose recuperan 11 vecinos más

cercanos), y con iAESA hasta un 16 %.
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Figura 6.3: Comparando el desempeño de nuestra técnica contra AESA en la base de datos de
documentos (colección TREC-3, 1.265 documentos).

Este tipo de base de datos es un ejemplo típico de espacios condistancias costosas de

evaluar. Nuestra técnica requiere más tiempo de CPU por distancia calculada, pero este costo se

justifica en este tipo de bases de datos, como se ve en la figura 6.4. El tiempo medido corresponde

al experimento de la figura 6.3. AESA ocupa más tiempo debido al alto costo computacional de la

distancia pues realiza más comparaciones que los otros algoritmos.

Por sanidad, se compararon estos resultados contra una heurística cuya selección de

pivote fue aleatoria. Los resultados realizan hasta 4 vecesmás evaluaciones de distancia y mínimo

un 50 % más. Y, como se esperaba, demuestran la importancia deun buen criterio de selección de

pivote (o criterio de aproximación).

6.4.2. Algoritmos Probabilísticos

En esta sección mostramos el desempeño de AESA, iAESA e iAESA2 cuando son

empleados como algoritmos probabilísticos.
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Figura 6.4: Comparación del tiempo empleado por cada algoritmo en la figura 6.3 (colección
TREC-3, 1.265 documentos).

Cubo Unitario: Limitando el Trabajo

Para estos experimentos se usaron 3.000 vectores aleatorios en el cubo unitario con

dimensión 128 (descritos en la sección 2.6.1). El desempeñode los algoritmos en dimensiones

altas se puede ver en la figura 6.5, donde se muestra el porcentaje de consultas que recuperaron

correctamente susK vecinos más cercanos después de comparar una fracción de la base de datos.

Para este caso se comparó sólo el 10 % de la base de datos. iAESArecupera susK vecinos más

cercanos mucho más rápido que AESA. Note que iAESA, comparando ese 10 %, ya encontró a

todos losKNN (paraK = 1 y K = 2), mientras que AESA encuentra sólo una fracción (85 % para

K = 1 y 62% paraK = 2). En este experimento AESA obtiene el 95 % de las respuestascorrectas

(paraK = 1) revisando el 15 % de la base de datos.

Por otro lado, también se analizó el error relativo de las distancias en las respuestas

infructuosas del gráfico 6.5. El error relativo de las distancias (ERD) es una medida para saber la

imprecisión de una respuesta incorrecta. Este se define como:

ERD=
distancia alK-ésimo vecino más cercano reportado

distancia real alK-ésimo vecino más cercano

El error relativo de las distancias se muestra en la figura 6.6. Note que usando iAE-

SA2 y revisando sólo el 6 % de la base de datos (paraK = 2), tenemos el 88 % de las respuestas

correctas, y el 12 % búsquedas infructuosas, cuyo error relativo es del 0,1 %, lo que significa que
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las respuestas reportadas estaban muy cerca de las reales. ParaK = 2 con iAESA2 y revisando sólo

el 6 %, se tienen el 64 % de las respuestas correctas y el 36 % infructuosas con ERD=0,3 %. Para

este caso AESA por distancia calculada recupera el 52 % de lasrespuestas correctas y el otro 48 %

(las infructuosas) tiene el 0,5 % de ERD.

Finalmente, en la figura 6.7 se muestra el desempeño de nuestra técnica cuando varía

el número de vecinos más cercanos recuperados en dimensión 128 con 3.000 objetos en el cubo

unitario. Para este experimento se comparó sólo el 6 % de la base de datos. En la figura se puede

ver que nuestra técnica mantiene más del 80 % de las respuestas correctas con ese porcentaje de

comparaciones; aún variando el número de vecinos más cercanos buscados. AESA, a pesar de

su buen desempeño, depende de la eficacia del predictor para que rápidamente pueda reducir el

radio de búsqueda, es por esto que sólo revisar un porcentajede la base de datos no favorece su

desempeño sobre todo en dimensión alta.

Una comparación obligada de iAESA es contra el algoritmo basado en permutaciones

mostrado en el capítulo 5. El desempeño de estos algoritmos se muestra en la figura 6.8. Para

el ordenamiento usando permutaciones se usaron 128 permutantes (comparaciones internas), en

el gráfico están consideradas estas comparaciones y por eso este algoritmo comienza a reportar

respuestas después del 4 %. Esta comparación es interesantepues mientras iAESA e iAESA2 usan

O(n2) distancias almacenadas, el algoritmo basado en permutaciones, en este caso, usa soloO(kn)

con k = 128 permutantes almacenados (1 permutación por elemento) yobtiene el 85 % de las
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respuestas al haber comparado el 10 % de la base de datos.
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Cubo Unitario: Relajando las Condiciones de Búsqueda

Para esta comparación se usaron 10.000 vectores distribuidos uniformemente en el

cubo unitario (ver sección 2.6.1) en dimensión 8 y 16.

El porcentaje de error en las respuestas entregadas por el algoritmo (de manera seme-

jante se encuentra en [TYM06]) se define de la siguiente manera:

E[%] =
|RAlg−ROpt|

|ROpt|
(6.2)

donde, usando la notación de la ecuación 5.3 (página 71),RAlg son las respuestas entregadas por el

algoritmo yROpt son el conjunto de lasK respuestas correctas.

Note que el porcentaje de error es el complemento del porcentaje de recuperación para

consultas de tipoK vecinos más cercanos. % Error= 100 % - % Recuperación. Una recuperación

exitósa 100 %, tiene 0 % error, una recuperación infructuosa0 % tiene 100 % de error.

En las figuras 6.9 y 6.10 se muestra el desempeño de AESA como algoritmo probabi-

lístico. Para esta comparación se usaron dos versiones de AESA [Vid86, Vid94]: conL1 y conL∞;

estas modificaciones consisten en usarL1 ó L∞ como criterio de selección de pivotes (o criterio de
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promisoriedad). Para iAESA las modificaciones consistieron en usar Footrule o Spearman Rho co-

mo medida de similaridad entre permutaciones y relajar las condiciones de búsqueda de la misma

forma que para AESA. En estas figuras se aprecia que todos los algoritmos tienen un desempeño

semejante, excepto AESA usandoL∞ pues se nota ligeramente peor que el resto.

En las figuras se muestra el problema típico de los espacios métricos, la mayoría de

los índices tienen un buen desempeño en dimensiones bajas, amedida que aumenta la dimensión

se degradan. Por ejemplo en la figura 6.10 todas las versionesde AESA ya deben revisar cerca del

14 % de la base de datos para tener un 90 % de las respuestas correctas, mientras que en dimensión

8 no revisan más que el 0.7 % de la base de datos.

Una comparación interesante de estos algoritmos es contra el algoritmo basado en per-

mutaciones. Esta comparación se puede ver en la figura 6.11. Debido a que en los permutantes no

tenemos un factorα sólo mostramos su desempeño ante el mismo conjunto de datos analizando el

porcentaje de error contra las comparaciones de distancia.Por ejemplo, en dimensión 8, revisando

el 0.75 % de la base de datos los permutantes tienen un error del 14 % en su respuesta, mientras que

las versiones de AESA tiene un 6 % de error. Sin embargo, en dimensión 16 revisando un 4 % de

la base de datos los permutantes tienen 6 % de error, mientrasque las versión de AESA revisando

un 4 % de la base de datos (α = 0,4) tienen un 90 % de error en su respuesta.

6.5. Cálculo Dinámico del Footrule

La técnica iAESA adolece del problema de tener mayor costo deCPU que AESA. Esto

se debe al costo de inserción de cada nuevo pivote en todas laspermutaciones de los elementos sin

filtrar y de recalcular el valor del Footrule en cada inserción. En esta sección presentamos una

forma de disminuir el costo de CPU de iAESA, reduciendo el número de cálculos para actualizar

el nuevo valor del Footrule.

Para el primer problema de cómo insertar un nuevo elementop en la permutaciónΠu

parau ∈ U, la mejor forma es mover lospi desde el final de la permutación (del pivote más lejano

al más cercano) de manera que el hueco donde se insertaráp sea desplazado hasta la posición

correcta en la permutación.

El segundo problema es recalcular el valor del Footrule en cada inserción (que se

origina por cada pivote comparado), por lo que aprovecharemos el recorrido de la inserción para

modificar el valor del Footrule.

Por ejemplo, supongamos que se tienen dos permutacionesΠq = p1, p2, yΠu = p2, p1,

F(Πq,Πu) = 2. Si insertamosp3 podríamos tenerΠq = p1, p2, p3, y Πu = p2, p3, p1, F(Πq,Πu) = 4.

Note que el pivote que cambió enΠu sólo fuep1, puesd(p1,u) > d(p3,u), mientras quep2 no fue

desplazado en la permutación.

97



 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1

%
 B

as
e 

de
 d

at
os

 c
om

pa
ra

da

α

10.000 objetos, [0,1]8

AESA L1
AESA L∞

iAESA
iAESA2

iAESA Sp

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1

%
 E

rr
or

α

10.000 objetos, [0,1]8

AESA L1
AESA L∞

iAESA
iAESA2

iAESA Sp

Figura 6.9: Comparación de AESA usandoL1, AESA usandoL∞, iAESA e iAESA2 aproximados.
Dimensión 8 con 10.000 objetos.

98



 4

 6

 8

 10

 12

 14

 16

 18

 0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1

%
 B

as
e 

de
 d

at
os

 c
om

pa
ra

da

α

10.000 objetos, [0,1]16

AESA L1
AESA L∞

iAESA
iAESA2

iAESA Sp

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 80

 90

 100

 0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1

%
 E

rr
or

α

10.000 objetos, [0,1]16

AESA L1
AESA L∞

iAESA
iAESA2

iAESA Sp

Figura 6.10: Comparación de AESA usandoL1, AESA usandoL∞, iAESA e iAESA2 aproximados.
Dimensión 16 con 10.000 objetos.

99



 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 80

 90

 100

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

%
 E

rr
or

% Base de datos comparada

10.000 objetos, 32 permutantes, [0,1]8

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 80

 90

 100

 0  5  10  15  20

%
 E

rr
or

% Base de datos comparada

10.000 objetos, 32 permutantes, [0,1]16

Figura 6.11: Desempeño de las permutaciones. Dimensión 8 y 16, con 10.000 objetos.

100



Para explicar el algoritmo para el cálculo dinámico del valor del Footrule, supondre-

mos que la permutación de la consulta esΠq y el nuevo pivote a insertar esp. La posición dep en

la permutaciónΠq después del proceso de inserción seráposq (similarmenteposu es la posición

de p enΠu). Esto es,d(Πq[i],q) < d(p,q), si y sólo sii < posq. En cada permutación diremos que

existen dos zonas:la activay la pasiva. El límite entre una y otra lo define la posición del nuevo

pivote que se insertó en la permutación, como se ve en el siguiente dibujo paraΠq.

qpos

q= pzona pasivaq zona activaq

La zona pasiva deq es la de losi < posq, o lo que es lo mismo,

d(Πq[i],q) < d(p,q)

La zona activa deq es la de losi > posq, o lo que es lo mismo,

d(Πq[i],q) > d(p,q)

Las zonas activas y pasivas se definen de manera similar paraΠu, ∀ u ∈ U. El cálculo

dinámico del valor de Footrule que se propone entreΠq y Πu consistirá en identificar los elementos

que pertenecen a cada zona. En general, un elementop′modificará el valor del Footrule si pertenece

a zonas distintas en ambas permutaciones. Sólo existen trescombinaciones de zonas posibles para

cadap′ que afectarán el valor del Footrule anteriorb. Cada una de estas combinaciones será tratada

como un caso.

posq

posu

u

q=

caso 1caso 2

caso 3

p

pzona pasivaq

zona pasiva
u

zona activau

zona activaq

=

Caso 1. zona−activaq conzona−activau

Caso 2. zona− pasivaq conzona−activau

Caso 3. zona−activaq conzona− pasivau

bLa cuarta combinación debería ser cuando algúnp′ pertenece a la zona pasiva de ambas permutaciones. Esta com-
binación no modifica el valor del Footrule puesp′ no fue desplazado en ninguna de las dos permutaciones al insertar p,
por lo que conserva la diferencia de posiciones previa.
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Supongamos que se seleccionó un nuevo pivotep. El proceso de iAESA indica que

p se insertará en la permutación de la consultaΠq. Para los cálculos posteriores se requerirá la

permutación inversaΠ−1
q , la cual puede ser (re)calculada al insertarp enΠq. Luego, para cada

elemento candidatou∈U−P−F primero se verifica si éste será filtrado usandoDmax(u) (línea 16

en el pseudocódigo del algoritmo de iAESA). Siu no fue descartado, entonces el nuevo pivotep

debe ser insertado enΠu (línea 19).

El cálculo del nuevo valor del Footrule se realizará durantela inserción dep enΠu,

hasta su posición finalposu. Un elementoΠu[ j] es desplazado una posición, hacia la derecha de

la permutación, sid(p,u) < d(Πu[ j],u). SiΠu[ j] será desplazado, significa que pertenece a la zona

activa deu y puede afectar el valor anterior del Footrule (desde ahora denotado porF(Πq,Πu)ant),

de la siguiente manera.

CASO 1. zona−activaq con zona−activau. Seap′ = Πu[ j]. Si Π−1
q (p′) > posq, significa

que en ambas permutacionesp′ está en la zona activa. En este caso, este pivote no cambia

F(Πq,Πu)ant, pues en ambas permutaciones su desplazamiento fue de 1 y su diferencia calcu-

lada enF(Πq,Πu)ant es la misma. Sin embargo, a pesar de que no altera el Footrule anterior

este caso, sí es necesario saber cuántos elementos caen en este caso, por lo que lo contabi-

lizaremos enelemento_sin_aporte. En la siguiente figura el cuadro oscuro representap′,

es decir, el pivote en la posiciónj enΠu, es decirΠu[ j]. Note que en la figura siguiente el

elementop aún no ha sido insertado pues aún no conocemos su ubicación enla permutación,

sin embargo, ya se sabe quep′ estará en la zona activa puesd(p,u) < d(p′,u).

q

uzona activauzona pasiva

1 k

1 k

Πu =

Πq = zona pasivaq zona activaqp

pos

j

p’

p’

Por ejemplo, seaΠq = p1, p2, p3 y Πu = p2, p1, p3. Después de insertarp tenemosΠq =

p1, p2, p, p3 y Πu = p2, p1, p, p3. Note quep3 esta en ambas zonas activas y no cambió su

diferencia respecto al Footrule anterior.

CASO 2. zona−pasivaq con zona−activau. SiΠ−1
q (p′) < posq significa que en una permu-

tación (Πu) p se encuentra en la zona activa y en la otra (Πq) en la pasiva. Por lo tanto puede

haber dos posibilidades.

• CASO 2a. Si j ≤ Π−1
q (p′) significa que, luego de desplazarse a la derecha enΠu, las

posiciones del pivote quedaron más cerca que antes, como se observa en el siguiente

dibujo. Por lo tanto, lo contaremos comopérdida_de_diferencia.
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q

zona pasivaq zona activaq

zona activauzona pasivau

1 k

1 k

j

j

Πu =

Πq = p

pos

p’

p’

Para este caso, presentaremos el siguiente ejemplo, seaΠq= p1, p2, p3 yΠu= p2, p1, p3.

Después de insertarp tenemosΠq = p1, p2, p, p3 y Πu = p, p2, p1, p3. Note quep2 tenía

diferencia de 1 y después de la inserción dep su diferencia es cero.

• CASO 2b. Si j >Π−1
q (p′), entonces las posiciones dep′ se han alejado luego del despla-

zamiento enΠu, por lo que este elemento incrementará en 1 el valor delF(Πq,Πu)ant.

En este caso, lo contaremos comoincremento_de_valor. El siguiente dibujo represen-

ta esta situación.

q

zona pasivau

j

zona activau

1 k

k

pzona pasivaq zona activaq

Πu =

Πq =

1

pos

p’

p’

El ejemplo de este caso seráΠq = p1, p2, p3 y Πu = p2, p1, p3. Después de insertarp tenemos

Πq = p1, p2, p, p3 y Πu = p2, p, p1, p3. El pivote p1 incrementará su diferencia.

Una vez que el pivotep se insertó en su posición finalposu enΠu, sólo nos falta contabilizar

aquellos elementos que pertenecen a la zona activa deq, y a la pasiva deu. El interés por estos

elementos se debe a que también podrían modificar el valor delFootrule. Estos elementos serán

tratados en el caso 3.

CASO 3. zona−activaq con zona−pasivau. Inicialmente consideraremos que todos los

elementos deΠu se ubican en este caso (lo que equivale a decir que cambiaron de zona)

e incrementaremos el valor del Footrule enk− posq. Luego, se restarán los elementos que

corresponden al caso 1 (que ya han sido identificados). Ahorasólo nos queda corregir las

excepciones. Estas excepciones dan origen al caso 3a.
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u

q1 k

1 k

p

zona pasivaq zona activaq

zona pasivau zona activau

p

Πu =

Πq =

pos

pos

p’

p’

• CASO 3a. Por último, sólo falta considerar los elementos que se acercan, de modo

de perder diferencia en vez de ganar (como en el caso 2a). Los únicos elementos

que pueden estar en este caso son aquellos entreposu y posq. Por lo tanto basta re-

visar los elementos enΠu que se encuentren en esta zona. Estos son losj tales que

posq < Π−1
q (Πu[ j]) ≤ j < posu. En este caso, debemos considerar este caso incremen-

tandopérdida_de_diferencia en 2; uno por perder diferencia entre los pivotes con

respecto aF(Πq,Πu)ant, y otro para descontar el incremento que tuvo por el caso 3.

u

q1 k

1 k

Πu =

Πq = p

p zona activau

zona activaqzona pasivaq

uzona pasiva

j

j

pos

pos

p’

p’

Por ejemplo, seaΠq = p1, p2, p3 y Πu = p1, p3, p2. Después de insertarp tenemosΠq =

p1, p, p2, p3 yΠu= p1, p3, p2, p. En este caso el pivotep2 sufre un alineamiento y pierde

su diferencia respecto al Footrule anterior.

El algoritmo 9 detalla este proceso. Una vez que tenemos identificadas las modifica-

ciones que intervienen en el nuevo valor deF(Πq,Πu) ∀p′ ∈ P en ambas permutaciones, podemos

calcular el nuevo valor del Footrule. Esto es:

F(Πq,Πu) = F(Πq,Πu)ant

+ |posq− posu| Diferencia del nuevo pivotep en las permutaciones

+ (k− posq) Caso 3

− perdida_de_di f erencia Caso 2a o 3a

− elemento_sin_aporte Caso 1

+ incremento_de_valor Caso 2b
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Algoritmo 9 Footrule-dinámico
1: j← k, p′← Πu[ j] // La permutación será recorrida hacia atrás

2: while d(p,u) < d(p′,u) y j > 0 do
3: if Π−1

q (p′) > posq then
4: elementos_sin_aporte← elementos_sin_aporte+1 // caso 1, misma zona

5: else if Π−1
q (p′) ≥ j then

6: perdida_de_di f erencia← perdida_de_di f erencia+1 // caso 2a

7: else
8: incremento_de_valor← incremento_de_valor+1 // caso 2b

9: end if
10: j← j −1
11: p′← Πu[ j]
12: end while
13: // caso 3a

14: for j← posu−1 to j < posq do
15: p′← Πu[ j]
16: if j ≥ Π−1

q (p′) > posq then
17: perdida_de_di f erencia← perdida_de_di f erencia+2
18: end if
19: end for
20: F(Πq,Πu) = F(Πq,Πu)ant

21: +|posq− posu|
22: +(k− posq)
23: −perdida_de_di f erencia
24: −elemento_sin_aporte
25: +incremento_de_valor
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A continuación mostraremos un ejemplo del cálculo descritoanterior mente. Seap11

el nuevo pivote a insertar en las permutaciones. Las permutaciones antes de insertarp11 son:

Πq = p7, p9, p8, p5, p4, p6, p10, p0, p3, p2, p1

Πu = p2, p10, p6, p0, p9, p4, p7, p3, p8, p5, p1

F(Πq,Πu) = 44

después de insertarp11,

Πq = p7, p9, p8, p5,p11, p4, p6, p10, p0, p3, p2, p1

Πu = p2, p10, p6, p0, p9, p4, p7, p3,p11, p8, p5, p1

A continuación analizaremos el proceso de inserción dep11. Iniciamos con el elemento

p1, el cual pertenece al caso 1 (zona activa en ambas permutaciones).p1 no cambió su diferencia

y por lo tanto no modifica en nada al nuevo valor del Footrule. Los elementosp8 y p5 tienen un

cambio de zona e incrementarán el valor de Footrule (caso 2b).

En este punto del algoritmo ya se insertó el nuevo pivote (p11) en su posición enΠu,

ahora sólo falta considerar los elementos tales queposq< j < posu. Para este ejemplo los elementos

que cumplen esta condición sonp4, p6 y p10, sin embargo, los elementos que se analizarán están

enΠu y estos sonp3, p7 y p4 (ciclo en la línea 13 del algoritmo), pues se conoceΠ−1
q y noΠ−1

u .

Para este ejemplo, sólo el elementop4 genera una excepción y será contabilizada por

el caso 3a. Antes de insertarp11, la diferencia dep4 era 1, al insertarp11 éste se alineó en ambas

permutaciones, por lo tanto, incrementaremosperdida_de_diferencia en 2 (1 por caso 3 y otro

por pérdida de diferencia). Los valores de las variables mencionadas en el algoritmo son:

elementos_sin_aporte ← 1(p1)

perdida_de_di f erencia ← 2(p4)

incremento_de_valor ← 2(p8, p5)

F(Πq,Πu)ant ← 44

F(Πq,Πu) ← 44+ |5−9|+ |12−5| −2−1+2= 54
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6.5.1. Experimentación

Para medir el número de operaciones ahorradas en el cálculo del Footrule se realizaron
experimentos con vectores distribuidos uniformemente en el cubo unitario (véase la sección 2.6.1),
variando la dimensión de los datos entre 4 y 14. Las bases de datos fueron de tamaño 2.000 a 4.000
elementos. En la figura 6.12(a) se muestra el porcentaje de operaciones realizadas con la técnica
dinámica y la secuencial. Este porcentaje fue calculado de la siguiente manera:

%operaciones realizadas=
# operaciones con el Footrule dinámico

# operaciones con el Footrule
∗100

donde, una operación es: cada comparación en el caso de la inserción, y cadasumaen el caso del

cálculo del Footrule. Por ejemplo: Insertar eli-ésimo pivote a una permutación realizai −1− posu
comparaciones para alcanzar su posición. El cálculo del Footrule secuencial se calcula coni.

En la figura 6.12(b) se muestra el tiempo empleado por ambas técnicas en el experi-

mento mostrado en la figura 6.12(a): la dinámica y la secuencial.

De la figura 6.12 se puede ver que cuando la dimensión de los datos aumenta, el

número de operaciones que realiza el cálculo dinámico es menor que el cálculo secuencial. Esto

sucede porque, en dimensión baja, las permutaciones son pequeñas y las operaciones ahorradas

son compensadas con las comparaciones extra del algoritmo 9. Por lo tanto, el principal ahorro

de este algoritmo ocurre cuando el tamaño de las permutaciones aumenta, como es el caso de las

dimensiones altas, donde precisamente se tiene un mayor costo de CPU. La ganancia en tiempo de

usar el cálculo dinámico del Footrule también se percibe en dimensiones altas, como se ve en la

figura 6.12(b).

Cálculo Estimado del Footrule

Finalmente, otra propuesta para reducir el tiempo de CPU necesario para el cálculo

del Footrule durante el proceso de iAESA es no computar completamente el Footrule en cada

permutación. Esto se puede lograr si sólo se estima el nuevo valor del Footrule cada vez que

se agrega un pivote y después de varias estimaciones se calcula el Footrule completo en cada

permutación.

El proceso para esta estimación es el siguiente: cada vez quese calcula la distancia

hacia un nuevo pivotep, y al insertarp en cada permutación se suma al cálculo del nuevo Foo-

trule sólo la diferencia de posición dep. Después de iterar un cierto número de veces entonces se

recalcula el Footrule completo.

En el algoritmo 10 se muestra el cálculo del Footrule aproximado entre dos permuta-

ciones, dondeposu y posq representan la posición del nuevo pivote en las permutaciones deu y
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q respectivamente;k es el número de pivotes calculados (y por lo tanto el largo de las permuta-

ciones); UMBRAL es el número de cálculos de Footrule estimados que serán permitidos antes de

re-calcular el Footrule.

Algoritmo 10 Footrule-dinámico-estimado()
if (k%UMBRAL) = 0 then

return Footrule(Πq,Πu)
else

return F(Πq,Πu)ant+ |posu− posq|
end if

Para medir el desempeño de esta nueva propuesta para el cálculo del Footrule se rea-

lizaron experimentos sobre un conjunto de 20,000 objetos distribuidos uniformemente en el cubo

unitario (ver sección 2.6.1). Los resultados se muestran enla figura 6.13. En la parte superior

6.13(a) se muestra el número de cálculos de distancia para este conjunto de datos y en la parte

inferior 6.13(b) se muestra el tiempo consumido por estos experimentos. Nótese que como era de

esperarse, iAESA realiza menos cálculos de distancia que AESA. Respecto al tiempo se puede

observar que el cálculo del Footrule de la sección 6.5 es el más rápido para computar iAESA; a su

vez este nuevo cómputo del Footrule también consume menos tiempo que iAESA y ligeramente

más tiempo que el cálculo dinámico del Footrule.

En los experimentos el valor del UMBRAL fue de 5. Este parámetro es delicado de

seleccionar ya que un valor muy grande producirá valores de Footrule muy distorsionados y por lo

tanto menor efectividad para la selección de pivotes. A su vez, un valor muy pequeño producirá un

poco ahorro en tiempo ya que se re-calcularán Footrule completos con mucha frecuencia.

Ninguno de los métodos presentados (el cálculo dinámico y elestimado) para redu-

cir el tiempo de cálculo del Footrule muestra una mejora importante en dimensiones bajas. En

dimensiones altas puede valer la pena usar alguna de las propuestas para reducir el tiempo de pro-

cesamiento de iAESA. En todo caso nuestros intentos dejan enclaro que este es un problema no

trivial que requiere mucha más investigación.
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Capítulo 7

Aplicaciones: Identificación de Caras

El objetivo primordial de un índice métrico es su aplicaciónen bases de datos reales;

es indispensable entonces caracterizar el desempeño de losalgoritmos basados en permutaciones,

tanto desde el punto de vista práctico (el tiempo total empleado en satisfacer una consulta) como

desde el punto de vista teórico (cual es la cantidad de cálculos de distancia empleados al satisfacer

una consulta). El número de cálculos de distancia es relevante porque nos da una idea de la escala-

bilidad del algoritmo, nos permite medir la complejidad quetiene un índice. En una aplicación real

la complejidad adicional puede oscurecer la ventaja aparente de hacer menos cálculos de distancia.

En general si la distancia es barata de calcular y la dimensión intrínseca de los datos es alta, incluso

una búsqueda secuencial puede superar cualquier índice.

En este capítulo usaremos dos bases de datos con imágenes faciales de características

y tamaños distintos. Para poner al lector en contexto, primero se explicará el proceso general de

recuperación de caras, después se describirán los detallesde cada base de datos y finalmente se

mostrará el desempeño de los algoritmos desarrollados en esta tesis para este caso de estudio.

7.1. Reconocimiento de Caras

Como todo proceso de reconocimiento de patrones en el reconocimiento de caras es

necesario extraer características, que idealmente deberían ser estadísticamente independientes, para

obtener sólo la información más relevante de las imágenes.

Lo anterior equivale a proyectar los objetos reales a un espacio conceptual representa-

do mediante vectores de dimensión muy alta; una dimensión por cada característica considerada.

Este procesoseparalos datos haciéndolos más fácil de clasificar; sin embargo, hace más costosa la

clasificación en sí. Note que un objeto sin proyectar contiene toda la información de éste y el error

de precisión obtenido es el mínimo, sin embargo, la dimensión real puede ser muy alta. En nues-
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tro caso de estudio cada cara es representada por un vector dedimensión 16.384. Es interesante

hacer notar que el problema se “reduce” a clasificar vectoresde dimensión “más baja”, de “sólo”

761 componentes (por mencionar un ejemplo). El proceso completo de reconocimiento se detalla

a continuación mediante un sistema de espacios propios .

7.1.1. Transformación de Objetos

Espacios Propios

Un sistema de reconocimiento basado enespacios propios[TP91a] corresponde a la

tecnología más exitosa para reconocimiento de caras en imágenes digitales (una descripción más

detallada se encuentra en [TP91b, GCZ+04]), y éste se muestra en el diagrama de bloques de la

figura 7.1.

La idea esencial es bajar la dimensión representacional de los objetos mediante una

proyección que conserve las características geométricas (relevantes para la clasificación) de los

objetos en el espacio original. Esto generalmente significahacer una transformación aproximada-

mente isométrica, en donde las relaciones de distancia se mantienen entre todos los objetos de la

base de datos. Estos métodos tienen dos fases: una de entrenamiento, en donde se encuentra la pro-

yección deseada y otra de reconocimiento, en donde el objetoa clasificar es proyectado de acuerdo

a la proyección obtenida en la fase de entrenamiento.

En la fase de entrenamiento se obtiene unamatriz de proyección(W ∈RN×m) mediante

la cual se proyectan los vectores originales a un espacio de dimensión menor. Esta matriz de proyec-

ción se puede obtener mediante cualquier método de reducción dimensional; por ejemplo,análisis

de componentes principales[Pea01, SK87],discriminante lineal de Fisher[BHK97], proyección

aleatoria, o algún otro. En este casoN es la dimensión del espacio original ym la dimensión

del espacio proyectado. Todo método de reducción dimensional busca preservar las propiedades

geométricas de los objetos relevantes para la construcciónde un clasificador; por ejemplo proxi-

midad relativa, distribución espacial, etc. El objetivo esque el espacio proyectado conserve las

mismas propiedades que el espacio original; pero que sea computacionalmente más fácil de cal-

cular distancias; por ello se requiere quem<< N. En esta fase se calcula el centroide de las caras

como vectores, también llamadocara mediay denotado aquí porc en el espacio original. Esta cara

media será relevante para la normalización.

Normalizar los objetos es un procedimiento común en el proceso de reconocimiento

de patrones. Conceptualmente la normalización elimina lasdiferencias no tan esenciales de los

objetos; aquellas diferencias que desde el punto de vista deuna persona no son relevantes para

la clasificación. En el método que estamos describiendo, el proceso de normalización consiste en

sustraer la cara media de la cara de consulta (como vectoresq de consulta yc cara media,N
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Figura 7.1: Sistema general de reconocimiento de caras basado en espacios propios.

dimensionales).

En la fase de reconocimiento se proyecta el vector normalizado q− c mediante una

multiplicación por la matriz de proyecciónW. El clasificador empleado es el método deK vecinos

más cercanos, el cual se aplica buscando losK vecinos más cercanos aq−c en el espacio proyec-

tadoRm; es decir buscamos el conjuntoNNK(q−c) bajo algún criterio de similaridad; por ejemplo,

la distancia Euclidiana. El resultado de la consulta es la clase del vector más semejante al de la

consulta identificada por votación entre los vecinos más cercanos. En ocasiones se usa un sistema

de verificación para caras no identificadas, usualmente estoocurre cuando se quiere sintonizar el

clasificador probando con distancias que pueden resultar noconfiables[GMM97].

Una descripción del proceso de proyección puede verse en [Pea01], donde se observa

que el error en el reconocimiento depende fuertemente del número de componentes (dimensiones)

de las imágenes proyectadas, las cuales varían entre 200 y 1.050. Esta es una conclusión más o

menos lógica pues hay menos distorsión geométrica en la proyección a medida que se toman más

componentes.

7.1.2. Reducción Dimensional

Análisis de Componentes Principales

El análisis de componentes principales [Pea01, SK87] (PCA por sus siglas en inglés)

es un método general para identificar la base (el conjunto de direcciones) en la que puede ser

representado un vector dada una nube de datos. Dado que la matriz de proyección juega un papel

determinante en la tasa de reconocimiento, esta matriz se calcula con una nube de datosconfiable;
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es decir, minimizando el ruido y los artefactos. Esta matrizserá pues independiente de la base de

datos a clasificar y se obtiene en una fase de entrenamiento donde se seleccionaron cuidadosamente

las caras a utilizar como patrones. Dado que nuestro interéses realizar las consultas eficientemente

consideraremos que nuestro trabajo comienza en el espacio proyectado o el espacio original; los

cuales son dados. No es nuestro objetivo seleccionar adecuadamente el método de proyección o la

distancia utilizada.

Proyección Aleatoria

Otro tipo de proyección eficiente cuando se usa la distancia Euclidiana se muestra

en [Vem04]; dicha proyección consiste en seleccionar de manera aleatoriaO(logn) componentes

(donden es el tamaño de la base de datos). Los autores muestran que la distancia usando esta

selección aleatoria es muy semejante a la distancia real, sudiferencia sólo es un factor pequeño.

Debido a los interesantes resultados de la proyección aleatoria, otro aporte de esta

tesis (y que aún no ha sido publicado) es utilizar una nueva relación de orden (o predictor, como

se ha llamado en esta tesis) para establecer en qué orden deben ser revisados los elementos de

la base de datos. Este nuevo predictor consiste en utilizar la distancia Euclidiana en un espacio

proyectado aleatoriamente. En este caso, la distancia entre dos objetos será mucho menos costosa

que la distancia original, pues se emplean muchas menos componentes, siendo posible comparar

toda la base de datos contra el elemento de consulta con esta nueva distancia y ordenar los objetos

de acuerdo a ese valor. Note que la proyección aleatoria se usará sólo como predictor de orden.

7.2. Descripción de las Bases de Datos

En las bases de datos descritas a continuación se usó tanto elespacio original como

dos espacios proyectados usando proyección aleatoria (con40 componentes)a y PCA. La distancia

Euclidiana en ambos casos fue tomada como medida de similaridad (véase la página 15).

Para los experimentos mostrados a continuación se usaron dos bases de datos: una

con pocos elementos y alta dimensión intrínseca (BD-762) y otra con muchos elementos y baja

dimensión intrínseca (BD-7327). En la primera el objetivo es analizar el comportamiento con po-

cos elementos para ver la escalabilidad en dimensión muy alta. Las dimensiones intrínsecas son

diferentes debido al método de proyección y el conjunto de entrenamiento utilizado (explicado en

la sección 7.1.1). Ambas bases de datos tienen originalmente dimensión real de 16.384 compo-

nentes. Es interesante hacer notar que en la literatura se especula que la complejidad del problema

de búsqueda con índices métricos depende fundamentalmentede la dimensión intrínseca; por lo

ase usaron 40 componentes en lugar de 8 que es el resultado de logn.
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que el número de cálculos de distancia en el espacio originaly el espacio proyectado deberá ser

semejante.

7.2.1. Descripción de la Base de DatosBD-762

Esta base de datos es una colección de fotografías con rostros humanos FERET [PWHR98]

que comúnmente es utilizada en las investigaciones de reconocimiento de caras. En estos experi-

mentos se usó una base de datos que consiste en 762 imágenes faciales [NdS02] las cuales constan

de 254 clases distintas (3 imágenes frontales por clase), y un conjunto de consultas de 254 imágenes

(1 imagen por clase).

Esta base de datos fue usada tanto en su espacio original (con16.384 componentes)

como en dos espacios proyectados (PCA y proyección aleatoria). En el caso del espacio proyecta-

do las caras fueron transformadas mediante el método basadoen espacios propios (eigenspaces)

usando PCA como matriz de proyección y la dimensión del espacio es de 761 componentes. El se-

gundo método de proyección fue proyección aleatoria usando40 componentes. La distancia entre

las caras fue la Euclidiana en todos los espacios.

Se midió la dimensión de acuerdo a lo propuesto en [CNBYM01],tanto en el espacio

original, como en los espacios proyectados: en el original es de 40,82, en el proyectado con PCA

es de 39,82 y con proyecciones aleatorias de 39,60. En la figura 7.2 se muestra un histograma de

distancias de esta base de datos en el espacio real y en el proyectado con PCA.

7.2.2. Descripción de la Base de DatosBD-7327

Esta base de datos consiste de una colección de imágenes de caras CAS-PEAL [GCZ+04],

la cual tiene 7.327 objetos obtenidos de cuatro conjuntos distintos con imágenes de caras frontales

(estos conjuntos pertenecen a colecciones de imágenes normales, con expresiones, imágenes con

más brillo y con accesorios) correspondientes a 1.040 individuos. Esta base de datos también fue

proyectada con PCA y la dimensión resultante fue de 2.152 componentes. El histograma de distan-

cias de esta base de datos se muestra en la figura 7.3 en el espacio original (arriba) y en el espacio

con proyección aleatoria (abajo). La dimensión intrínsecade los datos en el espacio original es de

9,08, en el espacio proyectado con PCA es de 8,52 y en el espacio con proyección aleatoria de

9,08. Note que ambos histogramas de distancia y las dimensiones intrínsecas son muy semejantes.

7.3. Resultados enBD-762

En este primer experimento es muy importante hacer notar queel número de elemen-

tos de la base de datos es muy pequeño; no es representativo deun problema real. En un caso
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Figura 7.2: Histograma de la Base de datos BD-762 en el espacio real (arriba) y en el proyectado
con PCA (abajo).
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Figura 7.3: Histograma de la Base de datos BD-7327, espacio original y espacio con proyección
aleatoria, arriba y abajo respectivamente.
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extremo, con pocos elementos, incluso la búsqueda secuencial puede ser mucho más eficiente que

cualquier índice si sólo se considera el tiempo empleado en satisfacer la consulta (por supuesto no

es el caso para nuestros experimentos). Es por esta razón quenos enfocaremos en el número de

cálculos de distancia empleados; más que en el tiempo utilizado. Con esto estaremos extrapolando

el comportamiento de los índices métricos que sí escalan conla dimensión intrínseca y el número

de elementos de la base de datos. A esta base de datos se le aplicaron todos los índices descritos y

desarrollados en esta tesis.

7.3.1. Experimentos

Cota inferior en búsquedas de K-vecinos

Para resolver el problema de losK vecinos más cercanos se utilizó el algoritmo basado

en permutaciones (descrito en el capítulo 5), el cual establece una relación de orden en la que la

base de datos es revisada secuencialmente hasta haber encontrado losK vecinos más cercanos.

El desempeño de la relación de orden establecida por la técnica basada en permutacio-

nes en bases de datos reales se comparó contra otras relaciones de orden basadas en las distancias

L1 y L∞ con 64 pivotes (descritas en la sección 5.3).

Es importante hacer notar que para estos algoritmos existe un costo, el de ordenamien-

to (discutido en la sección 5.2.2), que implica calcularO(n) distancias más baratas que la distancia

original: Spearman Footrule,L1, L∞ ó en el espacio con proyección aleatoria.

Como base de comparación se utilizaron tres algoritmos (exactos) estándar, AESAb,

KD-Tree(explicados en el capítulo 2, sección 2.2.2) y búsqueda secuencial.

En los experimentos mostrados en esta sección están reportados el menor número de

comparaciones para obtener la respuesta correcta de cada algoritmo.

El desempeño comparativo de todos los algoritmos en la base de datos de 762 caras

se puede ver en la figura 7.4, con y sin reducción dimensional (abajo y arriba respectivamente).

En este caso se muestra el número de comparaciones de distancia necesarias para encontrar losK

vecinos más cercanos ( variandoK entre 1 y 20). En el espacio original se muestran los siguientes

algoritmos: AESA, búsqueda secuencial,KD-Tree, ordenamientos basados en pivotes conL1 y L∞
y usando las permutaciones con Spearman Footrule. Para todos los algoritmos de ordenamiento

se tomaron en cuenta las comparaciones a los 64 pivotes/permutantes (comparaciones internas).

En el caso del espacio proyectado, además de utilizar los mismos algoritmos usados en el espacio

original, también se incluyó el experimento con un espacio proyectado de manera aleatoria. En este

espacio proyectado se aplicó: el ordenamiento por distancia Euclidiana con 40 componentes y la

bEl algoritmo AESA e iAESA tienen el mismo desempeño en esta dimensión (véase el capítulo 6).
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idea de las permutaciones aplicada a este espacio (40 componentes) usando 64 permutantes. En la

figura 7.5 se muestra el tiempo de procesamiento respecto a todos los algoritmos de la figura 7.4.

De la figura 7.4 se observa que las permutaciones como relaciones de orden son su-

periores al resto de los algoritmos, por ejemplo, se reduce hasta un 50 % el trabajo delKD-Tree

en ambos espacios (sin y con proyección). Sin embargo, usando proyecciones aleatorias se logra

reducir hasta 55 % el trabajo delKD-Tree.

En cuanto al tiempo de procesamiento en el espacio original (figura 7.5 arriba) se

aprecia que los algoritmos de ordenamiento son hasta 4,8 veces más rápidos que elKD-Tree, no así

en el caso del espacio proyectado donde sólo se consigue el doble de velocidad (como es el caso

de la distanciaL∞). Esto es debido a que es una base de datos pequeña y que es mínimo el costo

debido a la distancia.

En estas figuras es claro que AESA y la búsqueda secuencial tienen mayor costo para

resolver consultas de este tipo, por lo que no son algoritmoscompetitivos en este caso. En los

sucesivo se omitirá AESA y la búsqueda secuencial. Para estos algoritmos, elKD-Treese muestra

superior debido a que está aprovechando la información de las coordenadas (elKD-Tree tienen

buen desempeño en espacios proyectados con PCA ) y AESA sólo la distancia entre objetos.

7.4. Resultados enBD-7327

7.4.1. Experimentos

Nuestra segunda base de datos, descrita en la sección 7.2.2,tiene muchos más elemen-

tos y menor dimensión intrínseca respecto a la primera. Paraesta base de datos sólo se realizaron

experimentos con elKD-Tree (usando todas las componentes y con PCA), el orden basado en

permutaciones y en las distanciasL1 y L∞ (usando todas las componentes y PCA) y el orden esta-

blecido en el espacio con proyección aleatoria y nuevamentelas permutaciones en este espacio de

proyección aleatoria.

En estas bases de datos es mucho más evidente el ahorro en cálculos de distancia

respecto alKD-Tree, en el espacio original. El desempeño puede verse en la figura7.6, en la parte

superior se muestra en el espacio original y en la parte inferior en el espacio proyectado.

El tiempo de procesamiento empleado por esas consultas se muestra en la figura 7.7.

Las técnicas presentadas en esta tesis son notoriamente másrápidas que los algoritmos típicos para

el reconocimiento de patrones.

En la figura 7.6 (abajo) se puede observar el buen rendimientoque se tiene al usar

proyecciones aleatorias (y como relación de orden la distancia en ese espacio), aunque el tiempo

empleado es mayor que los basados en permutaciones y las métricasL1 y L∞.
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Figura 7.4: Comparación del reconocimiento de caras con AESA, búsqueda secuencial,KD-Tree
y usando criterios de ordenamiento (64 pivotes/permutantes): basados en pivotes usandoL1 y L∞,
basado en permutaciones y con proyección aleatoria (sólo este caso usa 40 componentes).
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121



Una conclusión muy interesante de estos experimentos es quelas consultas por proxi-

midad en bases de datos reales pueden ser agilizadas al ser tratadas como espacios métricos.
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Figura 7.6: Comparación del reconocimiento de caras conKD-Treey usando criterios de ordena-
miento: basados en pivotes (64) usandoL1 y L∞, basado en permutaciones (64 permutantes) y con
proyección aleatoria (sólo este caso usa 40 componentes).
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Capítulo 8

Bases de Datos No Métricas

Es interesante hacer notar que no hay nada en el método de ordenamiento por per-

mutaciones que use explícitamente la desigualdad del triángulo para resolver consultas. Esto es

importante porque tanto los índices basados en pivotes comolos basados en particiones compactas

utilizan de manera fundamental la desigualdad del triángulo para evitar hacer cálculos de distancia

adicionales. Ha sido más o menos dogmático en la literatura el asumir que sólo se pueden construir

índices utilizando la desigualdad del triángulo. Probaremos en este capítulo que es posible utilizar

los métodos basados en permutaciones para indexar bases de datos no métricas, con excelentes re-

sultados. Tomaremos como ejemplo una base de datos de interés práctico cuya distancia no cumple

con la desigualdad triangular. Esta usa la norma fraccionaria Lp (con 0< p< 1).

8.1. Norma FraccionariaLp

En los espacios vectoriales las métricas más utilizadas para comparar vectores son las

Lp, descritas en la ecuación 8.1; en particular con parámetrop= 2. En aplicaciones de análisis de

datos [HR05] esta métrica en particular se ve muy afectada a medida que aumenta la dimensión

de los datos y todos los pares se vuelven indistinguibles [BGRS99]. Para evitar este fenómeno

de concentración de la medida, algunos autores sugieren el uso de normas fraccionales oLp con

0< p< 1 [HR05]. Sin embargo, las normas fraccionales no cumplen ladesigualdad del triángulo;

es decir, parau y q dos vectores de dimensiónm

dp(u,q) =















m
∑

i=1

|ui −qi |
p















p

(8.1)

cuando 0< p< 1, no cumple con la desigualdad del triángulo.

En la figura 8.1 se muestra el histograma de la desigualdad triangular de triplas en un
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espacio del cubo unitario de distribución uniforme usando la norma fraccionariaLp. En el ejex

está el cociente (d(x,y)+d(y,z))/d(x,z), los valores menores que uno significan que no cumplen la

desigualdad triangular. Note que al disminuir la dimensiónde los datos, con esta distancia, aumenta

la cantidad de triplas que no cumplen con la desigualdad del triángulo. Sin embargo en dimensión

alta (≥ 64) todas las triplas analizadas cumplen con la desigualdadtriangular.

Desde el punto de vista algorítmico, en un índice métrico, sin la desigualdad del trián-

gulo no sería posible descartar elementos de manera segura,es decir, no se podría tener la garantía

de que los elementos descartados están fuera de la zona de interés (una bola de radio dador centra-

da en la consulta), lo cual es permitido en un algoritmo probabilíscoa. Nuestro método de búsqueda

está basado en predecir la proximidad y no utiliza la desigualdad del triángulo para esto. Haremos

algunos experimentos para determinar si las permutacionesson tan efectivas para predecir proxi-

midad con normas fraccionales como lo han sido con otras métricas; en particular con métricasLp

con p≥ 1 en espacios vectoriales.

8.1.1. Experimentos

Los experimentos de esta sección consistieron en establecer una relación de orden de

la base de datos (como en el capítulo 5) y medir la porcentaje de recuperación como se describió

en la ecuación 5.3. Una vez que se tiene ordenada la base de datos se comparan los elementos en

aA menos que se usen heurísticas (que dependen de la base de datos) para corregir la desigualdad triangular.
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ese orden contra la consulta. En estas figuras se muestran tres criterios distintos para ordenar la

base de datos: usando la similaridad entre permutaciones (Spearman Rho, ecuación 5.1), usando

L1 (ecuación 2.2) y usandoL∞ (ecuación 2.4). Note que usar las dos típicas relaciones de orden

usadas por los algoritmos existentes en espacios métricosL1 y L∞ es comparable a conocer el

desempeño de esos algoritmos.

El conjunto de datos sobre el que se experimentó usando una norma fraccionaria fue

el de vectores en el cubo unitario descrito en la sección 2.6.1. Para este caso se emplearon bases

de datos con 3.000 objetos en distintas dimensiones (8, 32, 64 y 128), usandok = 16 y k = 32

permutantes para dimensión 8 y para el resto de las dimensiones 128 y 256 permutantes.

En las figuras 8.2(a) y 8.2(b) se muestra el desempeño de los distintos ordenamientos

en dimensión 8 usandop= 0,2 y p= 0,8, respectivamente. De las figuras se puede apreciar queL1

es ligeramente más efectivo que las permutaciones usando 16permutantes. Usando más permutan-

tes (k = 32) L1 y las permutaciones tienen un desempeño semejante.L∞ no muestra ser una buena

alternativa en ambos casos.

El desempeño de la técnica basada en permutaciones en dimensiones altas con 128

y 256 permutantes se puede observar en las figuras 8.3 y 8.4 (para las normas fraccionarias se

utilizaron los parámetrosp= 0,2 y p= 0,8).

En las figuras 8.3 y 8.4 se puede ver que la distanciaL1 ordena mejor la base de datos

queL∞, sin embargo, ordenar la base de datos usando las permutaciones es mucho más eficiente

que ambas alternativas. La eficiencia de las permutaciones sobreL1 y L∞ se vuelve más notoria

cuando la dimensión de los datos aumenta, puesto que en dimensiones bajasL1 y las permutaciones

tienen desempeños semejantes. Note queL∞ no es una buena opción aún en dimensiones bajas para

este espacio.

En las figuras se muestra que revisando un 10 % de la base de datos y usando 128

permutantes, es posible tener alrededor del 95 % de las respuestas en dimensión 32. Se puede

apreciar que incrementar el número de permutantes incrementa de manera monótona el desempeño

de la predicción basada en permutaciones.

Por otro lado, a medida quep se aproxima a 1 la norma fraccionaria tiene más seme-

janza a una métrica (las bolas en la norma fraccionaria tienden a ser convexas). Como se esperaba,

el criterio de las permutaciones tiene un mejor desempeño a medida quep se aproxima a 1. Lo

anterior es claramente reflejado en la figura 8.5, donde se muestra el desempeño de las permuta-

ciones usando la norma fraccionariaLp con 0< p ≤ 1. Este experimento se realizó en dimensión

8 pues de acuerdo a la figura 8.1 en esta dimensión la base de datos realmente no cumple con la

desigualdad triangular. El tamaño de la base de datos fue de 5.000 elementos.

Para verificar la calidad de la aproximación de las permutaciones en este espacio no

métrico, ésta se analizó con la técnica de nubes de puntos en el apéndice A, sección A.5.
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Figura 8.2: Comparación la técnica basada en permutacionesen vectores distribuidos uniforme-
mente en el cubo unitario usando la distanciaLp con p= 0,2 y p= 0,8, en dimensión 8.

.
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Figura 8.3: Comparación la técnica basada en permutacionesen vectores distribuidos uniforme-
mente en el cubo unitario usando la distanciaLp con p= 0,2.
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Figura 8.4: Comparando la técnica basada en permutaciones en vectores distribuidos uniforme-
mente en el cubo unitario usando la norma fraccionariaLp con p= 0,8.
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Capítulo 9

Conclusiones

En este trabajo se presentó una nueva técnica para la búsqueda por proximidad o si-

milaridad en espacios métricos. La idea consiste en representar cada elemento por la secuencia en

que se ven los elementos de un subconjunto del espacio métrico. Es decir, cada elemento induce

un orden en este conjunto de elementos basado en la distanciaa éstos. Esta es una manera de in-

dexar cómo cada elemento percibe el espacio. La proximidad en el espacio métrico es predicha

por la semejanza en los órdenes inducidos. Operativamente,cada elemento de la base de datos se

ve como unapermutacióny la semejanza entre elementos estará dada por la distancia entre las

permutaciones.

En este trabajo se mostró que las permutaciones de los elementos en la base de datos

son muy buenas parapredecir la relevancia de un objeto hacia una consulta. Un aporte de este

trabajo fue un algoritmo probabilístico basado en esta técnica, el cual requiere comparar sólo una

pequeña fracción de la base de datos para obtener rápidamente los elementos más relevantes ante

una consulta. Nuestra técnica se mostró, por mucho, muy competitiva respecto al estado de arte

en esta área. Se presentaron caminos no explorados con anterioridad, los cuales hicieron posible

entender mejor el mecanismo de algoritmos de búsqueda muy antiguos, como AESA, mejorando

su desempeño.

La propuesta aquí presentada es muy simple de implementar y tiene aplicaciones in-

mediatas a muchos problemas de reconocimiento de patrones yotras áreas donde es aceptable tener

(muy buenas) aproximaciones a las soluciones exactas. Un ejemplo son las aplicaciones con alta

dimensión, donde los algoritmos inexactos son la única alternativa.

Más precisamente, en esta tesis hemos presentado dos herramientas de búsqueda por

proximidad en espacios métricos: un algoritmo exacto (inversiones) y un algoritmo probabilístico

(basado en permutaciones). Como una consecuencia directa de usar nuestra técnica mostramos,

además, una mejora importante de ahorro en tiempo empleado en espacios vectoriales.
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Inversiones. Decimos que existe unainversiónen una permutación que representa a un ele-

mento, cuando al menos dos elementos de la permutación estánen orden diferente y la

distancia entre ellos es mayor que 2r, siendor el radio de búsqueda. En este caso se puede

garantizar que si existe una inversión entonces la distancia entre los elementos es mayor que

r. Note que esto lo hace ser muy sensible a la dimensión. El algoritmo es muy interesante y

sirve como motivación para el desarrollo de un algoritmo basadosóloen la semejanza entre

permutaciones, la contribución más fuerte de este trabajo.

Basado en permutaciones. En el caso de que en dos permutaciones no se pueda garantizar

que la distancia entre elementos sea mayor que 2r, entonces la idea que perseguimos es la

suposición de que aún cuando no se pueda garantizar la distancia mínima, podría ser un

buen predictor de la distancia original. Mostramos en la tesis que efectivamente la distancia

entre permutaciones es un excelente predictor de la distancia original; mucho mejor que

las normasLp sobre el espacio de pivotes. El hecho anterior deriva en dos algoritmos, uno

inexacto (aproximado) y otro una mejora sustancial al algoritmo que había permanecido

como límite inferior de complejidad por más de 20 años, AESA,dando lugar a iAESA. Más

aún, fue posible extender el ámbito de aplicación de la predicción de proximidad a bases de

datos en donde no hay una métrica; sino una (dis)similaridad.

Ahorro de tiempo en espacios vectoriales. En los espacios vectoriales se puede utilizar la

información de las coordenadas para acotar el espacio de búsqueda. En estos espacios se

tienen algoritmos de complejidad logarítmica para búsqueda de proximidad, como elKD-

Tree. Introducimos en esta tesis la idea de proyecciones aleatorias, que permite predecir la

distancia Euclidiana de manera muy eficiente. Usando permutaciones sobre la distancia en

proyecciones aleatorias se logra reducir de manera muy importante la complejidad extra del

predictor basado en permutaciones.

Los resultados obtenidos empíricamente en distintos espacios métricos que permiten

medir las posibilidades del método basado en permutacionesse pueden resumir así:

Cubo unitario. En un espacio sintético compuesto por vectores en el cubo unitario de dimen-

sión 128, basta comparar el 15 % de la base de datos para recuperar el 99 % de las respuestas,

usando 256 permutantes. Los algoritmos actuales deben revisar casi el 85 % de la base de

datos para tener el mismo desempeño.

Documentos (TREC). Esta base de datos es comúnmente usada enrecuperación de la in-

formación. Usando el algoritmo propuesto, basta revisar un2 % de la base de datos para

recuperar el 90 % de la base de datos usando 64 permutantes. Los algoritmos existentes

deben revisar al menos el 18 % para tener el mismo resultado.
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Imágenes faciales (FERET). En esta base de datos usando proyecciones aleatorias (en el es-

pacio original, 16.384 componentes) se logró reducir el tiempo empleado hasta 4.8 veces que

el usado por elKD-Tree. Esta base de datos es comúnmente utilizada en el reconocimiento

de patrones, sin embargo cuenta con pocos elementos (762 caras).

Imágenes faciales (CAS-PEAL). Ésta es otra base de datos real sobre la que se tuvo un

excelente desempeño usando proyecciones aleatorias y permutaciones. En este caso, la base

de datos fue mucho mayor (7.327 caras) y se logró reducir de manera muy importante el

tiempo empleado y la reducción en los cálculos de distancia tanto en el espacio sin proyectar

(16.384 componentes) como en el proyectado (2.152 componentes).

Por su parte, al cambiar el predictor de distancia deL1 a distancia entre permutaciones

en AESA para dar lugar a iAESA, se tuvieron los siguientes resultados en diferentes espacios

métricos.

Cubo unitario. Se disminuyó hasta 17 % las comparaciones realizadas por AESA en dimen-

sión 14, recuperando los 2 vecinos más cercanos.

Documentos (TREC). En el caso de documentos se logró disminuir hasta en un 35 % las

comparaciones realizadas por AESA.

9.1. Trabajo Futuro

El método probabilístico aquí presentado es muy simple de implementar y tiene apli-

caciones inmediatas en muchos problemas de reconocimientode patrones, así como en otras áreas

que emplean búsqueda por proximidad y aceptan aproximaciones a la solución exacta ante con-

sultas de proximidad. A continuación mostramos varios aspectos de nuestra técnica que requieren

investigación a fondo.

1. En los algoritmos probabilísticos se presentó sólo una cota de la máxima eficiencia por al-

canzar; sin embargo, la suposición es que se sabe dónde terminar de hacer la búsqueda para

garantizar que se tiene un cierto porcentaje de la respuesta. Un tema de relevancia práctica

y que es un tópico de trabajo futuro es cómo determinar en qué momento deberíamos dete-

ner la revisión en la base de datos. Ésto está definido cuando se limita el trabajo (o tiempo)

durante la revisión, de manera que sólo sean reportados los resultados obtenidos dentro de

este límite. También podría ser recomendable trabajar hasta que se tenga cierta cantidad de

respuestas conocidas o un error relativo muy bajo. Un criterio simple para detener la bús-

queda es: trabajar hasta que latasa de esfuerzo(número de cambios en el conjunto respuesta
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dividido por el número de comparaciones) sea lo suficientemente pequeño. Por ejemplo, si

en las últimas 100 comparaciones de distancia no se han producido cambios en el conjunto

respuesta, y dado que las curvas suelen ser convexas, se podría suponer que se ha alcanzado

una tasa de esfuerzo menor a 0.01, y entonces detener la revisión.

2. Otro tema de estudio es cómo seleccionar los buenos permutantes. Hasta ahora la selec-

ción ha sido aleatoria. Nuestras exploraciones preliminares para seleccionar permutantes

aún no han aportado resultados significativos, pero confiamos en que, tal como se demostró

en [BNC03], una buena selección mejore el desempeño del algoritmo.

3. Un reto importante en el algoritmo probabilístico presentado es reducir el tiempo de CPU,

pues nuestra mejor solución toma tiempo proporcional al tamaño de la base de datos por el

ordenamiento (con una constante pequeña). Una pregunta abierta es: será posible emplear

sólo el tiempo proporcional a la parte que se revisará en la base de datos?.

Una posibilidad es lograrlo por medio de índices en cascada.Hasta ahora el problema de

búsqueda por proximidad en un espacio métrico fue trasladado a un problema de búsqueda

por similaridad en permutaciones. Sin embargo, si estas permutaciones fueran vistas como un

nuevo espacio métrico, donde cada permutación es un objeto de la base de datos, sería posible

hacer búsqueda aproximada en las permutaciones, con la finalidad de encontrar rápidamente

las permutaciones semejantes.

4. El concepto de permutaciones se puede emplear de manera distinta, sin tener un conjunto

de referencia para representar a cada elemento como una permutación de ese conjunto. Se

puede pensar en general en que la permutación se obtiene escribiendo el orden en el que se

percibe a cada elemento en un conjunto dek órdenes distintos. Un ejemplo de estas permu-

taciones sería: Selecionark órdenes totales distintos≤1, · · · ,≤k, y construir una permutación

de tamañok para cada objeto de acuerdo a la posición en la cual aparece encada orden.

Por ejemplo, considere tres órdenes y una base de datos de seis elementos. Digamos que

≤1= (u1,u2,u3,u5,u6,u4), ≤2= (u3,u2,u6,u4,u1,u5), y ≤3= (u4,u1,u5,u2,u3,u6), entonces el

orden asociado au1 será (1,3,2) debido a queu1 aparece primero en≤1 (posición 1), después

en≤3 (posición 2) y finalmente en≤2 (posición 5). Después de obtener la permutación para

los elementos y la consulta, se pueden aplicar directamentetodos los desarrollos presentados

en este trabajo.

5. El principal cuello de botella en iAESA es el reordenamiento que se hace sobre las per-

mutaciones de los elementos que no han sido descartados. Se intentaron varias heurísticas

(descritas en las secciones 6.5 y 6.5.1) sin tener grandes resultados y lo cual muestra que no

es un problema simple. Otras alternativas propuestas son:

Basándose en el hecho de que al incrementarse un pivote la distancia sólo puede aumen-
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tar, se podría ordenar sólo un porcentaje de la base de datos.Este porcentaje se obtendrá

como los primeros en el orden anterior.

Otra propuesta, para dimensiones altas especialmente, donde el tamaño de la permuta-

ción es más largo, consiste en reiniciar a la cadena vacía laspermutaciones de mayor

longitud (controlado por un parámetro). Con esto sería posible reducir el costo de or-

denamiento en permutaciones muy largas.

6. Un problema interesante es el de obtener losk vecinos inversos de un elemento; es decir,

aquellos elementos que tienen como vecino más cercano al elemento dado. Resultados preli-

minares permiten suponer que las permutaciones pueden ser muy eficientes para obtener los

k vecinos inversos aproximados.

7. Una contribución directa, si el problema anterior se resuelve es mantener de manera dinámica

el grafo aproximado de losk vecinos, incluyendo inserciones y borrados. Este problematiene

aplicaciones importantes en sistemas de recomendación, e incluso índices para búsqueda

por proximidad basados basados en el grafo de losk vecinos más cercanos [PC05]. Nuestros

resultados preliminares indican que obtenemos casi siempre el grafo correcto dek-NN a muy

bajo costo comparado con los algoritmos de construcción exactos tales como [PCFN06].
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Apéndice A

Nubes de Puntos

En este apéndice se mostrará una comparación entre el criterio basado en permutacio-

nes y otros criterios (L1 y L∞) que también sirven para ordenar la base de datos por promisoriedad,

y que hasta ahora han sido los ocupados en los algoritmos paraespacios métricos.

Para cada espacio, usado en la parte experimental a lo largo de esta tesis, se graficaron

nubes de puntos donde se puede comparar el orden dado por un criterio de promisoriedad con el

orden dado por la distancia real. Los criterios de promisoriedad fueron: la similitud entre permu-

taciones (spearman rho),L1 y L∞. Para cada experimento se graficaron 100 consultas; para cada

consulta se graficaron los elementos de la base de datos en el orden correspondiente. Con estos

experimentos se pretende mostrar la efectividad de cada método de ordenamiento usado.

En los gráficos que presentaremos a continuación el caso ideal es una línea de (0,0) a

(100,100), pues ésta indicaría que el orden establecido porel criterio de promisoriedad es también

el orden dado por la distancia real, y que nunca se compararíaun elemento innecesario. Las técnicas

están lejos de lograr el ideal, pero los gráficos que se asemejan más a una línea indican un mejor

criterio para ordenar la base de datos.

En la recuperación de información lo más importante es revisar sólo un pequeño por-

centaje de la base de datos y encontrar todas la respuestas. Ésto es conocido como recuperación

y precisión. La recuperación es el porcentaje que se ha revisado y la precisión es la cantidad de

respuestas correctas en cierto porcentaje revisado. En nuestro caso, nos interesa recorrer un peque-

ño porcentaje de la base de datos y tener la mejor precisión posible. Para esta parte del análisis se

hizo un acercamiento en las imágenes de las nubes del 10 % (tanto enx como eny, lo que equivale

a evaluar la recuperación y la precisión). En los gráficos de precisión lo ideal es que la nube de

puntos esté concentrada en el ejex y para el caso de la recuperación la nube debería concentrarse

en el ejey.
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A.1. Cubo Unitario

Para este tipo de vectores distribuídos de manera uniforme en el cubo unitario (des-

critos en la sección 2.6.1) se emplearon distintas dimensiones. En este caso, sólo se mostrará para

dos dimensiones distintas, 8 y 128. La distancia empleada fue la Euclidiana.

A.1.1. Dimensión 8

En la figura A.1 se muestran las nubes de puntos con los tres criterios de ordenamien-

to L1, L∞ y permutaciones (de arriba hacia abajo). En los gráficos las permutaciones tienen un

desempeño notoriamente superior.

A.1.2. Dimensión 128

En el caso de vectores en el cubo unitario en dimensión 128 se usaron 254 pivo-

tes/permutantes. Los gráficos correspondientes a esta dimensión se muestran en la figura A.2. En

este espacio es muy interesante ver que el criterio deL∞ no establece ningún orden útil. El criterio

deL1 establece un ligero orden en la base de datos. Note que de estos tres criterios el mejor desem-

peño lo tiene nuevamente el criterio de las permutaciones, aunque se ha degenerado con respecto a

la dimensión 8.

Los acercamientos de los gráficos (en el ejex y en el ejey) mostrados en la figura A.2

corresponden a la precisión y recuperación y se muestran en la figura A.3. En estos gráficos es más

evidente que el mejor criterio de ordenamiento es el basado en permutaciones.

A.2. Documentos

Las nubes de puntos correspondientes a la base de datos de 1.265 documentos se

muestran en la figura A.4. Estos gráficos se ven fundamentalmente distintos de los anteriores. Esto

se debe a los agrupamientos (clusters) que presenta este espacio (véase el histograma en la figura

2.7, página 24). Sin embargo, note que sólo el criterio de permutaciones es un buen ordenamiento

de los clusters. En los gráficos donde se usóL∞ note que se aprecia una línea, la cual corresponde

a un cluster que se ha ordenado mal y queda repartido por toda la base de datos ordenada.

Los acercamientos de los gráficos (en el ejex y en el ejey) de la figura A.4 y que

corresponden a la recuperación y precisión se muestran en lafigura A.5. Note que el criterio con

mejor recuperación y precisión es el basado en permutaciones.
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Figura A.1: Nubes de puntos para un espacio distribuido uniformemente en el cubo unitario con
dimensión 8 y usando 64 pivotes/permutantes. De arriba hacia abajo,L1, L∞ y permutaciones.
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Figura A.2: Nubes de puntos para un espacio distribuido uniformemente en el cubo unitario con
dimensión 128 y 254 pivotes/permutantes. De arriba hacia abajo,L1, L∞, y permutaciones.

147



 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 80

 90

 100

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

%
 P

os
ic

ió
n 

da
da

 p
or

 la
 d

is
ta

nc
ia

 r
ea

l

% Posición dada por el ordenamiento

[0,1]128 usando L1

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 9

 10

 0  10  20  30  40  50  60  70  80  90  100

%
 P

os
ic

ió
n 

da
da

 p
or

 la
 d

is
ta

nc
ia

 r
ea

l

% Posición dada por el ordenamiento

[0,1]128 usando L1

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 80

 90

 100

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

%
 P

os
ic

ió
n 

da
da

 p
or

 la
 d

is
ta

nc
ia

 r
ea

l

% Posición dada por el ordenamiento

[0,1]128 usando L∞

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 9

 10

 0  10  20  30  40  50  60  70  80  90  100

%
 P

os
ic

ió
n 

da
da

 p
or

 la
 d

is
ta

nc
ia

 r
ea

l

% Posición dada por el ordenamiento

[0,1]128 usando L∞

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 80

 90

 100

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

%
 P

os
ic

ió
n 

da
da

 p
or

 la
 d

is
ta

nc
ia

 r
ea

l

% Posición dada por el ordenamiento

[0,1]128 usando permutaciones

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 9

 10

 0  10  20  30  40  50  60  70  80  90  100

%
 P

os
ic

ió
n 

da
da

 p
or

 la
 d

is
ta

nc
ia

 r
ea

l

% Posición dada por el ordenamiento

[0,1]128 usando permutaciones

Figura A.3: Acercamiento de las nubes de puntos dimensión 128 y 256 pivotes/permutantes (figura
A.2). Las figuras de la izquierda corresponden a la precisióny los de la derecha a la recuperación.
De arriba hacia abajo,L1, L∞, y permutaciones.
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Figura A.4: Nubes de puntos para la base de datos de documentos, usando 128 pivotes/permutantes.
De arriba hacia abajo,L1, L∞, y permutaciones.
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Figura A.5: Acercamiento de las nubes de puntos para la base de datos de documentos, usando 128
pivotes/permutes (figura A.4). Se muestran los gráficos de Precisión (lado izquierdo) y recupera-
ción (lado derecho). De arriba hacia abajoL1, L∞, y permutaciones.
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A.3. Base de datos de Caras FERET

En el caso de la base de datos de caras, se analizó sólo la que tiene 762 elementos y 761

componentes (descrita en la sección 7.2.1). Las nubes de puntos con los tres criterios manejados

se muestra en la figura A.6. En este caso se usaron 64 pivotes/permutantes.

Los gráficos correspondientes a la precisión y recuperaciónde la figura A.6 se mues-

tran en las figura A.7.

A.4. Diccionario

La nube de puntos para el espacio del diccionario de palabrasen español bajo la dis-

tancia de edición se muestra en la figura A.8. En estos gráficos, nuevamente, el criterio de las

permutaciones tiene un mejor desempeño que los otros dos, dehecho es el caso más evidente. La

forma de líneas en los gráficos seguramente es generada debido al uso de una distancia discreta.

Los gráficos de precisión y recuperación de la figura A.8 se muestran en la figura A.9,

lado izquierdo y derecho, respectivamente.

A.5. Espacios no Métricos

En el caso de los espacios no métricos se utilizaron nuevamente vectores en el cu-

bo unitario distribuidos uniformemente, ahora bajo la norma fraccionariaLp, con 0< p < 1. La

dimensión manejada en este espacio fue 32, por considerarseintermedia a las presentadas.

A.5.1. Lp con p= 0,2

La norma fraccionaria usada en esta sección fueLp con p = 0,2. Las nubes de pun-

tos correspondientes se muestran en la figura A.10. Se usaron64 pivotes/permutantes y los tres

criterios de ordenamiento.

Los gráficos de precisión y recuperación de la figura A.10 se muestran en la figura

A.11. Estos evidencian la superioridad de las permutaciones para ordenar esta base de datos.

A.5.2. Lp con p= 0,8

En los experimentos presentados en esta tesis también se usóp = 0,8 en la norma

fraccionaria. En esta sección analizamos la nube de puntos de este espacio bajo los tres criterios de

ordenamiento, en la figura A.12.
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Figura A.6: Nubes de puntos para la base de datos de caras, usando 64 pivotes/permutantes. De
arriba hacia abajo,L1, L∞, y permutaciones.
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Figura A.7: Acercamiento de las nubes de puntos para la base de datos de caras, usando 64 pivo-
tes/permutantes (figura A.6). Precisión (lado izquierdo) y recuperación (lado derecho). De arriba
hacia abajo,L1, L∞, y permutaciones.
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Figura A.8: Nubes de puntos para la base de datos del diccionario, usando 128 pivotes. De arriba
hacia abajo,L1, L∞, y permutaciones.
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Figura A.9: Acercamiento de las nubes de puntos para la base de datos del diccionario, usando
128 pivotes/permutantes (figura A.8). Se muestran los gráficos de precisión (lado izquierdo) y
recuperación (lado derecho). De arriba hacia abajoL1, L∞, y permutaciones.
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Figura A.10: Nubes de puntos para un espacio distribuido uniformemente en dimensión 32, usando
64 pivotes/permutantes. De arriba hacia abajoL1, L∞, y permutaciones.
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Figura A.11: Acercamiento de las nubes de puntos para un espacio distribuido uniformemente y la
norma fraccionariaLp, p= 0,2, usando 64 pivotes/permutantes y dimensión 32 (figura A.10). Se
muestran los gráficos de precisión (lado izquierdo) y recuperación (lado derecho). De arriba hacia
abajoL1, L∞, y permutaciones.
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Figura A.12: Nubes de puntos para un espacio distribuido uniformemente en dimensión 32, usando
64 pivotes/permutantes, usandoLp con p= 0,8. De arriba hacia abajoL1, L∞, y permutaciones.
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El acercamiento de los gráficos la figura A.12 que corresponden a la precisión y recu-

peración, se muestran en la figura A.13. En estos espacios y para esta norma fraccionaria el criterio

de permutaciones tiene un desempeño superior a los otros doscriteriosL1 y L∞.
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Figura A.13: Acercamiento de las nubes de puntos para un espacio distribuido uniformemente en
el cubo unitario, dimensión 32 y usando 64 pivotes/permutantes (figura A.12). Se muestran los
gráficos de precisión (lado izquierdo) y recuperación (ladoderecho). De arriba hacia abajoL1, L∞,
y permutaciones.
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