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INVESTIGACION DE TECNICAS DE SELECCION DE PIVOTES PARA
ALGORITMOS DE BUSQUEDA EN ESPACIOS METRICOS

En la actualidad existen muchas aplicaciones précticas en las cuales se tiene una base de datos, no
necesariamente estructurada, de donde se reguiere extragr elementos “parecidos’ a una consulta. Para
realizar dicha busgueda en proximidad es necesario comparar los elementos de la base de datos con la
consulta realizada. En general dicha comparacion es computacionalmente costosa, por 1o que revisar todos
los elementos de la base de datos, es decir una busgueda exhaustiva, resulta ser demasiado caro.

Si es posible definir entre los eementos de la base de datos una funcién de distancia que respete la
desigualdad triangular, entonces se dice que los € ementos conforman un espacio métrico. En este tipo de
espacios es posible responder consultas sin recurrir a la busgueda exhaustiva. Existen muchos algoritmos
de blsqueda en espacios métricos, de los cuales algunos se basan en el uso de pivotes, que son elementos
distinguidos dentro de la base de datos, y que permiten reducir el nimero de comparaciones entre
€lementos necesarias para responder las consultas.

Por o general dichos pivotes son eegidos de manera aleatoria dentro del conjunto de € ementos, pero se
sabe que se pueden lograr mejores resultados eligiéndolos adecuadamente. Se han propuesto algunas
heuristicas de seleccidn, pero por lo general no se fundamentan formalmente, sdlo funcionan en los
espacios métricos particulares en donde se han probado y no son extensibles a otros casos préacticos. El
objetivo de esta memoria es presentar un criterio de eficiencia para elegir los pivotes basado en
propiedades intrinsecas del conjunto de elementos, como es € caso de su histograma de distancias, y a
partir de dicho criterio definir técnicas de seleccién de pivotes.

En la presente memoria se proponen distintas técnicas de seleccién, basadas en d criterio de eficiencia
definido, y se compara su rendimiento en espacios vectoriales aleatorios, que son un caso particular de
espacio métrico. De los resultados obtenidos se concluye que el método incremental de seleccion de
pivotes es la técnica con la cual se obtienen mejores resultados en la préctica.

A continuacion se muestra como dicha técnica de seleccion es directamente aplicable a varios algoritmos
de blsgueda en proximidad y se analizan las caracterigticas de un buen conjunto de pivotes, de lo cual se
concluye que los buenos pivotes son elementos aislados entre si y del resto de los elementos del conjunto.
A dichos elementos se les denomina outliers. Sin embargo, se muestra que si bien los buenos pivotes son
outliers no siempre los outliers son buenos pivotes, aunque en los experimentos que se redlizan en
espacios vectoriales aleatorios los outliers presentan un mejor rendimiento que al eegir pivotes con €
método incremental.

Finalmente, se prueba la técnica de seleccidn de pivotes en distintos casos de la vida real, donde se
comprueba que efectivamente el rendimiento del algoritmo de busqueda mejora consistentemente al elegir
los pivotes utilizando € método incremental. Eto muestra que para garantizar resultados buenos en
distintos tipos de espacios métricos no es suficiente obtener resultados positivos en casos particulares, sino
gue es necesaria una fundamentacion tebrica a la hora de proponer heuristicas. Eto es especialmente
importante cuando se trabaja en un contexto de gran diversidad como |os espacios métricos.
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1. Introduccidn

Muchas aplicaciones computacionales necesitan buscar informacién dentro de una base de datos. Dicha
blsqueda se puede realizar a través de una blsqueda exacta, esto es, se busca un eemento cuyo
identificador corresponda exactamente a una llave de busqueda definida, o a través de una busqueda en
proximidad, en donde lo que interesa es encontrar un elemento de la base de datos suficientemente

cercano adichallave de busgueda.

En la mayoria de los casos, las bases de datos tradicionales trabajan en @ enfoque de blusgqueda exacta. Los
elementos de la base de datos se definen como registros o datos estructurados, los cuales poseen un
identificador unico. Al realizar una busqueda, se compara la llave de blusqueda con € identificador de
cada registro, terminando la busqueda cuando la llave y el identificador coinciden exactamente. El
resultado de la operacion es aquel elemento de la base de datos que posee dicho identificador, si es que

éste existe.

Ultimamente han aparecido muchas bases de datos que contienen informacién no estructurada, como por
gemplo imégenes, sonidos, texto libre, etc., en donde no se puede definir claramente un identificador
para cada registro de la base de datos. Aungue sea posible estructurar dicha informacion de la manera
clésica, no necesariamente la bisqueda de el ementos en dicha base de datos querrd ser realizada solamente
comparando la llave con €l identificador del registro, sino que podria ser necesario realizarla comparando
la llave con cualquiera de los campos del registro. Ademas, no necesariamente se desearia consultar por
algln elemento especifico perteneciente a la base de datos, como en € caso de la blsgueda exacta, sino
por algin elemento que fuera parecido a la llave de busqueda, 10 que corresponde al concepto de la

blsqueda en proximidad.

Las consultas correspondientes a una busgueda en proximidad tienen muchas aplicaciones practicas tales

como:

e Consulta por contenido en objetos multimedia: Reconocimiento de rostros, reconocimiento de huellas
dactilares, reconocimiento de voz, etc., por gemplo en € uso de dispositivos biométricos que se
utilizan para identificar a una persona en particular. A no ser que sean copias digitales, es muy
improbable que dos imagenes distintas del mismo objeto multimedia sean exactamente iguales, por lo

gue realizar una busgqueda exacta no tiene mucho sentido [1].



» Correccion ortografica de textos. Dada una palabra de un texto con error ortografico encontrar la(s)
palabra(s) candidata(s) que corrija(n) el error [2].

e Similitud de documentos; Dado un documento, encontrar en una base de datos los documentos mas
“similares’ a éste, donde la similitud de documentos puede definirse, por gemplo, como la distancia

coseno entre dichos documentos.

» Biologia computacional: estudio de secuencias de ADN. Estas pueden ser modeladas como textos, y €
problema es encontrar secuencias de caracteres dentro de una secuencia mayor, tomando en

consideracién que una ocurrencia exacta es muy improbable [2,3].

En la actualidad existen muchos algoritmos que resuelven e problema de la busqueda en proximidad
basandose en un enfoque de caja negra, donde la Unica caracteristica relevante del conjunto de elementos
es que definen un espacio métrico, es decir, existe unafuncién d sobre el conjunto de los elementos que
cumple con las caracteristicas de una distancia: positividad estricta, simetria, reflexividad y desigualdad
triangular. Intuitivamente, la funciéon d permite decir qué tan cercano estd un elemento del conjunto a

otro elemento valido cualquiera.

Los algoritmos de busqueda en proximidad utilizan esta funciéon d para responder consultas dd tipo:
¢Qué dementos de la base de datos se encuentran “ cerca’ de un cierto elemento X ?, en donde & eemento
X no necesariamente pertenece a la base de datos, y €l concepto de cercania se puede pensar
intuitivamente como un radio de tolerancia. A este tipo consulta se le denomina consulta por rango. Para
responderla, los algoritmos de busgueda en proximidad utilizan distintos métodos de indexacién del
conjunto, con lo que intentan minimizar el nUmero de evaluaciones de la funcién de distancia, ya que en
general la evaluacion de esta funcion d es computacionalmente costosa. Por ejemplo, existe toda una
rama de algoritmos de blsqueda aproximada que indexan € conjunto utilizando pivotes [4,5,6,7,8,9,10],
donde un pivote se define como un elemento distinguido del conjunto a indexar, y se elige de entre los

elementos de la base de datos utilizando alguna técnica de seleccion.

Uno de los grandes obstaculos en e disefio de algoritmos de busgueda en proximidad es la llamada
maldicién de la dimensionalidad [6,11,12,13]. Si se considera € conjunto de elementos como puntos en
un espacio vectorial, que es un caso particular de un espacio métrico, su dimensién corresponde al nimero
de coordenadas que tienen los puntos que lo componen. Todos los algoritmos de blsqueda en proximidad
empeoran su rendimiento cuando aumenta la dimensién del conjunto, hecho conocido como maldicién de

la dimensionalidad. En [11] se muestra que el concepto de dimensién de un espacio vectorial se puede



extender a espacios métricos arbitrarios, utilizando €l concepto de dimension intrinseca (ver seccion 4), y
gue la maldicién de la dimensionalidad se mantiene en dichos espacios. Esto implica que a medida que
aumenta la dimension intrinseca del espacio métrico los algoritmos basados en pivotes necesitan una
mayor cantidad de éstos para mantener, en cierta medida, su rendimiento, y que de todas maneras €l

rendimiento empeora cuando crece ladimension del espacio [11].

Debido a esto, los algoritmos basados en pivotes necesitan cantidades enormes de memoria si € espacio a
indexar es de alta dimensionalidad, lo que hace que muchas veces |la memoria sea insuficiente para
manejar € problema. En la préctica, para espacios con dimension intrinseca mayor o igual a 20 se

considera el problema como intratable.

En [11] se muestra que €l nimero éptimo de pivotes es @(log(n)) s se eligen a azar, donde n es e

nimero de eementos de la base de datos. Por otro lado, en [12] se demuestra formalmente que s la
dimensién es constante y a través de una seleccién adecuada, con una cantidad fija de pivotes € costo de

la busqueda en proximidad es O(1) , lo que muestra que la forma en que los pivotes son escogidos afecta

e rendimiento del algoritmo. Esto implica que una mejora en laforma de elegir los pivotes permitiria usar
menos memoria, y por lo tanto se podrian abordar nuevas aplicaciones en donde los espacios métricos
posean una alta dimensionalidad. Lamentablemente, la demostracion dd teorema no es constructiva 'y no

indica cudl es lamejor manera de seleccionar los pivotes.

Las técnicas de seleccion de pivotes es tema de estudio en la actualidad, y se sabe muy poco al respecto.
En [11] se describen algunos métodos de seleccion de pivotes, pero la mayoria de estos métodos son
heuristicas con argumentos vagos. En general, casi todos los algoritmos basados en pivotes los eligen de

manera aleatoria dentro del conjunto de elementos.

El problema que aborda esta memoria es encontrar una manera formal de seleccién de pivotes que megore
e rendimiento de los algoritmos de busqueda en proximidad basados en pivotes, es decir, que mejore
e rendimiento del algoritmo con respecto a eegir los pivotes a azar, ademas de encontrar argumentos

formales que expliguen por qué un conjunto de pivotes es mejor que otro.

En € capitulo 2 de esta memoria se introducen algunos conceptos basicos necesarios para €
entendimiento del resto del texto. En el capitulo 3 seindican algunos trabajos relacionados con algoritmos
de busqueda en proximidad basados en pivotes, para mostrar cuél es € estado del arte en el tema. En el
capitulo 4 se introduce & concepto de dimensién intrinseca y se explica €l por qué a medida que ésta crece

se produce € fendmeno de la maldicién de la dimensionalidad; también en este capitulo se discuten



ciertos argumentos a tener en cuenta en una adecuada seleccion de pivotes para indexar un conjunto de
elementos. En €l capitulo 5 se formaliza el criterio de seleccidn de pivotes, y se discuten distintas técnicas
de seleccion, su costo asociado y ventgjas comparativas entre ellas. En el capitulo 6 se muestran los
resultados de los experimentos realizados utilizando las distintas técnicas de sdeccion de pivotes,
mostrando cual de ellas es la que funciona mejor. En el capitulo 7 se muestra una aplicacion practicade la
técnica de seleccion degida, ocupando algunos casos de la vida real. Finalmente, en el capitulo 8 se
analizan algunas conclusiones que se obtienen del trabajo realizado y se dan recomendaciones generales

sobre la eleccién de pivotes en algoritmos de blsgueda en espacios métricos.



2. Conceptos basicos

En esta seccién se introducen los conceptos de espacio métrico y funciones de distancia para € caso
particular de los espacios vectoriales, se define lo que es una consulta por rango en un espacio métrico y

seexplicad algoritmo bésico de busqueda en proximidad usando pivotes.

2.1 Espacios métricos

Un espacio métrico se define como un par (E,d) con E OJU , donde U es el universo de los elementos

vélidos del espacio, E es un subconjunto finito de U que representa la base de datos de la cual se quiere

extraer informacion,y d esunafuncién d :UxU - O que cumple las siguientes propiedades:

e [Ox,yOU,d(x,y) =0 (positividad).

e [Ox,yOu,d(x,y) =d(y, x) (simetria).

e [OxOU,d(x,x) =0 (reflexividad).

« [Ox,yOU,x# y=d(x,Yy) >0 (positividad estricta).

e [Oxy,z0OU,d(x,2) <d(x Yy)+d(y, 2) (desigualdad triangular).

Lafuncion d sedenominadistancia o métrica del espacio E.

2.2 Funciones de distancia en espacios vectoriales

Un gjemplo de métricas, en & caso de |os espacios vectoriales, es la familia de distancias L o distancias

de Minkowski, definida en la ecuacion 2-1.

s 1

LG X, O YD) = (% =3[ )%, 521

Ecuacién 2-1



Algunos casos particulares de esta familia de distancias son:

» L,, conocidacomo “distancia Manhattan” (ecuacion 2-2).
n
Ly ((Xerees %o s (Vaoees Yo ) = 2% = Wi
i=1
Ecuacion 2-2

* L,, conocidacomo “distancia Euclidiana’ (ecuacion 2-3).

Lo (O %), O YD) = J% =91 )

Ecuacién 2-3

« L, conocida como “distancia ded maximo”, que corresponde al limite cuando s tiende a infinito

(ecuacion 2-4).

Lo (O X )s Vi Vo)) = max(x, =y, )
Ecuacion 2-4
2.3 Consulta por rango en un espacio meétrico

Dado un espacio métrico (E, d), un elemento q[JU y un radio detolerancia r >0, r [J[J, se define una

consulta por rango (,r), sobreel espacio métrico (E,d) como:

(@.r)y ={xJE,d(a. X <1}

Ecuacién 2-5

Lafigura 2-1 muestra un g emplo de una consulta por rango en un espacio vectorial de dimensién 2;
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Figura 2-1: Ejemplo de consulta por rango

Se observa en la figura que para dicha consulta (g,r), € resultado es € conjunto de elementos

{u6, ulo, ull} .

En adelante, se referird a una consulta por rango (ecuacion 2-5) como laconsulta (g,r), qOU , r OO

2.4 Algoritmo béasico de busqueda en proximidad usando pivotes

Dada una consulta (g, r) y un conjunto de k pivotes p, L E, por la desigualdad triangular se tiene que
d(p;,x)<d(p,,q) +d(g,x), con xOE, y de la misma forma se tiene que
d(p;,q) <d(p;,x) +d(q,x). De las inecuaciones anteriores se obtiene que una cota inferior para la
distancia entre q y X es d(qg,x) =|d(p;,X)—d(p;,q)|. Como los elementos X que interesan son

aquellos en donde d(g,X) <r, entonces se pueden excluir todos los elementos que no cumplan la

condicién de la ecuacion 2-6:

d(g, p,)-d(x, p) <r,0i =1.k

Ecuacién 2-6



Si el espacio E posee n elementos, se construye un indice con las nk distancias d(x, p,), Yy por lo
tanto al momento de realizar la consulta (q, ) solo es necesario calcular las k distancias d(q, p,) - A

esto se le denomina complejidad interna de la consulta (q,r) . Es fécil ver que mientras mayor sea €l

conjunto de pivotes, mayor serdla complejidad interna de la consulta.

Los elementos X no descartados por la condicion de la ecuacion 2-6 deben verificarse directamente con

q y comprobar si verdaderamente se cumple la condicion descrita en la ecuacion 2-5. A este célculo de

distancias adicionales se le denomina complejidad exter na delaconsulta (q, ) .

Por lo tanto, la complgjidad total de la consulta (g, ) eslasuma de sus complejidades internay externa.

En [11] se muestra a través de resultados empiricos que existe un nimero éptimo k™ de pivotes que

minimiza la complejidad total de la consulta (q,r), y lo que se busca con las técnicas de seleccion de

pivotes es disminuir dicho k™ con respecto a pivotes elegidos a azar, y que la complgidad total de la

consulta también sea menor en el nuevo éptimo.

2.5 Teoremade Chebyschev

Sea una variable aleatoria X cualquiera. La probabilidad que X tome un valor dentro de k

desviaciones estandar de la mediaes al menos 1— kiz [14]. Es decir:

Pr(u—ko < X < u+ko) 21—i

k2

Ecuacién 2-7



3. Algoritmos de busqueda en espacios métricos

En la actualidad existen muchos algoritmos de blsqueda que indexan, de alguna manera, un espacio
métrico. Dentro de estos algoritmos, hay toda una rama de ellos que utilizan pivotes para realizar la

indexacion del espacio. Ejemplos de este tipo de algoritmos son:

» Burkhard-Keller Tree: Este algoritmo presentado en [4] fue una de las primeras soluciones para la
blisqueda en espacios métricos en donde la funcion de distancia es discreta. Consiste en construir un

arbol (Burkhard-Keller Tree o BKT) a partir de un nodo p elegido arbitrariamente. Para cada

distancia i >0 se define @ subconjunto de los elementos que se encuentran a distancia i de laraiz

p . Para cada uno de los subconjuntos no vacios se crea un hijo de p, en donde recursivamente se

construye un BKT. El proceso se repite hasta que quede un solo elemento en el subconjunto o hasta

gue queden menos de b elementos, que se almacenan en un bucket.

Dada una consulta (g, r) y lafuncion de distancia d del espacio métrico, sélo se examinan aquellas
ramas en donde d(p,q)—-r <i<d(p,q)+r, y se procede recursivamente en cada subarbol. Al

llegar a una hoja, se realiza una blsqueda exhaustiva sobre todos los elementos contenidos en dlla. La

desigualdad triangular asegura que el algoritmo responde la consulta de manera correcta.

Es facil apreciar que las raices p del BKT son los pivotes que utiliza el agoritmo para indexar el

espacio métrico.

» Fixed-Queries Tree: En [5] se presenta € algoritmo Fixed-Queries Tree 0 FQT, que es una variante
dd algoritmo BKT. El FQT es un BKT en donde se ocupa un solo pivote para cada nivel dd arbol, es

decir e mismo pivote sera laraiz de todos los subarboles de un mismo nivel.

El algoritmo para responder consultas es exactamente € mismo que en d caso del BKT, pero en este

caso s6lo se compara g una vez por nivel. Por otro lado, los &rboles FQT tienden a ser més altos que

losBKT.

» Fixed-Height FQT: En [5] también se presenta € Fixed-Height FQT o FHQT, que es una variante del
FQT, en donde todas las hojas se encuentran a la misma altura h, independientemente del tamafio de

los buckets. El FHQT equivale exactamente aindexar € espacio con K pivotesfijos.



Fixed Queries Array: En [6] se presenta el Fixed Queries Array o FQA. Este algoritmo representa en
forma compacta, en un arreglo, un FHQT, lo que permite ahorrar memoria y por ende utilizar una

mayor cantidad de pivotes.

Vantage Point Tree: Este algoritmo [15] permite realizar consultas cuando la funcién de distancia es
continua. El Vantage Point Tree o VPT consiste en construir un arbol binario, en donde la raiz es un

elemento p eegido al azar. Luego se calcula la mediana del conjunto de todas las distancias, como

M =mediana{d(p,u),ul] E} . Aquelos edementos u tal que d(p,u) <M son insertados en €l

subérbol izquierdo, y los restantes son insertados en € subarbol derecho. Para resolver una consulta q
con un radio deblsqueda r end VPT, secalcula dist =d(q, p). Si dist—r < M, entonces se entra

en el subarbol izquierdo, y s dist +r > M entonces se entra en € subarbol derecho. Nétese que es
posible entrar en ambos subarboles a la vez. Todos los elementos que cumplan con la condicion de la

consulta son reportados.

Multi Vantage Point Tree: EI VPT puede ser extendido a é&rboles t-arios usando t-1 percentiles
uniformes en vez de la mediana [7]. Este algoritmo recibe € nombre de Multi Vantage Point Tree o
MVPT.

Excluded Middle Vantage Point Forest: Otra extension al VPT es e Excluded Middle Vantage Point
Forest o VPF [8]. Si bien este algoritmo esté disefiado para responder consultas por € elemento mas

cercano a (, se puede adaptar para realizar consultas por rango. El algoritmo consiste en excluir en

cada nivel los dementos que se encuentren a distancias intermedias del pivote, y con esta parte
excluida se construye un segundo arbol, con lo que se obtiene un bosque. Con esto es posible eliminar
e backtracking al realizar blusquedas con un radio pequeio, pero hay que realizar la blsgueda en

todos los arboles del bosque.

Approximating Eliminating Search Algorithm: Un enfoque completamente distinto es €l que ocupa €l
algoritmo Approximating Eliminating Search Algorithm o AESA [9]. El indice construido es

n(n-1)

simplemente una matriz en donde se precalculan las distancias entre los elementos del

espacio E. Para una consulta g con un radio de blsgueda r , se selecciona un elemento pOE al
azar y se calcula dist =d(p,q). Se excluyen todos los elementos ulJE que no cumplan con la

condicion dist—r < d(u, p) < dist+r . Como todas las distancias d(p,u) estan precalculadas, solo

10



d(p,q) debe ser calculada en e momento de la blsqueda. El proceso de eleccién de pivotes p se

repite hasta que queden pocos elementos no excluidos, los cuales se comparan directamente con la

consulta q .

El problema de este algoritmo es que tiene costo O(n?) en espacio y tiempo de construccién, lo cual

es demasiado alto incluso para bases de datos pequefias.

e Linear AESA: Una nueva versién dd algoritmo AESA llamada Linear AESA o simplemente LAESA
[10], propone utilizar una cantidad fija de pivotes, k. En este caso, el costo en espacio y tiempo de
construccion es O(kn) . Aquellos elementos que no pueden ser excluidos después de considerar los k

pivotes son comparados directamente con la consulta q (ver seccion 2.4).

e Spaghettis: En [16] se presenta este algoritmo de busqueda en espacios métricos basado en arreglos 'y
gue es una variante de LAESA. Propone reducir el tiempo de CPU extra necesario a realizar una
consulta utilizando una estructura de datos en donde las distancias a los pivotes estén ordenadas por
separado, |0 que permite utilizar una blisqueda binaria en € rango relevante (ecuacion 2-6), pero
necesita punteros extras para poder redlizar la traza de un demento a través de los diferentes érdenes

por cada pivote.

Otra forma de indexar un espacio métrico se denomina clustering, y consiste en particionar € espacio
métrico en clases, donde cada particion se caracteriza por poseer un centro C; y la clase respectiva se
compone de los elementos del espacio en donde C; es su centro més cercano. Al realizar una consulta se

descartan la mayor cantidad de clases posibles, y se realiza una blisqueda exhaugtiva dentro de las clases

restantes.
Algunos algoritmos que utilizan este tipo de indexacién para realizar blsquedas en espacios métricos son:

Generalized-Hyperplane Tree [17], Bisector Trees [18], Voronoi Tree [19], M-tree [20] y Spatial
Approximation Tree [21].
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4. Dimension intrinseca

Como se ha mencionado anteriormente, el rendimiento de los algoritmos de blsgueda en espacios
métricos basados en pivotes empeora cuando la dimension del espacio aumenta. En €l caso de los espacios
vectoriales, su dimensién representacional es € nimero de coordenadas de |os vectores que representan al
conjunto; sin embargo, un espacio vectorial de alta dimensionalidad representacional puede poseer
intrinsecamente una dimensionalidad baja, por gemplo, cuando € conjunto de puntos de un espacio
vectorial de dimension 20 se puede representar como un plano inmerso en dicho espacio, por lo que su

dimension intrinseca seria solo 2.

A continuacion se presentara € concepto de dimension intrinseca de un espacio métrico y la llamada

maldicion de la dimensionalidad.

4.1 Definicion de dimensién intrinseca

La distribucion de distancias de un espacio métrico se define como la probabilidad que dos elementos
aleatorios del espacio se encuentren a una cierta distancia | [22]. Una aproximacion a esta distribucion es
e histograma de distancias, € cual se construye a partir de un subconjunto del espacio métrico,

calculando las distancias entre los elementos de dicho subconjunto.

En [11] sedefine ladimensién intrinseca de un espacio métrico como:

7]
IO =
202
Ecuacién 4-1

Los pardmetros 1y o de la ecuacion 4-1 son la media y la varianza, respectivamente, del histograma de

distancias de |los puntos que conforman dicho espacio métrico.

En e caso de los espacios vectoriales de dimension K y usando la familia de funciones L, se obtiene que

la dimensidn intrinseca de un espacio vectorial, donde las coordenadas de los puntos fueron elegidas

aeatoriamente, esde ©(K), lo cual le da un sentido intuitivo a esta definicién de dimension intrinseca.
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Parailustrar lo anterior, se realizo e siguiente experimento: se generd un conjunto de n =10.000 puntos
con coordenadas aleatorias, pertenecientes a un espacio vectorial de dimensiéon k, k =2..20. Se calculé

ladimension intrinseca de dichos conjuntos utilizando las funcionesde distancia L, L, y L.

El resultado del experimento se muestra en & gréfico 4-1. Se observa claramente que la dimensién
intrinseca del espacio vectorial aleatorio aumenta linealmente con la dimensién representacional del

espacio. También es posible observar que a medida que d s de la funcién de distancia crece, la constante

asociada a ©(k)también crece, pero esta acotada por la constante asociada a L. Las pendientes
obtenidas de los datos se muestran en la tabla 4-1. Las pendientes asociadas a las demés distancias L se

encuentran entre la pendiente asociadaa L, y la pendiente asociadaa L., .

Dimension intrinseca de un espacio vectorial

30

N
ol
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o
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A 4

—— L1
—a— |2
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Dimensién intrinseca
= =
o [6)]
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Dimensién representacional

Grafico 4-1: Dimensién de un espacio vectorial aleatorio vs su dimension intrinseca
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Funcién de distancia Pendiente obtenida
L, (Manhattan) 1.00272688
L, (Euclidiana) 1.34565602
L., (distancia del méaximo) 1.42545452

Tabla 4-1: Pendientes delas rectas dimension vs dimension intr inseca

4.2 Lamaldicion de ladimensionalidad

Cuando se realiza una consulta por rango, esto es, recuperar los elementos del espacio métrico que se
encuentran a una distancia menor que un radio dado del elemento consultado, los algoritmos basados en
pivotes buscan descartar la mayor cantidad de elementos del espacio métrico antes de realizar una
blsqueda exhaustiva, es decir, generan una lista de elementos candidatos en la cual se verifica

exhaustivamente la condicién de blsqueda.

Considerando nuevamente & histograma de distancias de un espacio métrico (E,d), es féacil ver que
seglin la condicién de exclusion de elementos (ecuacion 2-6), dada una consulta (g, r) y un conjunto de
k pivotes p,, se pueden descartar todos los elementos X[ E que no cumplan para algin i 1.k la

condicién de la ecuacion 4-2;

d(p,,x) O[d(p,,a)-r,d(p;,q) +T]

Ecuacién 4-2

Mientras mayor sea la dimension intrinseca del espacio métrico, la media del histograma aumenta y/o su

varianza disminuye.
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Cuando la varianza del histograma disminuye a medida que aumenta la dimensién del espacio, la cantidad
de elementos que se encuentran dentro del rango [d( p,q)-r,d(p,q)+ r] también aumenta, es decir,

cada vez son menos los elementos que se pueden descartar. Alternativamente, si la media crece entonces
I crece con ladimension del espacio si se desea obtener un porcentgje fijo de el ementos del conjunto. En
espacios de alta dimensionalidad, practicamente todos los dementos se transforman en candidatos a la
verificacion exhaustiva (complgidad externa), por lo que deben ser comparados directamente con la
consulta. A esto se le denomina maldicién de la dimensionalidad, y es independiente de la naturaleza del

espacio métrico al cual pertenecen los d ementos.

Las figuras 4-1 y 4-2 nos muestran de manera intuitiva la maldicion de la dimensionalidad. El histograma
de distancias de la figura 4-1 representa a un espacio métrico de dimension baja, y d histograma de
distancias de la figura 4-2 representa a un espacio métrico de dimensién alta. Se puede apreciar que en €l
caso del espacio con dimensién alta casi ningln elemento puede excluirse de la lista de candidatos (€l area
gris), por lo que debe realizarse practicamente una blsqueda exhaustiva para responder la consulta. Para
poder descartar elementos es necesario utilizar més pivotes, pero esto aumenta la complgidad interna de

la consulta.

: dstI}

dip.q}

-
2r

Figura 4-1: Histograma de distancias de un espacio métrico de dimensién baja
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Figura 4-2; Histograma de distancias de un espacio métrico de dimension alta.

En [11] se demuestra que cualquier algoritmo basado en pivotes, en donde los pivotes se eligen al azar,

2

tiene una cota inferior de log(n) evaluaciones de distancia en promedio para una consulta por

0.2
rango. Para recuperar una fraccion f del total de elementos del conjunto, por Chebyschev (ver seccién

25) setieneque r = 4 ————, por lo que esta cota inferior se puede expresar en términos de la dimension

G

intrinseca del espacio métrico como [23]:

1 2
Costo= [1/ p—-———| log(n)
y2f }

Ecuacién 4-3

Esto se logra usando € niimero éptimo de pivotes, que también crece como @(olog(n)) . La maldicion

de la dimensionalidad indica lo dificil que se torna e problema de la blsgueda aproximada en espacios

métricos cuando la dimension del espacio es alta.
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5. Técnicas de seleccion de pivotes

5.1 Criterios de eficiencia

Lo que se busca es minimizar el nUmero de evaluaciones de distancia al realizar una consulta por rango.
Paralograr esto, el indice que se construye a partir de los pivotes escogidos debe excluir la mayor cantidad
de elementos posibles antes de realizar blsqueda exhaustiva dentro de la lista de d ementos candidatos
(elementos no excluidos). Por lo tanto, un buen conjunto de pivotes debe generar una lista de elementos

candidatos |o més pequefia posible.

Sea (E,d) un espacio métrico. Un conjunto de pivotes {p,.... p}, p; OE definen un espacio P de

tuplas de distancias entre pivotes y elementos del conjunto. El mapeo de un elemento X E a P, quese

denotara [X] , esta dado por la ecuacién 5-1:

[X] = (d(x, p), d(X, p,),...d(x, p)) X DE,[X TP

Ecuacién 5-1

Definiendo lamétrica D = Dy, del espacio P como:

D(al. 1)) = maxd(q, p,) —d(x, p,)

Ecuacién 5-2

Se obtiene & espacio métrico (P, D), que resultaser (0%, L,,). Dada una consulta por rango (), r) es

facil ver en este nuevo espacio métrico que, segun la condicion de la ecuacion 2-6, no se pueden excluir

aquellos elementos X [J E que cumplan:

D{Pl,--,pk} ([Q],[X]) <r

Ecuacién 5-3
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Para lograr que la cantidad de elementos no excluidos sea pequefia se debe maximizar la probabilidad que

Dip,..04 ([q], [x]) >r . Unaforma de lograr esto es maximizar la media de la distribucion de distancias en

P, lacual se denotara U,

Por lo tanto, la manera de comparar dos conjuntos de pivotes sera comparando cual de ellos hace que 4,
sea mayor. Esta es una alternativa para comparar conjuntos de pivotes, pero también existen otras, como
por gjemplo maximizar la dimension intrinseca o, del espacio métrico (P, D), que corresponderia a
maximizar (, y a minimizar la varianza de P, 0,.Sedigié y, antesque p, porque los resultados

experimentales fueron mejores al maximizar 4., .

5.2 Estimacion de yu,

Laestimacion de 4, serealizade lasiguiente forma:

« Sedigen A paresdeelementos {(a;,a,),(a,,d’,),...,(a,,a',)} del conjunto E, distintos entre
Si.
e Se mapean los A pares de elementos al espacio P y se calcula la distancia D entre cada par de

elementos, con |o que se obtiene el conjunto de distancias {Dl, D,.... DA} :
e Unavez obtenidaslas A distancias, se estimael valor de M, como:
A
2D,
i=1

A

Hp =

Ecuacién 5-4

De las ecuaciones 5-1 y 5-2 se deduce que, dado un par de elementos (@,a') € costo de calcular

D([a],[a']) esde 2k evaluacionesdelafuncion d .

Si se utilizan A pares de elementos para estimar € valor de 4, es facil ver que € costo total de la

estimacion es de 2kA evaluaciones de lafuncion d .
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5.3 Meétodos de seleccion de pivotes

A continuacién se describen los métodos de seleccion de pivotes utilizados, y se describe €l costo de cada

uno de ellos en funcién del nimero de evaluaciones de la distancia d .

5.3.1 Seleccion aleatoria

Es la base del resto de la investigacion. Se realizardn experimentos para calcular € nimero éptimo de

pivotes en |os siguientes casos:

»  NuUmero de e ementos del conjunto fijo, dimension del espacio métrico variable.

» Dimensién del espacio métrico fija, nimero de elementos del conjunto variable.

Dentro de cada uno de estos casos se variara la cantidad de pivotes del indice a construir.

Los resultados obtenidos con estos experimentos serviran como punto de referencia para ver qué tanto
mejora & algoritmo basado en pivotes, utilizando alguna técnica de seleccién de pivotes, con respecto de
elegir los pivotes a azar.

Naturalmente, el costo de optimizar los pivotes en este método es 0.

En € apéndice A.1 se describe en pseudocddigo la programacién de este método de seleccion.

5.3.2 Seleccion de N conjuntos aleatorios

Sedigen N conjuntos de k pivotesal azar, y se calculala media MU, deladistribucion de distancias de
P para cada uno de €ellos, utilizando A pares de eementos escogidos al azar del espacio métrico E . El

conjunto elegido es aquel que maximiza 4/, .

En & apéndice A.2 se describe en pseudocddigo la programacién de este método de seleccion.
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Costo ddl algoritmo

Dado que € algoritmo realiza N estimacionesde £/, €l trabajo total realizado es:

Trabajo = 2kAN evaluaciones delafuncién d .

5.3.3 Seleccion incremental

Se dlige un pivote p, utilizando A pares de elementos del espacio E mapeadosa P, tal que ese pivote
maximice /. Luego se elige un segundo pivote p,, tal que {p,, p,} maximicen 4, pero p, yase
considera fijo. Luego se elige un tercer pivote p;, tal que{p,, p,, P;} maximicen 4, consderando p,

y P, fijos. El proceso se repite para elegir los pivotes restantes, y se termina cuando se han elegido k

pivotes.

En cada iteracion, € pivote se dige dentro de una muestra de tamafio X del espacio E, puesto que

buscar aquel elemento que maximice £/, dentro de todo el conjunto E resultaria muy costoso.

En & apéndice A.3 se describe en pseudocddigo la programacién de este método de seleccion.

Costo del algoritmo

Si bien en cada iteracion se estima (/, con los i pivotes elegidos hasta € momento, no es necesario
rehacer el calculo completo si sealmacena D, . . ([a,],[@ ]),Ur U1..A, esdecir, para cada valor de
r=1.A d valor maximo de |d(a'r ,p;)—d(a, pj)|, j =1.i-1. En este caso, SHlo se calcula la
distancia con respecto a los pivotes candidatos, [d(@’, , Peng) ~d(@,, Peana)|: T =1..A, 'y se toma el

valor maximo entre las dos distancias para el calculo de D, .. Por lotanto, si la muestra de donde se

toman los pivotes candidatos es de tamafio X , en cada iteracion se realizan 2AX evaluaciones de la

funcion d . Si seeligen k pivotes, el trabajo total realizado por el algoritmo es:

Trabajo = 2kAX evaluaciones delafuncion d .
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5.3.4 Seleccion de éptimo local

Se €dige un conjunto de k pivotes a azar. Se cacula la matriz
M(r, }) :|d(ar, p;)-d(@, ,p, )|,r =1..A. Es fécil ver que D([ar],[a'r ]): nJéx(M (r, j)) para un
r fijo, y a partir de estos valores se puede estimar (/. Ademas, se deben almacenar por cada fila de la
matriz M los indices de los pivotes en donde esta el méaximo valor, que se denotara I, Y Segundo

maximo valor, que se denotara r,.,,,., . Se evaltia la contribucion de cada pivote p; como la suma sobre las

A filas de cuanto aumenta D([a, ],[&’, ]) graciasa p;,edoes

e M(r,r)—M(r,r..,) s j=r. endichafila

e 0 encaso contrario.

Se elige el peor pivote ddl grupo, la victima, como aquel que tiene la menor contribucion dentro de los k
pivotes, y se intenta cambiarlo por algin nuevo pivote candidato, elegido entre una muestra de X
elementos pertenecientes al espacio métrico E . Se calculala contribucion delos X pivotes candidatas, y
se dlige aquel cuya contribucion sea mayor. Si la contribucion del pivote elegido es mayor que la
contribucién de la victima, se saca la victima del conjunto de pivotes y € pivote candidato pasa a formar

parte del conjunto de pivotes. El proceso serepite N veces.
En & apéndice A .4 se describe en pseudocddigo la programacién de este método de seleccion.

Costo del algoritmo

El costo de construccion delamatriz M esde 2Ak evaluaciones de lafuncién d . El costo de calcular la
victima es 0, puesto que toda la informacién para calcular la contribucién de cada pivote se encuentra en
lamatriz M . El costo de calcular la contribucién delos X pivotes candidatos es de 2AX  evaluaciones

dedistancia, y el proceso de repite N' veces, por lo que d costo total del algoritmo es de:

Trabajo = 2A(k + N' X) evaluaciones delafuncién d .
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Si seconsidera kN =k + N' X , es facil ver que debe cumplirse N' X = k(N —1), de esta forma el costo

total dd algoritmo es:

Trabajo=2AKN evaluaciones de lafuncion d .

Notese que es posible intercambiar X por N' manteniendo el mismo costo del algoritmo.

5.4 Comparacion de costos entre los distintos métodos de seleccién

Haciendo un resumen de los costos de los métodos de seleccidn, se tiene que:

e Sdeccion N gruposal azar = 2kAN evaluaciones de distancia.
e Sdeccion incremental = 2kAX evaluaciones de distancia.

»  Sdeccion de dptimo local = 2AKN  evaluaciones de distancia.

Por lo tanto, aigual costo setieneque N = X .

Sin embargo, € método de seleccion incremental posee las siguientes ventajas con respecto a los otros

métodos de seleccién de pivotes:

» Al ser un método incremental se pueden agregar nuevos pivotes en cualquier momento, sin tener que
realizar el calculo desde cero, lo que no ocurre con ninguno de los otros métodos.

»  Se puede determinar exactamente cuando parar para eegir € nimero éptimo de pivotes: basta iterar
hasta que la complgidad total del algoritmo no mejore mas. En cambio, con los otros métodos de
seleccion hay que realizar € célculo completo para distinto nimero de pivotes s se desea encontrar €l
ndimero Gptimo.

» Este método es facilmente adaptable para utilizarlo con algoritmos como FHQT y similares (ver
seccién 3). Para el caso particular del FHQT se procede de la siguiente manera: se elige la raiz del
arbol como agquel demento que maximice D por si solo, con lo que se obtienen “bolsas’ de
elementos, cada una de dlas a distancia i de la raiz; recursivamente se elige €l mejor pivote para €l

siguiente nivel tomando en consideracion los pivotes previamente elegidos.

Para comparar los distintos métodos de seleccién se utilizard € algoritmo basico de blsqueda usando

pivotes (ver seccion 2.4), d cual es una variante del algoritmo LAESA. Por lo tanto, los resultados
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obtenidos en los experimentos solo seran directamente aplicables a los algoritmos que utilizan K pivotes
fijos (FHQT, FQA, LAESA, Spaghetti), pero posiblemente se pueden extender a otros algoritmos que

ocupan pivotes.
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6. Resultados experimentales

6.1 Descripcion de los experimentos

L os experimentos descritos en este capitul o abarcan |os siguientes topicos:

» Estudio delaincidencia dd parametro N en & rendimiento de los distintos métodos de seleccion.

» Estudio delaincidencia del parametro A en el rendimiento de los distintas métodos de seleccion.

e Comparacién del rendimiento de los distintos métodos de seleccion.

e Comparacién del mejor método de seleccion con respecto a elegir los pivotes aleatoriamente, al variar
€l nimero de elementos ddl conjunto de datos, al variar la dimensién representacional del conjunto de
elementos, al utilizar d nimero éptimo de pivotes y al disponer solamente de una cantidad fija de
pivotes.

» Estudio delas caracteristicas de un buen conjunto de pivotes.

Con respecto a los tres primeros puntos, se mostraran |os resultados de experimentos en donde se fija la
cantidad de dementos del conjunto y su dimensién representacional, y se hace variar €l nimero de pivotes

gue se utiliza.

Los conjuntos de e ementos son espacios vectoriales, un caso particular de espacios métricos, en donde su

dimension varia entre 2 y 24 dimensiones y contienen entre 10.000 y 100.000 elementos uniformemente

distribuidos en el cubo unitario, es decir, cada coordenada X, del espacio vectorial tiene su valor entre

[0,1). Para calcular la complejidad total de cada método utilizando k pivotes, se realizaron 1.000
consultas al azar con un radio de blsgueda calculado para retornar, aproximadamente, €l 0.01% del total
de elementos del conjunto. Para responder cada consulta solo se ocupd la funcién de distancia L, entre
dos pares de elementos, y no se hizo uso de la informacién que proveen las coordenadas de los puntos en
€l espacio vectorial; de este modo setrat6 € espacio vectorial como un espacio métrico en el que se puede
controlar la dimensién real. Toda la informacién con respecto a los parametros de cada experimento

realizado se describiran en los titulos de los gréficos presentados.

Para comparar 1os métodos de seleccion de manera equitativa, se le permitira a cada método la misma
cantidad de trabajo al optimizar los pivotes, es decir, podran realizar la misma cantidad de evaluaciones de
distancia @ momento de construir € indice, lo que implicafijar los pardmetros N y A. Por lo tanto, los

métodos de seleccién de pivotes a comparar son:
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» Azar: método aleatorio de seleccion de pivotes.

* Sele método deseleccion de N grupos aleatorios (ver seccion 5.3.1).

* Incr: método incremental de seleccion, con X = N (ver seccion 5.3.2).

e Método de seleccion de éptimo local. En este caso, dado que setiene N' X = k(N —1) (ver seccién
5.3.4), se probaran las siguientes alternativas:
« OptA: N'=k y X =N-1, es decir se eligen k victimas y la muestra de los posibles

reemplazantes es de tamafio N —1. A este método se le denominara éptimo local A.

e OptB: NN'=N-1y X =k, es decir se eligen N -1 victimas y la muestra de los posibles

reemplazantes es de tamarfio K . A este método se le denominara 6ptimo local B.

No se utiliz6 otra combinaciéon posible para é método de éptimo local, cuando N'= X =.,/k(N -1),

pues los resultados obtenidos muestran que no funciona megor que las otras combinaciones y no aporta

méas informacién sobre & rendimiento del método.

Los experimentos fueron programados y gjecutados en un PC con un procesador Intel Pentium 111 de 450
Mhz y 128 Mb de memoria fisica. Los programas fueron desarrollados en lenguaje C y compilados con
GNU C Compiler (version 2.91.66) bajo ambiente Linux (kerndl 2.2.14-5.0).

6.2 Resultados obtenidos

6.2.1 Parametro N

Si bien d parametro N del costo de los métodos de seleccién de pivotes no significalo mismo para todos
los métodos, @ gréafico 6.1 muestra que en realidad basta con un N pequefio para obtener un buen
rendimiento del método, exceptuando € método de dptimo local B. Para la realizacién de este

experimento sefijaron tanto & nimero de pivotes como €l valor del parametro A.
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10.000 elementos, 16 dimensiones, 0.01% recuperado, 1.000 consultas, 350 pivotes,
A=10.000
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Gré&fico 6-1: Rendimiento delastécnicas de seleccién al variar N entre5y 100

Se observa del gréfico que a partir de un N bastante pequefio (N = 20) & aumento del rendimiento de
las técnicas de seleccidn es bajo, excepto con el método dptimo local B, 1o cual es Iégico puesto que en
ese caso @ pardmetro N es proporcional a nimero de veces que se eegird una victima para ser
reemplazada por € mejor pivote dentro de una muestra de elementos del conjunto. Al aumentar entre

N =5y N =100 latécnicade seleccion incremental mejoraen un 8.7%

Se torna més evidente lo poco que mejoran las técnicas de seleccion de pivotes cuando se hace aumentar
N en valores mayores, como lo indica €l gréfico 6-2. En este caso, la mejora en el nimero de
evaluaciones de distancia es de un 6.28% entre N =50 y N =1000 para la técnica de seleccion

incremental.

Se concluye de ambos gréficos que basta con un N pequefio para que las técnicas de seleccion dijan

buenos conjuntos de pivotes.
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10.000 elementos, 16 dimensiones, 0.01% recuperado, 1.000 consultas, 350 pivotes, A=1.000
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Gréfico 6-2: Rendimiento de lastécnicasde seleccion al variar N entre50y 1.000

6.2.2 Parametro A

Este pardmetro si tiene el mismo significado en todos |os métodos de seleccion, y representa €l nlimero de

pares de elementos, escogidos al azar, que se utilizaran para la estimacion de 4, . El grafico 6.3 muestra

e rendimientos de los distintos métodos de seleccion al hacer variar A, teniendo N y e nimero de

pivotesfijos.

En este caso si se hota una mejora continua en € rendimiento de las técnicas de seeccion al aumentar €l
valor de A. Dicha mejora es de un 16.25% para €l método incremental y de un 19.90% para € método de

seleccion de 6ptimo local A. El grafico 6-4 muestra que € resultado obtenido con € experimento anterior

se mantiene si se aumenta € valor del parametro N .
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10.000 elementos, 16 dimensiones, 0.01% recuperado, 1.000 consultas, 350 pivotes, N=20
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Gréfico 6-3: Rendimiento de las técnicas de seleccion al variar € parametro A, N =20

10.000 elementos, 16 dimensiones, 0.01% recuperado, 1.000 consultas, 350 pivotes, N=100
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Gréfico 6-4: Rendimiento de lastécnicas de seleccion al variar €l parametro A, N =100.

La explicacion de por qué al aumentar €l valor de A € rendimiento de las técnicas de seleccién mejoran
més que a aumentar & valor de N, exceptuando & método de Optimo local B por las razones
previamente descritas, proviene de lo siguiente: los métodos de seleccion de pivotes maximizan la media

de la distribucion de distancias de los e ementos del espacio métrico mapeados al espacio de pivotes.
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Mientras méas pares de elementos se utilicen para estimar la media, es decir, mientras mayor sea A, se

obtiene un mayor poder discriminativo entre dos conjuntos de pivotes.

Supdngase que se tienen pocos pares de elementos para estimar £/, y que se quiere agregar un pivote a
un conjunto previamente elegido, al estilo del método incremental de seleccién. Dado que los pares de
elementos son pocos, es posible que la distancia D con respecto al nuevo pivote nunca sea mayor a

ninguna de las calculadas con los pivotes elegidos previamente, por lo que € nuevo pivote,

gparentemente, no agrega nueva informacion con respecto al conjunto que ya habia sido eegido

previamente. A medida que se aumenta el nimero de pares de elementos con €l que se estima (/,, |a

posibilidad que esto ocurra disminuye: basta con que una sola distancia D de todos los pares de

elementos cambie de valor para que € valor de la estimacion de 4/, varie, y por lo tanto es posible

distinguir cudl pivote es @ que aumenta méas la media. Nétese que si D varia para un solo par de

elementos al agregar un nuevo pivote, € valor de 4/, aumenta puesto que D es la métrica del espacio

(0%, L,) (ecuacion5-2).

Se concluye de lo anterior que es necesario tener un valor de A alto para que los métodos de seleccion de

pivotes tengan un buen rendimiento.

Dado que €l trabajo total al optimizar los pivotes es proporcional a NA, es (til saber que no vale la pena
hacer crecer N en detrimento de A, y que si es posible aumentar la cantidad de trabajo a realizar en la

optimizacion de pivotes entonces es preferible aumentar el valor de A antesqued valor de N .

6.2.3 Comparacién de las técnicas de seleccion de pivotes

El gréfico 6-5 muestra el resultado de comparar las distintas técnicas de seleccidn en un espacio vectorial

de 8 dimensiones, donde los elementos del espacio estan uniformemente distribuidos en €l cubo unitario.
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10.000 elementos, 8 dimensiones, 0.01% recuperado, 1.000 consultas, N=20, A=10.000
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Grafico 6-5: Compar acién de técnicas de seleccion en espacio de 8 dimensiones, 10.000 elementos

Se observa que los métodos de seleccion incremental y de éptimo local A son los que obtienen un mejor
rendimiento, en donde el nimero dptimo de pivotes disminuye de 40 (método de seleccion aleatorio) a 20,
y disminuye el nimero de evaluaciones de distancia en el 6ptimo de 72 e. d. (evaluaciones de distancia) a
59 e. d. Si bien d nimero total de evaluaciones de distancia no mejora notablemente (18.06%), €l nimero
de pivotes que se necesita para realizar el mismo trabajo que en e déptimo del método aleatorio
disminuye drasticamente de 40 a 15 pivotes (62.5% ), es decir se requiere solo un 37.5% de lamemoria
gue necesita €l indice construido por el método aleatorio para realizar d mismo trabajo, en promedio, por

consulta realizada.

El grafico 6-6 muestra el mismo experimento anterior pero ahora con un conjunto de 100.000 €l ementos.
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100.000 elementos, 8 dimensiones, 0.01% recuperado, 1.000 consultas, N=20, A=10.000
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Grafico 6-6: Comparacién detécnicas de seleccién en espacio de 8 dimensiones, 100.000 elementos

En este gréfico ya se vislumbra que & método de seleccién de N grupos aleatorios no es una buena idea,
lo cual tiene un explicacion simple: son demasiados los grupos de pivotes que se pueden escoger desde €l

conjunto de elementos, de hecho s € conjunto tiene N elementos y se quieren escoger conjuntos de k

n
pivotes, €l nimero total de elecciones posibles esde [k] .

También en € grafico 6-6 se observa que € nimero de e. d. en d 6ptimo del método aleatorio disminuye
con respecto al nimero de e. d. en el 6ptimo de mejor método de seleccion: variade 236 e. d. a176 e. d.
(25.42%), pero & nimero de pivotes que se necesitan para realizar € mismo trabajo que en e Gptimo
usando € método aleatorio disminuye drasticamente: de 110 pivotes a 35 pivotes (68.18%). Los mejores

métodos de seleccidn en este gréfico son el método incremental y el de 6ptimo local A.

El grafico 6-7 compara € resultado del experimento para un espacio vectorial de 10.000 elementos y 16

dimensiones.
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10.000 elementos, 16 dimensiones, 0.01% recuperado, 1.000 consultas, N=20, A=10.000
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Grafico 6-7: Comparacién detécnicas de seleccién en espacio de 16 dimensiones, 10.000 elementos

En este caso, d 6ptimo mejora de 500 a 400 pivotes (método aleatorio y método incremental,
respectivamente), y el nimero de e. d. en € 6ptimo mejora de 1162 a 960 e. d. (17.38%). También se
observa que para realizar e mismo trabajo que en & 6ptimo con el método aleatorio se requieren muchos
menos pivotes utilizando d método incremental de seleccion; con € método aleatorio se requieren 500
pivotes, mientras que con € método incremental se requieren solo 200 pivotes (60% menos de utilizacion

de memoria). Los mejores métodos siguen siendo el incremental y el de dptimo local A. El método de

seleccion de N grupos se comporta précticamente igual que al elegir los pivotes aleatoriamente.

También se nota que € método de Gptimo local B no es una buena idea, puesto que como el valor del
parametro N es pequefio, se reemplazan pocas victimas por elementos que cumplen las condiciones de
ser buenos pivotes. Sin embargo, es interesante notar que alin cambiando pocos pivotes con respecto a una
eleccion inicial aleatoria, el método mejora el rendimiento del algoritmo de busgueda cuando la cantidad

de pivotes es pequefia.

El gréfico 6-8 muestra los resultados del experimento para un espacio de 10.000 elementos y 24

dimensiones, espacio que cae dentro de la categoria de los “intratables” .
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10.000 elementos, 24 dimensiones, 0.01% recuperado, 1000 consultas, N=20, A=10.000
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Grafico 6-8: Comparacién detécnicas de seleccion en espacio de 24 dimensiones, 10.000 elementos

En este punto la maldicion de la dimensionalidad hace que la mejora en el nimero de e. d. sea muy baja en
e optimo. Nétese que en este caso no se alcanzd d Gptimo con € método aleatorio ni siquiera utilizando
€l nimero maximo de pivotes, y el nimero de e.d. con este método utilizando 2.000 pivotes es de 6.501 e.
d., mientras que con € método incremental se realizaron un Gptimo de 6.287 e.d. con 1.800 pivotes, es
decir con este método si se alcanzo allegar a nimero Gptimo de pivotes. A pesar quelamejoraen e. d. es
minima (3.29%), nuevamente se necesitan pocos pivotes pararealizar el mismo trabajo que con el método
aleatorio usando € maximo de pivotes: con € método incremental se necesitan 1.300 pivotes, lo que

implica un ahorro de memoria dd 35%.

De los resultados anteriores se concluye que d método de seleccidn incremental de pivotes es e que
funciona megior en la préctica, y serd e método de seleccion a utilizar en la realizaciéon del resto de los
experimentos, ya que sblo es alcanzado por € método de dptimo local A pero tiene todas las ventajas

adicionales mencionadas en la secciéon 5.4.

6.3 Comparacion del método de seleccién incremental con la seleccion aleatoria

de pivotes

El grafico 6-9 muestra una comparacion del rendimiento entre el método de seleccion incremental de

pivotes y la eleccidn aleatoria de pivotes al aumentar la dimensién del espacio vectorial, manteniendo fija
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la cantidad de elementos del espacio. Estén representados en el grafico tanto la complejidad interna de
ambos métodos de sdleccidn, que corresponde al nimero éptimo de pivotes en cada dimension y es
proporcional al espacio que ocupa & indice que se construye con dichos pivotes, y la complejidad total de
ambos métodos. Es fécil calcular la complejidad externa, dado que es la complgjidad total menos la

complgjidad interna.

10.000 elementos, 0.01% recuperado, 1.000 consultas, N=20, A=10.000
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Grafico 6-9: Numero 6ptimo de pivotes segiin dimension del espacio usando métodos de seleccion

aleatoria eincremental

El gréfico 6-10 muestra los resultados del mismo experimento pero solo hasta un espacio vectorial de
dimensién 9, ya que es dificil apreciar este segmento del grafico en la ilustracion anterior. Se aprecia de
ambos graficos que en todo € rango estudiado se alcanza la complejidad total dptima con menos pivotes
al utilizar el método de seleccion incremental de pivotes, y dicha complejidad total es menor a la que se

obtiene con & nmero dptimo de pivotes al escoger éstos aleatoriamente.

La cota inferior mostrada en la ecuacién 4.3 predice un comportamiento lineal para la curva del método
aleatorio en funcién de la dimension, sin embargo los graficos muestran que en la practica d costo de
blsqueda aumenta mas rgpido que linealmente con la dimensién, y que usando € método de seleccidn de
pivotes este aumento es menos pronunciado que con e método aleatorio. Utilizando € método de los
minimos cuadrados se obtiene la siguiente aproximacion para las curvas de complgjidad total del grafico
6-9:



» Método de seleccion aleatorio:
o a=2.65044518+0.16914653 (Error porcentual: 6.38%).
*  €=0.41992835+ 0.18227380 (Error porcentual: 43.41%).
* Método de seleccion incremental:
e a=2.60074657 £ 0.20152522 (Error porcentual: 7.75%).
* ¢=0.35760169% 0.19185993 (Error porcentual: 53.65%).

10.000 elementos, 0.01% recuperado, 1.000 consultas, N=20, A=10.000
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Grafico 6-10: Numero 6ptimo de pivotes usando métodos de seleccién aleatorio e incremental en

espacios de dimension baja

En muchas aplicaciones practicas no se dispone de la suficiente memoria para alcanzar €l nimero optimo
de pivotes. Los graficos 6-11 y 6-12 muestran esta situacién, comparando el rendimiento entre elegir los
pivotes aleatoriamente y utilizar el método incremental de seleccion cuando se dispone de una cantidad
fija de pivotes. En este experimento se mantuvo constante € niimero de elementos del espacio vectorial y

sevario ladimension entre 10 y 20.

Se aprecia de ambos graficos que a medida que aumenta la dimensién del espacio disminuye la brecha
entre ambos métodos de seleccion de pivotes, y que en espacios de dimensién alta es poco lo que se
mejora con respecto a método aleatorio, un 9.26% a utilizar 50 pivotes, mientras que en espacios de

dimensién mas baja la mejora en & rendimiento es cas de un 50%. Este decrecimiento en la mejora del
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rendimiento ocurre principalmente por la maldicién de la dimensionalidad: a medida que la dimensién del

espacio crece se hace cada vez méas dificil responder una consulta por rango.

10.000 elementos, 0.01% recuperado, 1.000 consultas, 50 pivotes, N=20, A=10.000
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Grafico 6-11: Complegjidad total de los métodosaleatorio y seleccion incremental de pivotes

utilizando k =50 pivotes

10.000 elementos, 0.01% recuperado, 1.000 consultas, 100 pivotes, N=20, A=10.000
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Grafico 6-12: Complegjidad total de los métodosaleatorio y seleccion incremental de pivotes

utilizando k =100 pivotes
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El grafico 6-13 muestra el resultado de comparar costo versus himero de pivotes necesarios para obtener

dicho costo en un espacio vectoria de dimension 16. El nimero éptimo de pivotes a escogerlos
aleatoriamente es de k~ =500 pivotes, mientras que con € método incremental dicho optimo baja a

k™ =400 pivotes (grafico 6-7). Se aprecia del gréafico que & ahorro méximo de memoria se obtiene
cuando € costo asociado al método incremental esigual al costo que se obtiene con €l método aleatorio en

su nmero 6ptimo de pivotes.

El gréfico 6-14 muestra d resultado del mismo experimento anterior pero en un espacio vectorial de
dimension 24. El resultado es mas 0 menos idéntico al caso anterior: si se esta dispuesto a tener la misma
complejidad externa que el método aleatorio utilizando el maximo niimero de pivotes posible, € ahorro en
memoria es apreciable, en este caso con un costo de 6.700 e.d. (aproximadamente), el ahorro en memoria

utilizando e método incremental de seleccion es de un 28.57%.

10.000 elementos, 16 dimensiones, 0.01% recuperado, 1.000 consultas, N=20, A=10.000
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Grafico 6-13: N° de pivotes necesarios para responder una consulta por rango con costo C en un

espacio de 16 dimensiones
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Grafico 6-14: N° de pivotes necesarios para responder una consulta por rango con costo C en un

Por ultimo, e gréfico 6-15 muestra la comparacién de rendimiento entre los métodos de selecciéon de
pivotes utilizando el ndimero éptimo de pivotes por método, al hacer crecer el nimero de elementos del
espacio vectorial, y manteniendo su dimensién constante. Resulta interesante notar que con d método de

seleccion incremental el nimero dptimo de pivotes practicamente no aumenta durante un gran rango de

espacio de 24 dimensiones

nimero de elementos del espacio, entre 55.000 y 80.000 el ementos.

Usando el método de los minimos cuadrados, se obtienen las siguientes estimaciones para las curvas de

complegjidad total:

« y=cn’:

 Método de sdleccion aleatorio:

a =0.51559139+ 0.00445407 (Error porcentual: 0.86%).
€ =0.61520754+ 0.03021538 (Error porcentual: 4.91%).

 Método de saleccién incremental

a =0.52641427+ 0.00688267 (Error porcentual: 1.31%).
€ =0.41434834+ 0.03186441 (Error porcentual: 7.69%).
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« y=clog(n)+d:
* Método de seleccion aleatorio:
« €=73.802411+ 3.50373261 (Error porcentual: 4.75%).
« d=-628.245738+ 37.7161034 (Error porcentual: 6.00%).
* Método de seleccion incremental:
« €=57.0063741+ 2.80540442 (Error porcentual: 4.92%).
« d=-487.60798+ 30.198915 (Error porcentual: 6.19%).

La cota inferior mostrada en la ecuacion 4-3 predice un comportamiento logaritmico en funcién del
nimero de elementos del espacio, sin embargo & modelo Y =cn“ para este caso tiene un menor error

porcentual que el modelo y =clog(n)+d .

8 dimensiones, 0.01% recuperado, 1.000 consultas, N=20, A=10.000
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Grafico 6-15: Complgjidad internay total de los métodos aleatorio y seleccion incremental de

pivotes, utilizando el nimer o dptimo de pivotes segin cantidad de elementos del espacio
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6.4 Caracteristicas de un buen conjunto de pivotes

En las tablas 6-1, 6-2 y 6-3 se muestra estadisticas de las distancias entre elementos de un espacio
vectorial de 10.000 e ementos dimension 8, 16 y 24, respectivamente, y con respecto a un “buen conjunto
de pivotes’ escogidos utilizando & método incremental de seleccion, con N =20 y A=10.000. Se

utilizaron las férmulas estadisticas clasicas en €l calculo de lamediay la varianza de los datos medidos.

Distancia entre Distancia entre pivotes Distancia entre
elementos del espacio elementos del espacioy
pivotes
Media u 1. 127746 1. 402587 1.262141
Varianza o> 0. 060189 0. 057650 0. 062895

Tabla 6-1: Estadisticas de las distancias entre elementos del conjunto y los pivotes escogidos con €l

método de seleccion incr emental en un espacio de dimension 8, con 30 pivotes

Distancia entre Distancia entre pivotes Distancia entre
elementos del espacio elementos del espacioy
pivotes
Media u 1.611856 1.827125 1.722515
Varianza o2 0. 059467 0. 063944 0. 061440

Tabla 6-2: Estadisticas de las distancias entre elementos del conjunto y los pivotes escogidos con €l

método de seleccion incremental en un espacio de dimension 16, con 400 pivotes



Distancia entre Distancia entre pivotes Distancia entre
elementos del espacio elementos del espacioy
pivotes
Media ( 1.983718 2. 051986 2.017805
Varianza o2 0. 059106 0. 061541 0. 060622

Tabla 6-3: Estadisticas de las distancias entre elementos del conjunto y los pivotes escogidos con €l

método de seleccion incr emental en un espacio de dimension 24, con 1800 pivotes

Los datos obtenidos muestran dos aspectos interesantes a considerar sobre las caracteristicas de un buen

conjunto de pivotes:

» Los pivotes estdn mas alejados entre si que d promedio de distancias dentro el conjunto de
elementos. Esto indica que la lgjania entre pivotes entrega méas informacion a realizar una consulta
por rango que si los pivotes estuvieran cercanos, lo cual es |6gico de suponer puesto que dos pivotes
muy cercanos entre si entregarian casi la misma informacion sobre €l conjunto de elementos, y por 1o
tanto uno de ellos no seria un gran aporte al momento de realizar la consulta.

» Lospivotes estan mas alejados al resto de los elementos del conjunto que € promedio de distancias
dentro de éste.

» Lavarianza paralas estadisticas mostradas varia ligeramente a considerar |os pivotes escogidos.

» Las diferencias de las medias de distancias en los distintos casos disminuye a medida que la

dimension del espacio aumenta.

Los tres primeros puntos anteriores sefialan que los buenos pivotes son aquellos elementos que se
encuentran algjados entre si y alejados del resto del conjunto de elementos, es decir, son elementos

aidados dentro del conjunto. A estos elementos se les denominaoutliers.

El cuarto punto es una muestra de como la maldicién de la dimensionalidad hace cada vez més dificil
encontrar buenos conjuntos de pivotes, ya que cuando € espacio es de dimensién alta los elementos ya se
encuentran algjados entre si, por 1o que es més dificil discriminar y elegir aquellos € ementos “aisados”

dentro del conjunto.
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6.5 Un método alternativo de seleccion de pivotes

Si una caracteristica de los buenos pivotes es que son outliers, se puede suponer que los outliers de por si

son buenos pivotes, por lo que un nuevo método de seleccion de k pivotes seriad siguiente:

» Elegir d primer pivote al azar.

» Sedispone de un conjunto de pivotes {pl, Py pi_]} , ¥ Se desea elegir €l i-ésimo pivote. De una
muestra de tamafio X del conjunto de elementos, se elige como pivote aquel elemento que maximice
la suma de distancias a los pivotes previamente elegidos.

e El proceso termina cuando ya se han escogido k pivotes.

A este método se le denominara método incremental de seleccidn de outliers (Outl), y su costo asociado

(S8

» Elegir  primer pivotetiene costo 0, pues se elige al azar.
» Para degir el i-ésimo pivote, por cada candidato hay que calcular la distancia a los pivotes
previamente elegidos, es decir se necesitan i —1 evaluaciones de la distancia d. Como son k

elementos candidatos, € costo total en lai-ésimaietracion esde (i —1) X .

» El proceso serepite k veces, por lo que el trabajo total es:

X evauaciones de distancia.

Trabajo=0+ X +2X +3X +...+(k-1) X = k(k2—1)

Dado que los métodos de seleccion de pivotes vistos en la seccion 5.3 tienen un costo de 2NAkK
evaluaciones de distancia, para que € nuevo método realice el mismo trabajo debe cumplirse que
4ANA

X=—.
k-1

Se realizé d mismo experimento descrito en la seccion 6.2, comparando € método de seleccion
incremental de outliers con e método incremental de seleccidén de pivotes en espacios de 8, 16 y 24

dimensiones. Los resultados obtenidos se muestran en los gréficos 6-16, 6-17 y 6-18.
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Grafico 6-16: Comparacion entre método incremental y outliers en espacio de 8 dimensiones
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Grafico 6-17: Comparacion entre método incremental y outliers en espacio de 16 dimensiones
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Grafico 6-18: Comparacion entre método incremental y outliers en espacio de 24 dimensiones

Se observa de los graficos anteriores que, a medida que la dimension del espacio métrico aumenta, €
método de seleccion de outliers posee un mgor rendimiento que & método incremental de pivotes en la
practica. Es necesario notar, eso si, que el método de seleccién de outliers no maximiza la media del

espacio de pivotes a medida que la dimensién dd espacio crece, como lo muestran los resultados

mostrados en la tabla 6-4.

Hpne Hoan
8 dimensiones 0.756291 0.783124
16 dimensiones 1.077653 1.055191
24 dimensiones 1.659382 1415276

Tabla 6-4: Comparacién de la media dela distancia D entre conjuntos de pivotes obtenidos con €l

método de seleccion incremental y el método de seleccion de outliers

Esto quiere decir que si bien los pivotes elegidos a maximizar la media de D son outliers, egir un

conjunto de outliers no necesariamente implica maximizar lamediade D .
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Las estadisticas de las distancias entre eementos y outliers se muestran en las tablas 6-5, 6-6 y 6-7,
respectivamente en espacios de 8, 16 y 24 dimensiones. Se observa para este caso que la diferencia de la
media de la distancia entre elementos y entre los pivotes es mucho mas pronunciada que al elegir los

pivotes con el método de seleccién incremental.

Distancia entre Distancia entre pivotes Distancia entre
elementos del espacio elementos del espacioy
pivotes
Media 1. 127746 1. 554554 1. 345091
Varianza o2 0. 060189 0. 080980 0.067738

Tabla 6-5: Estadisticas de las distancias entre elementos del conjunto y los pivotes escogidos con €l

método de seleccion de outliers en un espacio de dimensién 8, con 30 pivotes

Distancia entre Distancia entre pivotes Distancia entre
elementos del espacio elementos del espacioy
pivotes
Media 1.611856 1.979223 1.805184
Varianza o2 0. 059467 0. 066654 0. 059718

Tabla 6-6: Estadisticas de las distancias entre elementos del conjunto y los pivotes escogidos con €l

método de seleccion de outliers en un espacio de dimensién 16, con 400 pivotes



Distancia entre Distancia entre pivotes Distancia entre
elementos del espacio elementos del espacioy
pivotes
Media ( 1.983718 2.235076 2.112510
Varianza o2 0. 059106 0. 057398 0.057134

Tabla 6-7: Estadisticas de las distancias entre elementos del conjunto y los pivotes escogidos con €l

método de seleccion de outliers en un espacio de dimension 24, con 1900 pivotes

Los resultados obtenidos en los gréficos 6-16, 6-17 y 6-18 pueden llevar a pensar que la heuristica de
elegir outliers como pivotes puede ser buena, y de hecho es una técnica recomendada por algunos autores
[15,24], pero que no tiene un fundamento matemético concreto como en el caso de maximizar la media de
D . De hecho, maximizar lamediade D corresponde a maximizar la varianza de distancias en € espacio
original. Esto es lo que hace € método incremental de seleccién, mientras que el método de sdleccién de
outliers maximiza la media de distancias en el espacio original. Ambas cosas ho siempre van juntas, es

decir, el hecho de maximizar una no implica necesariamente maximizar la otra.
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7. Utilizacion del método de seleccion de pivotes en ejemplos de la

vida real

A continuacién se presentan tres comparaciones entre elegir los pivotes aleatoriamente, utilizando €
método incremental de sdleccion y utilizando € método de sdleccion de outliers, solo que ahora los
elementos de los espacios métricos no son elegidos uniformemente distribuidos, sino que son elegidos con

distribuciones especiales 0 son datos de €jempl os extraidos de aplicaciones reales.

En € caso de las secciones 7.1y 7.2 los conjuntos de datos y programas fuentes usados fueron obtenidos
desde la siguiente URL : http://www.dimacs.rutgers.edu/Challenges/Sixth/software.html.

Estos g emplos muestran que € método de seleccidn incremental efectivamente elige buenos conjuntos de
pivotes para una gama de aplicaciones reales de los algoritmos de blsqueda en proximidad basados en

pivotes, y que el método de seleccidn de outliers no funciona bien en todas las aplicaciones de la vida real.

7.1 Imé&genes de la NASA

Se escogieron 40.700 imagenes de los archivos de fotografias y videos de la NASA. En el caso de los
videos, se escogieron cortes especiales basados en la transicion de histograma de colores, obteniéndose
imagenes representativas. A través de un proceso de conversion basado en € histograma de colores de
cada imagen, se obtuvo una representacion vectorial en 36 dimensiones, y usando un andlisis de

componentes principales se redujo la dimensién dd vector a 20 dimensiones, en donde los valores de las

coordenadas estan en € rango (— 1,1) . Ladistancia entre imagenes se calcula como la distancia euclidiana

L, entre los vectores obtenidos en e proceso de conversion.

Dd total de imégenes escogidas, 37.000 corresponden al conjunto de elementos del espacio, y las 3.700
imégenes restantes corresponden a eementos de consulta en dicho espacio. Se utilizé un radio de
blsqueda tal que cada consulta por rango devolviera en promedio d 0.1% dd total de imagenes del
espacio. L os resultados obtenidos se promediaron sobre 1.000 consultas realizadas, elegidas dd conjunto

de consulta.
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En e método de seleccidn incremental se utilizaron los pardmetros con valores N =20 y A=10.000.
La comparacion entre éste método con la seleccidn aleatoria de pivotes y la sdleccidon de outliers se

muestraen € grafico 7-1.

37.000 iméagenes, 0.1% recuperado, 1.000 consultas, N=20, A=10.000
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Grafico 7-1: Complejidad total del algoritmo de blsqueda en el espacio de imagenes

Se observa del gréfico que € nimero 6ptimo de pivotes para el método aleatorio e incremental es muy
parecido, 75 y 80 pivotes respectivamente, y que € nimero de e.d. en el dptimo es menor en el caso del

método incremental, 234 e.d. versus 269 e.d del método aleatorio, |0 que implica una mejoradel 13.01%.

Al mismo costo que en € éptimo con la eleccién aleatoria de pivotes, d método incremental solo requiere

de 40 pivotes, lo que implica un ahorro en memoria del 50%.

El método de seleccién de outliers se comporta peor que € método de seleccidon incremental en el

intervalo estudiado, y aveces incluso peor que el método aleatorio.

Un aspecto interesante de este espacio es que si se calcula € radio necesario para recuperar en promedio €
0.01% del total de elementos del conjunto, se obtiene que dicho radio es muy parecido al utilizado para
recuperar la misma fraccion de elementos en un espacio vectorial uniformemente distribuido de dimension

5, lo que querria decir que en realidad la dimensién intrinseca del espacio de imagenes es mucho menor



que 20. En efecto, al calcular la dimension intrinseca del espacio de imégenes, utilizando la distancia L, ,

seobtuvo que O, e =9:16.

7.2 Espacio vectorial con distribucién de Gauss

Se cred un espacio vectorial con 10.000 elementos de dimension 10, pero las coordenadas de los vectores

ya no son uniformemente distribuidas en el cubo unitario, sino que son valores reales con una distribucion
de Gauss cuya media es un valor real aleatorio en €l intervalo [0,10] y con varianza igual a 1.0. De la

misma manera se generaron 1.000 puntos para ser ocupados como consultas en dicho espacio.

Se promediaron los resultados sobre las 1.000 consultas realizadas, y se utilizd un radio de blsqueda tal
gue las consultas retornaran en promedio € 0.01% del total del conjunto de eementos. En € método

incremental se utilizaron los parametros N =20 y A=10.000.

Los resultados de la comparaciéon entre elegir conjuntos de pivotes aleatoriamente versus utilizar €l

método incremental de seleccién y el método de seleccion de outliers se muestran en € grafico 7-2.

En este experimento el éptimo con la seleccién aeatoria es de 55 pivotes, mientras que €l éptimo con €l
método incremental es de 50 pivotes. El costo total en & 6ptimo con € método aleatorio es de 167 ed.,
mientras que en el 6ptimo del método incremental el costo total es de 165 e.d., es decir, casi igual que con
la eleccién aleatoria de pivotes. A mismo costo en el éptimo del método aleatorio, € método incremental

requiere de 45 pivotes, |0 que implica un ahorro en memoria dd 18.18%. La dimension intrinseca de este

espacio métrico, calculado con la distancia L, , resultd ser pg, .« =4.47. En este caso & método de

seleccion de outliers funciond un poco mejor que & método incremental de sel eccién de pivotes.
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Grafico 7-2: Complejidad total del algoritmo de blsqueda en el espacio vectorial con varios clusters,

coordenadas con distribucién de Gauss

Se repitio & mismo experimento anterior, pero se aumento la dimensién del espacio vectorial a 30 y se
cambi6 € valor de la varianza de las coordenadas a 0.1, es decir, la dimension intrinseca del espacio

generado es mucho menor a la dimension representacional del espacio. En efecto, se obtuvo que la

dimension intrinseca de este espacio es de O, =474, menos de un sexto de la dimensién

representacional.

Los resultados obtenidos para este experimento se muestran en el gréfico 7-3. En este caso se observa que
el método incremental y € método outliers tienen un mejor rendimiento que € método aleatorio. El
Optimo con el método aleatorio se alcanza con 16 pivotes, mientras que € éptimo con & método
incremental se alcanza con 6 pivotes. El costo en ambos 6ptimos es practicamente igual (mejora un 1%

con &l método incremental), por lo que el ahorro en memoria aigual costo es de un 62,5%.

El método incremental de seleccion de pivotes mejor6 e rendimiento del algoritmo en ambos

experimentos.
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Graéfico 7-3

7.3 Espacio de strings

El espacio métrico de los strings (cadenas de caracteres) es muy diferente a todos |los espacios métricos
vistos hasta el momento, puesto que en este caso la métrica de dicho espacio, la distancia de edicion, es
una funcién discreta que mide la minima cantidad de inserciones, borrados y reemplazos de caracteres
necesarios para que dos strings sean iguales. Ademas, en e espacio de strings no se posee informacion

adicional sobre las coordenadas de los puntos, como en el caso de |os espacios vectoriales.

De un diccionario espafiol con 86.601 palabras, se escogieron 77.455 para conformar el espacio métrico, y
las restantes 8.606 palabras se utilizaron como conjunto de eementos de consulta. Se digieron conjuntos
de pivotes con d método aleatorio y utilizando € método incremental de seleccion, y se promediaron los
resultados sobre 1.000 consultas realizadas. El gréfico 7-4 muestra los resultados del experimento
realizado utilizando un radio r =1, que retorna en promedio un 0.00244% del total del conjunto de
palabras.

Se observa del gréfico que € método incremental mejora el rendimiento del algoritmo de blsgueda en
proximidad al utilizar pocos pivotes. EI nimero éptimo de pivotes con e método aleatorio es de 45
pivotes, mientras que € ndmero éptimo con el método de seleccion incremental es de 35 pivotes. El

rendimiento en el Gptimo para ambos métodos es casi e mismo, el método de seleccién incremental
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mejora € total de e.d. en sélo un 4.84%. El ahorro en memoria al mismo costo que en € dptimo del

método aleatorio, utilizando & método incremental de seleccidn, es de 22.22%.

77.455 palabras, 1.000 consultas, r=1, N=20, A=10.000
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Gréfico 7-4: Complejidad total del algoritmo de blusqueda en el espacio de strings, r =1

El gréfico 7-5 muestra € resultado de un experimento idéntico al anterior, pero ahora con un radio de

blsgueda r = 2, que retorna en promedio un 0.02967% del total de palabras del conjunto.

77.455 palabras, 1.000 consultas, r=2, N=20, A=10.000
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Gréfico 7-5: Complejidad total del algoritmo de busqueda en el espacio de strings, I = 2
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Para este experimento, € optimo niimero de pivotes con & método aleatorio es de 260 pivotes, mientras
gue con el método incremental de seleccion € Gptimo se alcanza con 200 pivotes. En €l dptimo nimero de
pivotes con el método aleatorio se tiene un costo de 401 e.d., mientras que en € éptimo con el método
incremental se tiene un costo de 375 ed., 1o que implica una mejora en €l rendimiento del algoritmo de
blsqueda del 6.48%. Al mismo costo que en e Gptimo con & método aleatorio, d método incremental

solo requiere de 160 pivotes, lo que implica un ahorro en memoria del 38.46%. Se obtuvo que la

dimension intrinseca del espacio destringsesde Og;ings = 8.73.

En ambos experimentos, €l algoritmo de busqueda en proximidad mejora su rendimiento al usar €l método
incremental de seleccion de pivotes. El método de seleccion de outliers obtuvo un rendimiento peor que al

elegir los pivotes con € método aleatorio.
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8. Conclusiones y recomendaciones generales

El problema de como elegir buenos conjuntos de pivotes ha sido tema de discusion en & pasado, pero
hasta € momento no se habian propuesto métodos formales de seleccion de pivotes, sdlo se habian
propuesto heuristicas con argumentos vagos. Este estudio propone una funcién objetivo a maximizar
basada en las caracteristicas que poseen los espacios métricos, y después se obtiene abundante evidencia
empirica que respalda la hipétesis que, tanto en casos sintéticos como en gemplos de la vida real,

maximizar dicha funcion objetivo es una buenaidea para generar buenos conjuntos de pivotes.
Los principales resultados obtenidos en € presente trabajo se resumen en |os siguientes puntos.

1. Se definié a partir del histograma de distancias del espacio métrico y del espacio definido por €l
conjunto de pivotes un criterio de eficiencia para elegir buenos pivotes, € cual consiste en maximizar

lamedia de |la distancia entre elementos mapeados al espacio de pivotes.

2. Se mostraron distintos métodos para elegir conjuntos de buenos pivotes, y se mostré a través de
resultados experimentales que el méodo de sdleccion incremental de pivotes obtiene mejores
resultados en la préactica realizando € mismo trabajo de indexacién. También se analizé la influencia
delos valores de los distintos pardmetros de los métodos de seleccidn de pivotes, y se concluyd que es
preferible aumentar el nimero de pares de elementos con el cual se estima la media de distancias en €

espacio de pivotes antes que aumentar € tamafio de la muestra desde donde se €ige un nuevo pivote.

3. Se mostré6 experimentalmente que la técnica de seleccion propuesta efectivamente elige buenos
conjuntos de pivotes, con los cuales la complejidad total del algoritmo de blsgueda en proximidad
disminuye, que & namero 6ptimo de pivotes disminuye con respecto a ndmero 6ptimo al eegir los
pivotes aleatoriamente, y que el tamafio dd indice cuando los pivotes son elegidos con € método de
seleccion propuesto es menor a tamafio del indice con los pivotes degidos con el método aleatorio al

fijar el costo total del algoritmo de busgueda.

4, Seanalizaron las caracteristicas de un buen conjunto de pivotes, encontrandose que los buenos pivotes
son elementos aislados entre si y del resto de los elementos del espacio, es decir, los buenos pivotes
son outliers. A partir de esto se estudié un método de seleccion de pivotes propuesto en [15,24],
encontrandose que en los experimentos sintéticos obtuvo meores resultados que el método de
seleccion incremental, pero que en los giemplos de la vida real obtuvo peores resultados incluso que al

elegir el conjunto de pivotes con el método aleatorio.
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5. Se mostré que  método de seleccion incremental de pivotes dige buenos conjuntos de pivotes en
espacios métricos reales: conjuntos de imagenes, espacios vectoriales con elementos organizados en
clusters y espacio de strings. Esto concluye que el criterio de eficiencia definido a partir del
histograma de distancias del espacio de dementos se sostiene en distintos tipos de espacios métricos,

incluso cuando la métrica de dicho espacio es una funcién discreta.

A partir de estos resultados, se recomienda utilizar e método incremental de seleccion de pivotes para
generar buenos indices de espacios métricos, pero en dimensiones altas se recomienda utilizar pivotes
hasta alcanzar €l costo que se obtiene en € 6ptimo al elegir los pivotes con € método aleatorio, puesto que
la mejora en el nimero de evaluaciones de distancia es mucho menor en comparacién con el ahorro en

memoria que se obtiene al utilizar pocos pivotes al mismo costo.

El método de seleccion incremental es directamente aplicable a los algoritmos que utilizan un nimero fijo
de pivotes (FHQT, FQA, LAESA, Spaghettis), y es posible que € criterio de eficiencia definido también
funcione en otros algoritmos de blsgueda que utilicen pivotes (VPT, MVPT, BKT).

Una de las conclusiones mas interesantes obtenidas durante el desarrollo de este trabajo es haber mostrado
gue los buenos pivotes son outliers, pero que degir outliers no implica necesariamente elegir buenos
pivotes. El criterio de eficiencia definido a partir de los histogramas de distancias se sostuvo en todos los
espacios métricos en donde se probé el método incremental de seleccién, y siempre se mejord la

complejidad total del algoritmo de blsqueda en proximidad.

Esto conlleva a discutir la manera en como se plantean las heuristicas de seleccion de pivotes: no
necesariamente una heuristica que funcione bien en un espacio métrico en particular va a funcionar bien
en todos los espacios métricos. En particular, elegir outliers como buenos pivotes es una heuristica que ya
habia sido recomendada por algunos autores [15,24] y justificada con algunos ejemplos particulares. Sin
embargo, los resultados experimentales muestran que no siempre esta heuristica mejora el rendimiento del
algoritmo de busqueda, y que incluso a veces funciona peor que al elegir los pivotes con el método
aleatorio.

Lo anterior también plantea una nueva interrogante: ¢Es valido probar méodos de seleccién de pivotes en
espacios vectoriales sintéticos, con elementos uniformemente distribuidos y consultas al azar? La ventaja
de realizar los experimentos con espacios vectoriales tratados como espacios métricos (sin utilizar la

informacion de las coordenadas, solamente la funcidn de distancia) es que se puede fijar con precision la
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dimension del espacio métrico con el cual se desea trabajar, pero, como se vio con € método de seleccion

deoutliers, también puede llevar a conclusiones empiricas erréneas.

Otro tema que queda abierto a discusion es como adaptar el método incremental de seleccidn de pivotes
para utilizarlo en algoritmos de blsqueda basados en clustering. Se puede conjeturar que € método no
debiera elegir buenos centros para las clusters, puesto que podria eegir un eemento completamente
aidado de los clusters que existan dentro del espacio métrico, y en ese caso dicho elemento seria un

pésimo centro.
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Apéndice A: Pseudocodigo de los métodos de seleccion de pivotes

A.1 Seleccion aleatoria de pivotes

/* E->n == nunero de el enentos del conjunto E
E->puntos[i] == i-esinp elenento del conjunto E
P->puntos[i] == i-esinb elenento del conjunto de pivotes P

Se eligen k elenentos de E al azar, sin repeticiones, y dichos
el enent os conformaran el conjunto de pivotes
*/

Pi votes creaPi votesAzar(Espacio E, int k)
begi n
Pi votes P
for i=1to k
begi n
azar =r andon(n) ;
whil e (azar ya haya si do el egi do antes)
azar =r andom( n) ;
P- >punt os[ i ] =E- >punt os[ azar] ;
end
return P

end
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A.2 Seleccion de N conjuntos aleatorios

nunero de iteraciones

/* Dat os conoci dos: N
A

pares de elenmentos para calculo de | a nedia de

Se eligen N conjuntos de pivotes al azar, se elige aquel que
maxi mce |la nedia de |la distancia D, |a cual se estinma con A pares de
el ementos de E
*/

Pi votes creaPi votesSel ec(Espacio E, int k)
begi n
Pi votes P, Paux;
float dim nmax;
P=creaPi vot esAzar (E, Kk);
max=nedi aD(P, A);
for i=2 to N
begi n
Paux=cr eaPi vot es(E, k);
di menedi aD( P, A)
i f(di mPmax)
begi n
P=Paux
max=di m
end
end
return P

end
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A.3 Seleccidn incremental

/* Datos conocidos: N = nunero de iteraciones
A

pares de elenmentos para calculo de |la

nmedi a de D

Se eligen | os pivotes increnental mente, agregando aquel que
maximce la nedia de |la distancia D al considerar fijos |os
pi vot es previ anente el egi dos

*/

Pi votes creaPi voteslncr(Espacio E, int k)
begi n
Pi votes P
i nt ungi do, selec;
float dim nmax;
for i=1to k
begi n
/* Se elige un candidato inicial */
sel ec=randon(n) ;
whi | e(sel ec ya haya si do el egi do antes)
sel ec=randon(n);
P- >punt os[ i ] =E- >punt os|[ sel ec] ;
max=nedi aD( P, A)
ungi do=sel ec;
for j=2 to N
begi n
/* Se busca nuevo cantidato */
sel ec=randon(n);
whi | e(sel ec ya haya sido escogi do antes)
sel ec=randon(n) ;
P- >punt os[ i ] =E- >punt os[ sel ec] ;
di menedi aD(P, A)
i f (di nPmax)
begi n
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max=di m
ungi do=sel ec;
end
end
P- >punt os[ i ] =E- >punt os[ ungi do] ;
end
/* Se retorna conjunto de pivotes escogi dos */
return P;

end
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A.4 Seleccion de 6ptimo local

/*

*/

/*

*/

Dat os conoci dos: N = nunero de iteraciones
A

pares de elenmentos para calculo de |la

nmedi a de D

Se eligen un conjunto de pivotes al azar. Luego se elige una
victima, el pivote que nenos contri buye al val or de la nedia de
D, y se intenta canmbiar por otro pivote que tenga una

contri buci on mayor

Esta funcion calcula la matriz Mcon | a diferencia de di stancia

entre los A pares de elenentos y los k pivotes el egi dos

Matriz cal culaM P, A
begi n

for i=1to A
begi n
pl=prinmer elenento del i-esino par de el enentos;
p2=segundo el enento del i-esinp par de el enentos;
for j=1to k
begi n
pj =P->punt os[j];
Mil[j]=abs(d(p2, pj)-d(pl, pj));
end
end

return M

end



/* Este procedinmiento calcula el indice, por cada fila, de |la
col umma donde se encuentra el pivote con mayor contribucion y
el pivote con segunda mayor contribucion

*/

void cal cul alndices(Matriz M int indicelA], int indice2[A])
begi n
fl oat max, nmax2, aux;
for i=1to A
begi n
max=0. 0;
i ndi ce[i]=0;
max2=0. O;
i ndi ce2[i]=0;
for j=0 to k
begi n
aux=Mi][j];
i f (max<aux)
begi n
max2=nex;
indice2[i]=indice[i];
max=aux;
indice[i]=j; /* Marca el indice del val or naxino */
end

el se i f (max2<aux)

begi n
max2=aux;
indice2[i]=]; /* Marca el indice del 2° valor maxinmo */
end
end
end
end
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/* El nmetodo de sel ecci 6n de pivotes propianente tal */

Pi votes creaPi votesOptl (Espacio E, int k)
begi n
int indice[A], indice2[A], victinma, selec, inmaxcontr, ivictina;
Pi votes P
Matriz M
fl oat max, max2, aux, contribucion[k], nin, contrnp, naxcontr
Punto pl, p2, np;
/* Se elige un grupo de k pivotes al azar */
P=creaPi vot esAzar (E, Kk);
/* Se calcula matriz M*/
Mecal cul aM P, A)
/* Se cal culan | os indices que hay que cal cular */
cal cul al ndi ces(M indice, indice2);
/* Se itera N veces */
for veces=1 to N
begi n
/* Se evalua | a contribucion de cada pivote */
for(i=0; i<A i++)
begi n
contribucion[indice[i]]=
contribucion[indice[i]]+Mi][indice[i]]-Mi][indice2[i]];
end
/* Se elige el peor pivote, la victina */
vi ct i ma=0;
m n=cont ri buci on[ 0] ;
for j=1to k

begi n
i f(contribucion[j]<nm n)
begi n
victim=j;

m n=cont ri buci on[j];
end
end

maxcont r =0. O;
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i maxcont r=0;
for j=1to X
begi n
/* Se elige un nuevo pivote reenplazante de la victina */
sel ec=randon(n);
whi | e(sel ec ya haya sido escogi do anteriornmente)
sel ec=randon(n) ;
/* Se cal cula contribucion del nuevo pivote */

np=E- >punt os[ sel ec] ;

cont r np=0. O;

for i=1to A

begi n
pl=prinmero punto del i-esinb par de el enentos;
p2=segundo punto del i-esino par de el enentos;

aux=abs(d(p2, np)-d(pl, np));
if (aux>Mi][indice[i]])
begi n
contrnp=contrnp+aux-Mi][indice[i]];
end
end
i f (maxcontr<contrnp)
begi n
maxcont r =cont r np;
i maxcont r =sel ec;
end
end
/* Si contribucion de nuevo pivote es mayor a la de la
victima, se agrega nuevo pivote y se quita a la victim */
i f (maxcontr>contribucion[victina])
begi n
np=espaci o- >punt os[ i maxcontr];
pi vot es- >punt os[ vi ct i na] =np;
/* Se actualiza columa victima de matriz M */
Mractual i zarM P, A);
/* Se cal cul an nuevos arregl os de indices */

cal cul al ndi ces(M indice, indice2);
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end
end
return P;

end
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