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Algoritmos Probabilisticos Basados en Particiones

Compactas para Buisquedas en Proximidad

La busqueda en proximidad en espacios métricos consiste en encontrar objetos de la base de datos que
sean “parecidos” o “relevantes” a una consulta dada. Este concepto tiene una amplia gama de aplicaciones

practicas en mineria de datos, bases de datos multimediales, recuperacién de informacién, etc.

El mayor obstaculo en la biisqueda de objetos en un espacio métrico es la denominada “maldicién de la
dimensionalidad”, la cual hace que dicha busqueda sea intrinsecamente dificil en los espacios de dimensién
alta, independientemente del algoritmo utilizado para realizarla. Sin embargo, éste es un caso en donde un
algoritmo probabilistico puede ser de gran utilidad, dado que en general el concepto de relevancia que se
intenta modelar posee un cierto grado de inexactitud. En estas aplicaciones, encontrar la mayoria de los

objetos relevantes es mas que suficiente, sobre todo si el costo de la busqueda se reduce dréasticamente.

En esta tesis se proponen dos técnicas probabilisticas basadas en particiones compactas (es decir, en
particionar el conjunto en zonas espacialmente compactas) para realizar bisquedas en proximidad. La idea de
estas técnicas es fijar de antemano la cantidad de trabajo a realizar durante la busqueda y recorrer los objetos
de la base de datos en un orden promisorio, de modo de encontrar rapidamente objetos cercanos a la consulta.
Para esto, primero se modificé un algoritmo incremental que recupera los objetos en orden de cercania a
la consulta, revisandolos en el orden de promisoriedad dado por la cota inferior de la distancia a su zona.
Luego, se observé que basta con ordenar las zonas segun algun criterio de promisoriedad, para posteriormente
recorrerlas en dicho orden. Si bien el método de cota inferior es éptimo para buscar los k vecinos més cercanos,
otros criterios de ordenacion resultaron ser mas efectivos para la busqueda probabilistica. Las ventajas de
las técnicas propuestas con respecto a las ya existentes son: requerimientos de memoria significativamente
menores, tiempo de bisqueda acotado, obtencién incremental de la respuesta (pudiéndose interrumpir en

cualquier momento), y mejor escalabilidad al aumentar la dimensién del espacio.

Se implementaron ambas técnicas y se realizaron experimentos tanto en espacios sintéticos como en
ejemplos reales. Se observa que se recupera la mayoria de los objetos relevantes recorriendo sélo una fraccién
de la base de datos, incluso en dimensiones tan altas como 128 en el caso de los espacios vectoriales. Como
ejemplo de un caso real, en una base de documentos se recuperé mas del 99% de los textos relevantes
recorriendo apenas un 17% de la base de datos. Una consecuencia practica de este estudio es que es posible
aplicar el enfoque de bisqueda en espacios métricos a aplicaciones reales en donde antes no era posible, como

lo es la busqueda de documentos similares, un problema cldsico en Recuperacion de la Informacién.
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Capitulo 1

Introduccion

Muchas aplicaciones computacionales necesitan buscar informacién dentro de una base de datos. En
las bases de datos tradicionales dicha biisqueda corresponde a una bisqueda exacta. En este enfoque,
los elementos de la base de datos se definen como registros o datos estructurados, los cuales poseen
campos con valores escalares como por ejemplo enteros, reales o secuencias de caracteres (strings).
Al realizar una bisqueda en la base de datos se compara el valor requerido, que se denominard [lave
de bisqueda o simplemente llave, con un determinado campo de cada registro, reportando todos
aquellos elementos que coincidan exactamente con la llave de bisqueda. Por ejemplo, suponga que
se desea buscar en una base de datos bancaria la informacién personal de un cliente. Para recuperar
dicha informacién se puede utilizar el RUT del cliente como llave de bisqueda, ya que sélo puede
haber un cliente por cada nimero de RUT, y por lo tanto la informacion recuperada, en caso que
exista un registro en la base de datos con el RUT especificado, tiene que ser la informacion del

cliente requerido.

El concepto de busqueda exacta no se limita solamente a calces exactos con la llave de biisqueda,
sino que también permite buscar elementos en donde un determinado campo posea un valor que
se encuentre dentro de un cierto rango definido por la llave. Por ejemplo, si se desean recuperar
todos los movimientos bancarios realizados por un cliente entre el 10 y el 15 de febrero del ano en
curso, entonces ademds del RUT se necesitard comparar las fechas de las transacciones y verificar
si corresponden o no al periodo requerido, reportando sélo aquellas transacciones que pertenezcan

al cliente en particular y que hayan sido realizadas dentro del rango de fechas definido.



No obstante lo anterior, en la actualidad existen muchas bases de datos que contienen informa-
cién no estructurada, como por ejemplo imégenes, sonidos, texto libre y otros, en donde no siempre
es claro como definir un registro por cada elemento perteneciente a la base de datos. Aunque
existan formas de estructurar dicha informacién de la manera tradicional, es posible que la llave
de busqueda de una consulta sea un elemento que no pertenezca a la base de datos, en donde se
requiere recuperar algin elemento de la base de datos que sea “parecido” o “relevante” con respecto
a la llave de busqueda. Por ejemplo, suponga que se desea encontrar en una base de datos de
documentos todos los textos similares a un documento q. Se podria pensar que basta con buscar
documentos que compartan algunas palabras con las que aparecen en ¢, pero primero habria que
definir algin mecanismo que permita detectar las palabras “relevantes” de g para luego poder rea-
lizar dicha busqueda en la base de datos. En la practica, los mejores resultados, en términos de
relevancia de las respuestas, se obtienen definiendo una medida de similaridad entre documentos y
recuperando los mdas similares a ¢q. Este tipo de consultas corresponden al concepto denominado

como busqueda en prozimidad.

La busqueda en proximidad tiene una amplia gama de aplicaciones computacionales practicas

en distintas dreas, tales como:

e Bases de datos multimediales, donde el concepto de bisqueda exacta no es de utilidad, sino que
se realizan busquedas de objetos similares. Por ejemplo, los dispositivos biométricos realizan
una lectura de alguna caracteristica fisica de un individuo, su huella digital por ejemplo, para
luego buscar dentro de una base de datos y verificar si el individuo esta registrado o no. Es
muy improbable que dos objetos multimediales sean idénticos a no ser que sean copias digitales

del mismo objeto.

e Clasificacion y aprendizaje, donde se tiene un sistema con elementos clasificados segiin algunas
caracteristicas definidas, y se desea clasificar un nuevo elemento de acuerdo al elemento més

“cercano” a éste que ya pertenezca al sistema.

e Compresion y transmision de video, donde se transmite una senal de video dividiendo la imagen
en varias “subimdgenes”, transmitiendo la primera imagen completa y luego retransmitiendo
solo las subimdgenes que varien con respecto a aquellas previamente transmitidas por sobre

un cierto nivel de tolerancia, lo cual se determina mediante una busqueda en proximidad.

e Recuperacion de texto, donde es necesario buscar palabras en una base de datos de documentos



permitiendo un pequeno niimero de errores en caso que, por ejemplo, la palabra haya sido mal

tipeada al momento de realizar la consulta.

e Recuperacion de Informacion, donde es necesario buscar documentos que sean relevantes a

una consulta dada.

e Biologia computacional, donde se necesita buscar secuencias de proteinas o de ADN en una
base de datos, permitiendo algunos errores debido a variaciones tipicas. Dichas secuencias

pueden ser modeladas como secuencias de caracteres.

Todas estas aplicaciones préicticas tienen en comun que los elementos pertenecientes a la base de
datos forman un espacio métrico [15], esto es, es posible definir una funcién d real no negativa entre
los elementos, llamada distancia o métrica, que satisface las propiedades de positividad estricta,
simetria y desigualdad triangular. Por ejemplo, un espacio vectorial normado es un caso particular
de espacio métrico, donde los elementos son tuplas de nimeros reales. En los espacios vectoriales
es posible definir distintas funciones de distancia, pero la més ampliamente utilizada es la familia
de distancias de Minkowski [26].

En general, la funcién de distancia es considerada computacionalmente costosa de calcular. Por
ejemplo, calcular la distancia entre dos huellas digitales puede resultar bastante costoso comparado
con otras operaciones realizadas durante la busqueda. Es por esto que es usual definir la comple-
jidad de la biisqueda en proximidad como el nimero de evaluaciones de distancia realizadas para
responder una consulta, obviando otros costos tales como el tiempo de CPU utilizado en operaciones
adicionales o el costo de Entrada/Salida (E/S).

Existen dos tipos de consultas tipicas en bisqueda en proximidad, las cuales son:

e Consulta por rango: se desea recuperar los elementos de la base de datos que se encuentren

dentro de un cierto radio de tolerancia a un elemento de consulta dado.

e L vecinos mds cercanos: se desea recuperar los k elementos de la base de datos mas cercanos

a un elemento de consulta dado.

Una manera trivial de responder ambos tipos de consulta es realizando una bisqueda exhaustiva

en la base de datos, esto es, comparando todos los elementos de la base de datos con el elemento



de consulta y retornando aquellos que se encuentren suficientemente cerca de éste, pero por lo
general esto resulta ser demasiado costoso para las aplicaciones de la vida real. Los algoritmos de
bisqueda en proximidad construyen un indice de la base de datos que, en conjunto con la desigualdad
triangular, permite filtrar elementos sin medir su distancia real al elemento de consulta, con lo cual
se evita realizar la bisqueda exhaustiva. Existen muchos algoritmos de bisqueda en proximidad,
los cuales se dividen en dos grandes dreas: algoritmos basados en pivotes [8, 4, 12, 31, 6, 32, 29, 22,

11, 28] y algoritmos basados en particiones compactas [25, 18, 24, 16, 13, 23, 7].

Un problema inherente a la bisqueda en proximidad en espacios métricos es que dicha biisqueda
se torna mas dificil mientras mayor sea la dimensién intrinseca del espacio, hecho conocido como la
maldicion de la dimensionalidad. La dimensién intrinseca de un espacio métrico se define en [15]
como p?/20%, donde i y o2 son la media y la varianza del histograma de distancias del espacio
métrico. Esta definicién es coherente con la nocién de dimensiéon en un espacio vectorial con
coordenadas uniformemente distribuidas. En [15] se muestra analitica y experimentalmente que las
busquedas se degradan sistematicamente a medida que la dimensién intrinseca del espacio métrico
aumenta. Esto ocurre debido a dos causas: en primer lugar, se observa en los espacios métricos de
dimensién intrinseca alta que el histograma de distancias es muy concentrado (varianza pequena),
lo cual entrega poca informacién a la hora de filtrar elementos (en el caso extremo, se tiene un
espacio donde d(z,z) = 0y Yy # z,d(z,y) = 1, donde es imposible evitar realizar una bisqueda
exhaustiva); en segundo lugar, para recuperar una fraccién fija de la base de datos, es decir, recuperar
un nimero constante de vecinos cercanos, es necesario utilizar un radio de bisqueda mayor, ya que
los elementos se encuentran mas “alejados” entre si a medida que la dimensién del espacio crece.

En general, ambas causas ocurren simultdneamente.

Se observa que los algoritmos basados en particiones compactas tienen un mejor desempeno
cuando la dimensién intrinseca del espacio es alta en comparacién con los algoritmos basados en
pivotes [15, 13], y que éstos necesitan elevados requerimientos de memoria para poder superar a su
contraparte. Existen muchas aplicaciones practicas donde la dimensién del espacio es alta, por lo
que es interesante estudiar y mejorar mecanismos que tienen un buen rendimiento en este tipo de

espacios.

En [14] se presenta un algoritmo probabilistico de busqueda en proximidad basado en pivotes
que aprovecha la alta dimensionalidad del espacio para realizar la busqueda de manera mas eficiente,

pudiendo perder algunos elementos relevantes. El algoritmo se basa en una reduccién del radio de



tolerancia utilizado al realizar una consulta. Como el costo de biisqueda crece exponencialmente
con el radio de tolerancia, una pequena reduccién redunda en una busqueda mucho més rapida.
En dicho trabajo se muestra que incluso cuando la reduccién del radio es pequena y “pierde” muy
pocos elementos, se reduce drasticamente el tiempo de busqueda. Sin embargo, como se habia
observado con anterioridad, los algoritmos basados en pivotes requieren de cantidades imprécticas
de memoria para almacenar el indice en dimensiones altas, por lo que resultaria muy interesante
aplicar el método probabilistico a un algoritmo basado en particiones compactas, sabiendo que éstos

son mas eficientes en espacios con dimensién alta.

En esta tesis se pretende realizar un estudio similar al de [14], pero ahora enfocdndose en un
algoritmo de biisqueda basado en particiones compactas. El estudio comprenderd una revisién de
los algoritmos exactos de busqueda en proximidad que existen en la actualidad, la forma en la
cual se puede aplicar un enfoque probabilistico a un algoritmo basado en particiones compactas
para mejorar su rendimiento, y un andlisis de cémo afecta dicho enfoque en la calidad de los
resultados obtenidos, es decir, cuanta informacién relevante se pierde en comparacion a la mejora

en el rendimiento del algoritmo de busqueda.



Capitulo 2

Conceptos Basicos

Todas las aplicaciones pricticas que realizan bisquedas en proximidad comparten el hecho que
necesitan encontrar objetos que estén cercanos, donde la cercania se define en términos de una
funcién de distancia. En este capitulo se define formalmente el concepto de espacio métrico, se

muestran algunos ejemplos particulares y se definen las consultas tipicas de busqueda en proximidad.

2.1 Espacios métricos

Sea X el universo de los elementos vélidos, también denominados objetos, que pueden pertenecer
a la base de datos. El par (X,d) representa un espacio métrico si y sélo si d es una funcién

d: X x X — R que cumple con las siguientes propiedades:

Simetria: Vz,y € X,d(z,y) = d(y,z).

Reflexzividad: Yz € X,d(z,z) = 0.

Positividad estricta: Y,y € X,z # y = d(z,y) > 0.

Desigualdad triangular: Vz,y,z € X,d(z,2z) < d(z,y) + d(y, z).



La funcién d se denomina distancia o métrica del espacio X.

2.2 Ejemplos de espacios métricos

A continuacién se presentarian dos ejemplos particulares de espacios métricos: espacios vectoriales

y documentos representados como vectores.

2.2.1 Espacios vectoriales

Un espacio vectorial R* es un conjunto de k-tuplas de ntimeros reales. Los espacios vectoriales
son un caso particular de espacio métrico, donde es posible definir distintas funciones de distancia.

Dentro de las més conocidas esté la familia de distancias de Minkowski, que se define como:

1/s

Ls ((wla"'axk)’(yla"'ayk)) = Z |xi_yi|s (21)
1<i<k

Algunos ejemplos de métricas pertenecientes a esta familia de distancias son:

e [, conocida como distancia Manhattan:

k

Ly (@1, mk)s (s 08) = 3 lzi — il (2.2)

=1

e L9, conocida como distancia Euclidiana:

Ly (21, 2k), (1,5 0k)) = (2.3)

e L, conocida como distancia del mdzrimo, que corresponde a tomar el limite cuando s tiende

a infinito:



k
Ly ((xla' B ,(L‘k), (yla' i 7?/16)) = ffl:aquz - yl| (24)

La Figura 2.1 muestra una comparacién de las distancias Ly para distintos valores de s. Todos
los puntos que se ubican en el perimetro de las figuras se encuentran a la misma distancia de su

centro respectivo.

L L

Figura 2.1: Distancias de Minkowski para distintos valores del pardmetro s.

Si solo se utiliza la funcion de distancia para realizar bisquedas en un espacio vectorial, es decir,
no se utiliza la informacién de las coordenadas de los objetos del espacio, entonces es facil simular
bisquedas en un espacio métrico general teniéndose una ventaja adicional: es posible controlar

exactamente la dimensién del espacio métrico en estudio.

2.2.2 Modelo vectorial de documentos

En recuperacién de la informacién [5] se define un documento como una “unidad de recuperacién”,
la cual puede ser un parrafo, una seccién, un capitulo, una pagina Web, un articulo o un libro
completo. Los modelos cldsicos en recuperacién de la informacion consideran que cada documento
estd descrito por un conjunto representativo de palabras claves llamadas términos, que son palabras

cuya semantica ayuda a definir los temas principales del documento.

Uno de estos modelos, el modelo vectorial, considera un documento como un vector ¢-dimensional,



donde ¢ es el numero total de términos del sistema. Cada coordenada i del vector estd asociada a
un término del documento, cuyo valor corresponde a un “peso” positivo w;; si es que dicho término
pertenece al documento 6 0 en caso contrario. Si D es el conjunto de documentos y d; es el j-ésimo

documento perteneciente a I, entonces d; = (w1, waj, ..., W)

En el modelo vectorial se calcula el grado de similitud entre un documento d y una consulta
q, la cual puede ser vista como un conjunto de términos o como un documento completo, como el
grado de similitud entre los vectores d; y ¢. Esta correlacién puede ser cuantificada, por ejemplo,

como el coseno del dngulo formado entre ambos vectores:

t
_ _ iz Wi X Wig (2.5)
. t t
|d;] x |q] \/Zi:l w%j Xy w%q

donde wj, es el peso del i-ésimo término en la consulta g.

Los pesos de los términos pueden calcularse de varias formas. Una de las mds importantes es

utilizando esquemas tf-idf, en donde los pesos estdn dados por:

N
wij = fz',j X lOg <n—>
i

donde N es el numero total de documentos, n; es el nimero de documentos en donde el 7-ésimo

término aparece, y f; ; es la frecuencia normalizada del i-ésimo término, dada por:

fregi;
maXz:L..t(fTeq&j)

fij=

donde freg; ; es la frecuencia del i-ésimo término en el documento d;, y maxe—;_¢(f rquyj) es el

maximo valor sobre todos los términos contenidos en d;.

Si se considera que los documentos son puntos en un espacio métrico, el problema de la bisqueda
de documentos similares a una consulta dada se reduce a una bisqueda en proximidad en el espacio

métrico. Dado que sim(dj,q) sélo es una medida de similaridad, que en particular no cumple



con la desigualdad triangular, se utiliza el dngulo formado entre los vectores d; y ¢, d(dj,q) =

arccos(sim(dj, q)), como funcién de distancia. Por lo tanto, (ID,d) es un espacio métrico.

2.3 Busqueda en proximidad en espacios métricos

Sea U C X el conjunto de objetos que conforma la base de datos, con |Ul = n (note que (U, d)
también es un espacio métrico). El concepto de bisqueda en prozimidad consiste en recuperar

todos los elementos pertenecientes a U que sean similares a un elemento de consulta ¢ € X.

Existen dos consultas tipicas de busqueda en proximidad:

e Consulta por rango: una consulta por rango (gq,r)q consiste en recuperar todos los elementos

u € U que se encuentren a lo més a distancia r € R™ del objeto de consulta g:

(q,7)g = {u € U,d(u,q) <7}

La Figura 2.2 muestra un ejemplo de una consulta por rango en un espacio vectorial de
dimensién 2, donde (q,7)r, = {us,u10,u14}. El drea del espacio definida por la consulta
(q,7)q se conoce como la bola de consulta, y todos los objetos que caen dentro de ella son los

relevantes a la consulta.

u3
O ul2
O
u2
u4 PR PO O
R ul0 "~
ut1 /U8 o N
u7 O + O g |
O | uid 12
N I
uls s,
O \\i-_—/
ul
8 O ul3
O u8

Figura 2.2: Ejemplo de una consulta por rango en un espacio vectorial de dimension 2.
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e Consulta por los k vecinos mds cercanos (k-NN): consiste en recuperar los k£ elementos mas
cercanos a ¢ en U. Esto es, recuperar un conjunto C' C U tal que |C| =k y Vz € C,y €
U- C,d($,Q) S d(y,q)

La consulta mas bésica es la consulta por rango, pudiéndose implementar la bisqueda de los k

vecinos mas cercanos a partir de consultas por rango.

Una manera trivial de responder ambos tipos de consulta es realizando una buisqueda exhaustiva,
esto es, examinando completamente la base de datos. De hecho, esta es la tinica manera de realizar
busquedas en proximidad si no es posible preprocesar la informacién para construir un indice que
ayude a responder las consultas. Sin embargo, en términos generales la funcién de distancia se
considera computacionalmente costosa de calcular. Piense, por ejemplo, en un dispositivo biométrico
que necesita comparar huellas digitales para identificar a una persona en particular. El proceso
de comparar dos huellas digitales, esto es, medir a qué distancia se encuentran, es un proceso
complicado y costoso desde el punto de vista computacional. Por este motivo, no es practico
realizar una busqueda exhaustiva para realizar bisquedas en proximidad en aplicaciones reales, ya
que tomaria mucho tiempo responder cada consulta realizada. En este estudio se utilizara el numero
de computos de distancia como la medida de complejidad de los algoritmos de bisqueda, obviando

otros costos tales como E/S o tiempo extra de CPU.

Un algoritmo de indexamiento es un procedimiento que construye una estructura de datos de-
nominada indice, el cual permite realizar busquedas en proximidad evitando, en lo posible, el tener
que revisar toda la base de datos, ahorrandose evaluaciones de distancia al momento de realizar las
consultas. Todos los algoritmos de biisqueda en espacios métricos se basan en el descarte de objetos
utilizando la desigualdad triangular, lo cual evita el tener que medir su distancia real con el objeto

de consulta.
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Capitulo 3

Algoritmos de Busqueda en

Proximidad en Espacios Métricos

El objetivo de estos algoritmos es reducir al minimo el niimero de evaluaciones de distancia necesarios

para responder las consultas, ya sean por rango o los k£ vecinos méas cercanos.

Los algoritmos de biisqueda en espacios métricos se dividen en dos grandes areas: algoritmos
basados en pivotes y algoritmos basados en particiones compactas (ver [15] para un estudio com-

pleto).

3.1 Algoritmos basados en pivotes

Un pivote es un objeto distinguido dentro de la base de datos. Los pivotes sirven para filtrar objetos
en una consulta utilizando la desigualdad triangular, sin medir directamente la distancia entre el
objeto de consulta y los objetos descartados. A continuacion se describird el algoritmo canénico de

busqueda en proximidad basado en pivotes.

Sea (X, d) un espacio métrico y U C X un conjunto de objetos. Dada una consulta por rango

(¢,7)q y un conjunto de k pivotes {p1,...,pr}, pi € U, por la desigualdad triangular, para cualquier

12



z € X, se cumple que d(p;,z) < d(pi,q) + d(q,z), y ademds que d(p;,q) < d(p;,z) + d(x,q). De
ambas ecuaciones se sigue que una cota inferior para d(q,z) es d(q,x) > |d(p;,x) — d(pi,q)|- Los
objetos u € U de interés son aquellos que satisfacen d(q,u) < 7, por lo que pueden ser excluidos

todos aquellos objetos que satisfagan la siguiente condicion de exclusion:

|d(pi,u) — d(pi,q)| > r para algin p; (3.1)

sin necesidad de evaluar directamente d(q, u).

Si el conjunto U contiene n objetos, se construye un indice consistente en las kn distancias d(u, p;)
entre cada objeto perteneciente a U y cada pivote. Al momento de realizar una consulta por rango
s6lo es necesario calcular las k distancias entre los pivotes y ¢ para poder aplicar la condicién
de exclusién (3.1). Dichas evaluaciones de distancia se conocen como la complejidad interna del

algoritmo de buisqueda, y dicha complejidad es fija si se utiliza un ntimero fijo de pivotes.

La lista de objetos {u1,...,un} C U que no fueron excluidos, conocida como la lista de objetos
candidatos, debe ser comparada directamente con q. Dichas evaluaciones de distancia son conocidas

como la complejidad externa del algoritmo de buisqueda.

La complejidad total del algoritmo es la suma de las complejidades interna y externa, k + m.
Dado que una se incrementa y la otra disminuye con k, existe un numero 6ptimo k* de pivotes
que depende del radio de tolerancia de la consulta. Sin embargo, en la practica £* resulta ser muy
grande, por lo que no es posible almacenar las k*n distancias, y el indice se compone del niimero

maximo de pivotes que la memoria disponible permita.

En general, el conjunto de pivotes se elige en forma aleatoria, aunque se han propuesto algunas

técnicas de seleccién de pivotes que mejoran significativamente el rendimiento [10].
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3.1.1 Ejemplos de algoritmos basados en pivotes

Estos algoritmos difieren de la version candnica en la forma como se utilizan los pivotes, que puede
ser un poco mas sutil. Algunos utilizan un arbol como estructura de datos para indexar la base de
datos, en donde las raices de los subarboles corresponden a los pivotes. Otros utilizan tiempo de

CPU adicional para ahorrar espacio en memoria y asi poder almacenar mas pivotes.

Burkhard-Keller Tree

Este algoritmo, presentado en [8], fue una de las primeras soluciones para la biisqueda en espacios
métricos donde la funcién de distancia es discreta. Consiste en construir un drbol (Burkhard-Keller
Tree o BKT) a partir de un nodo p elegido arbitrariamente del conjunto de objetos. Para cada
distancia ¢ > 0 se define el subconjunto de los objetos que se encuentran a distancia i de la raiz
p. Para cada uno de los subconjuntos no vacios se crea un hijo de p, en donde recursivamente se
construye un BKT. El proceso se repite hasta que quede un solo objeto en el subconjunto o hasta

que queden menos de b objetos, los cuales se almacenan en un bucket.

Dada una consulta por rango (g,7)q, sélo se examinan aquellas ramas en donde se cumpla
que d(p,q) —r < i < d(p,q) + r, y se procede recursivamente en cada subarbol, anadiéndose a
los resultados todos aquellos objetos encontrados durante el recorrido del arbol que se encuentren
a distancia menor o igual que r de g. Al llegar a una hoja del BKT, se realiza una busqueda
exhaustiva sobre todos los objetos contenidos en ella. La desigualdad triangular asegura que el

algoritmo responde la consulta de manera correcta.

Las raices p de todos los subarboles del BKT corresponden a los pivotes que utiliza el algoritmo

para indexar el espacio métrico, aunque los pivotes son sélo ttiles en el subarbol del que son raices.

Fixed-Queries Tree

En [4] se presenta el algoritmo Fized-Queries Tree o FQT, que es una variante del algoritmo BKT

donde se ocupa un solo pivote para cada nivel del arbol, es decir, un solo pivote p es la raiz de todos
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los subarboles de un mismo nivel.

El algoritmo para responder consultas es exactamente el mismo que el del BKT, pero en este
caso sblo se calcula la distancia entre el pivote y la consulta una vez por nivel. Por otro lado, los

arboles FQT tienden a ser mds altos que los BKT.

Fixed-Height FQT

En [4] también se presenta el Fized-Height FQT o FHQT, que es una variante del FQT en donde
todas las hojas se encuentran a la misma altura h, independientemente del tamano de los buckets. El
FHQT equivale exactamente a indexar el espacio con h pivotes fijos, pero el d&rbol permite encontrar

los objetos candidatos con un costo de CPU menor.

Fixed Queries Array

En [12] se presenta el Fized Queries Array o FQA. Este algoritmo representa en forma compacta
un FHQT, utilizando un arreglo, lo que, a cambio de un factor de CPU extra de O(log(n)), permite

ahorrar memoria y por ende utilizar una mayor cantidad de pivotes.

Vantage Point Tree

Este algoritmo [31] permite realizar consultas cuando la funcién de distancia es continua. El Vantage
Point Tree o VPT consiste en construir un arbol binario, en donde la raiz es un objeto p elegido
aleatoriamente del conjunto de objetos. Luego, se calcula la mediana del conjunto de todas las
distancias, como M = mediana{d(p,u),u € U}. Aquellos objetos u € U tal que d(p,u) < M son
insertados en el subarbol izquierdo, y los restantes son insertados en el subarbol derecho. Para
responder una consulta (g,r)g en el VPT se calcula dist = d(q,p), donde p es la raiz del VPT.
Si dist — r < M se busca recursivamente en el subdrbol izquierdo, y si dist +r > M se busca
recursivamente en el subarbol derecho. Noétese que es posible entrar en ambos subarboles a la
vez. A medida que se recorre el arbol se anaden a los resultados todos aquellos objetos p que se

encuentren dentro de la bola de consulta.
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Multi Vantage Point Tree

El1 VPT puede ser extendido a arboles t-arios usando t—1 percentiles uniformes en vez de la mediana.
Este algoritmo recibe el nombre de Multi Vantage Point Tree o MVPT [6]. A su vez el MVPT

permite tener varios pivotes por nodo, lo cual lo convierte en un hibrido con el FHQT.

Excluded Middle Vantage Point Forest

Otra extensién al VPT es el Ezcluded Middle Vantage Point Forest o VPF [32]. Este algoritmo esta
disenado para responder consultas por el objeto mas cercano con radio de busqueda limitado, esto
es, encontrar el vecino mas cercano a q si es que éste estd a una distancia de a lo mas r. El indice
excluye en cada nivel del VPT los objetos que se encuentren a distancias intermedias del pivote, y
con esta parte excluida se construye un segundo arbol, con lo que se obtiene un bosque. Con esto
es posible eliminar el backtracking al realizar bisquedas con un radio pequeno, pero es necesario
realizar la bisqueda en todos los drboles del bosque. El algoritmo se puede adaptar para realizar

consultas por rango.

Approximating Eliminating Search Algorithm

Un enfoque completamente distinto es el que utiliza el algoritmo Approzimating Eliminating Search
Algorithm o AESA [29]. El indice construido es simplemente una matriz en donde se precalculan las
@ distancias entre los objetos del espacio U. Dada una consulta por rango (q,7)4, se selecciona
aleatoriamente un objeto p € U y se calcula dist = d(p, q). Se excluyen todos los objetos v € U que
no cumplan con la condicién de exclusion (3.1) para ese pivote p. Como todas las distancias d(p, u)
estdn precalculadas, sélo d(p, q) debe ser calculada al momento de realizar la bisqueda. El proceso
de eleccién de pivotes y exclusién de objetos se repite hasta haber descartado o retornado todos los

objetos.
Este algoritmo es uno de los que tienen mejor rendimiento en la practica, pero tiene costo en

espacio y tiempo de construccién O(n?), lo cual es demasiado costoso incluso para bases de datos

pequenas.
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Linear AESA

Una nueva versién del algoritmo AESA, llamada Linear AESA o LAESA [22], propone utilizar una
cantidad fija de pivotes, k . En este caso, el costo en espacio y tiempo de construccién es O(kn).
Aquellos objetos que no pueden ser excluidos después de considerar los k pivotes son comparados

directamente con la consulta q.

Este algoritmo es practicamente una implementacién directa del algoritmo candnico de biisqueda

en proximidad utilizando pivotes.

Spaghettis

En [11] se presenta este algoritmo de biisqueda en espacios métricos basado en arreglos y que es
una variante de LAESA. Propone reducir el tiempo de CPU extra necesario al realizar una consulta
utilizando una estructura de datos en donde las distancias de los objetos del conjunto a cada pivote
estdn ordenadas, pero necesita espacio extra para almacenar la informacién que permita seguir el

recorrido de un objeto en particular a través de los distintos arreglos.

3.2 Algoritmos basados en particiones compactas

La idea en este caso es dividir el espacio en particiones o zonas lo més compactas posibles, alma-
cenando puntos representativos de dichas zonas, denominados centros, y algunos datos extra que
permitan descartar zonas completas lo mas rapidamente posible al momento de realizarse una con-
sulta. Cada zona a su vez puede ser recursivamente particionada en mas zonas, lo cual induce una

jerarquia de biusqueda.
A continuacién se describen los criterios de exclusién para delimitar las zonas, se explican en

detalle dos de las estructuras de datos mas eficientes para bisquedas en proximidad y se describen

otros algoritmos basados en particiones compactas.

17



3.2.1 Criterios de exclusion

Existen dos criterios generales para delimitar una zona: particion de Voronoi y radio cobertor.

Criterio de particién de Voronoi

Se elige un conjunto de m centros {ci,co,...,cn}. El resto de los objetos se asignan a la zona de
su centro més cercano. Cuando todos los objetos de la base de datos son centros, el concepto de
particién de Voronoi descrito coincide con el concepto de dominio de Dirichlet [3]. La Figura 3.1

ilustra este concepto en un espacio vectorial de dimensién 2.

p3 I

Figura 3.1: Particién de Voronoi de un espacio vectorial de dimension 2.

Al momento de realizar una consulta (q,7)q, se evalian las distancias entre ¢ y los m centros,

escogiéndose el centro mas cercano a ¢, el cual se denominar c.

Si la bola de consulta (gq,7)s intersecta la zona de algin centro distinto a ¢, entonces se debe
revisar exhaustivamente esa zona por si hay objetos que caigan dentro de la bola de consulta. La
Figura 3.2 ilustra esta situacién. Sea z € X un objeto perteneciente a la zona cuyo centro es ¢; y
que se encuentra a distancia menor o igual que r de la consulta ¢. Por la desigualdad triangular se

tiene que:
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Figura 3.2: Condicién de exclusion con criterio de particion de Voronoi.

d(c,z) <d(c,q) +d(q,z) <d(c,q) +r (3.2)

Y también se tiene que:

d(ci,q) < d(ci,w) +d(w,q) < d(ci,z) +r = d(c;,q) —r < d(ci, ) (3.3)

Como z pertenece a la zona de ¢;, se cumple que d(¢;, z) < d(c,z). De esta condicién més (3.2)

y (3.3) se obtiene:

d(ci,q) —r < d(ci,z) < d(c,x) < d(c,q) +r = d(ci,q) —r <d(c,q) +r7 (3.4)

Dada la condicién (3.4), se pueden descartar las zonas cuyo centro ¢; satisfaga la condicién
d(ci,q) > d(c,q) + 2r, puesto que en ese caso dicha zona no puede tener interseccién con la bola de

consulta.
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Criterio de radio cobertor

El radio cobertor es la maxima distancia entre un centro ¢ y algtin objeto perteneciente a su zona,

y se denotard como cr(c).

La Figura 3.3 muestra cudl es el criterio de exclusién utilizando el radio cobertor. Dada una
consulta por rango (g,7)q, se tiene que si d(g,c) —r > cr(c), entonces la bola de consulta no puede
tener interseccién con la zona de centro ¢, y por lo tanto se pueden excluir de la respuesta todos
los objetos pertenecientes a la zona de centro ¢ sin necesidad de chequearlos directamente. En caso
contrario, es necesario revisar exhaustivamente dicha zona por si hay objetos que se encuentren
dentro de la bola de consulta. En la figura, la bola de consulta (gi,7) no tiene interseccién con la
zona de centro ¢, por lo que no es necesario revisar los objetos que pertenezcan a dicha zona. Por el
contrario, en las consultas gy y g3 si hay interseccién, lo que hace necesario revisar exhaustivamente

dicha zona en busca de objetos que estén a distancia menor que r de la consulta.

Figura 3.3: Condicién de exclusién con criterio de radio cobertor.
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3.2.2 Spatial Approximation Tree

El Spatial Approxzimation Tree o SAT [23] es una estructura de datos para buisqueda en proximidad
que utiliza tanto el criterio del radio cobertor como el criterio de particion de Voronoi. Utiliza
una cantidad de espacio lineal O(n) con respecto al tamano de la base de datos, tiene un tiempo
promedio de construccién de O(nlog?(n)/log(log(n))) y tiempo promedio de biisqueda sublineal
O(n!' =001/ logllog(n))) en espacios métricos de dimensién alta y O(n®) (0 < « < 1) en espacios

métricos de dimensién baja.

Método de aproximaciéon espacial

La idea de esta estructura es acercarse espacialmente a la consulta, aproximandose a través de los
vecinos de un objeto. Sea U el conjunto de objetos. Cada objeto v € U posee un conjunto de

vecinos N (u), y sélo se permite trasladarse directamente a objetos vecinos.

El proceso de bisqueda para responder consultas del vecino mas cercano de un objeto g € X es
el siguiente: se comienza la bisqueda desde alglin objeto a € U cualquiera y se consideran todos
sus vecinos. Si ningin vecino es mas cercano a g que a a, entonces a es el vecino mas cercano a
q. En caso contrario, se elige algiin vecino b € N(a) que esté mds cercano a ¢ que a, y se continta
la bisqueda por ese vecino. La Figura 3.4 muestra un ejemplo de una bisqueda por aproximacién
espacial. El algoritmo puede verse como un recorrido en un grafo, donde los arcos del grafo conectan

a un objeto con sus vecinos.

Para que el algoritmo descrito funcione, es necesario que el grafo contenga suficientes arcos.
Una solucién es utilizar el grafo completo, pero esto no tiene sentido pues sélo chequear los vecinos
tendria costo O(n). La estructura ideal seria un grafo que tuviera el minimo nimero de arcos y

contestara de manera correcta todas las posibles consultas.

En [23] se muestra que el grafo ideal es el obtenido a través de una triangulacién de Delaunay,
donde los vecinos del nodo u corresponden a los objetos cuya drea de Voronoi comparte un borde con
u. Desafortunadamente, no es posible obtener el grafo de Delaunay de un espacio métrico general
utilizando soélo las distancias entre los objetos del espacio, y se puede demostrar que el inico grafo

que funciona en un espacio métrico arbitrario es el grafo completo [23], lo cual ya se vié que no es
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Figura 3.4: Ejemplo de bisqueda por aproximacién espacial.
util en la préctica.

No obstante lo anterior, es posible hacer dos simplificaciones a la idea descrita y obtener una
solucién factible. La primera simplificacion es restringir el inicio de la bisqueda a un nodo fijo (la
raiz del rbol), y la segunda restriccién es que la estructura sélo pueda responder de manera correcta
consultas por objetos que pertenezcan a la base de datos. Mas adelante se verd que combinando

el método de aproximacion espacial con backiracking es posible responder cualquier bisqueda en

proximidad utilizando esta estructura de datos.

Construccion del SAT

Se elige aleatoriamente un objeto a € U como raiz del arbol. Luego se elige un conjunto de vecinos

N (a) que satisfaga la siguiente condicién:

Ve € U,z € N(a) < Vy € N(a) — {z},d(z,y) > d(z,a) (3.5)

Los vecinos de la raiz a forman un conjunto tal que cualquier vecino se encuentra mas cerca de a
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que de cualquier otro vecino. El “sélo si” (<) de la definicién garantiza que si es posible acercarse
a cualquier b € U, entonces algin objeto en N(a) es més cercano a b que a a, porque durante la
construccién del drbol se colocé como vecinos directos todos aquellos objetos que no estaban més
cerca a algin otro vecino. El “si” (=) de la definicién apunta a que la cantidad de vecinos sea lo

mas pequena posible.

Note que el conjunto N(a) estd definido en términos de si mismo en una manera no trivial, y
que pueden haber multiples soluciones que calcen con la definicién. Por ejemplo, dados b,c € U, si
a se encuentra lejos de b y ¢ y éstos se encuentran cercanos entre si , entonces tanto N(a) = {b}

como N (a) = {c} satisfacen la definicién.

Encontrar el conjunto N(a) més pequeno posible pareciera ser un problema de optimizacién
combinatorial dificil de resolver [23], puesto que al incluir un objeto puede ser necesario sacar otros
previamente elegidos (lo que ocurre entre b y ¢ en el ejemplo anterior). Sin embargo, existe una

heuristica simple que anade mas vecinos que los necesarios, pero que funciona bien en la prictica.

Inicialmente, se comienza con el nodo a y su “bolsa” que contiene los objetos restantes de U.
Primero se ordena la bolsa ascendentemente segiin la distancia a a. Luego, se anaden nodos a N (a),
que inicialmente se encuentra vacio. En cada oportunidad se considera un nuevo nodo b y se verifica

si se encuentra mas cerca a algin objeto de N(a) que a a. Si ese no es el caso, se anade b a N(a).

Una vez finalizado este proceso se tiene un conjunto apropiado de vecinos. Note que la condicién
3.5 se satisface gracias al hecho que se consideraron los objetos en orden de distancia creciente a a.
El “sélo si” de la condicion se satisface claramente, puesto que sélo aquellos objetos que la cumplian
fueron agregados a N(a). El “si” es un poco mas delicado. Sea 2 # y € N(a), si y estd mds cerca
de a que z, entonces y fue considerado primero. El algoritmo de construccién garantiza que si se
insert6 x en N(a), entonces d(z,a) < d(z,y). En cambio si 2 es mds cercano a a que y, entonces
d(y,z) > d(y,a) > d(z,a), lo que significa que un vecino no puede ser removido por un nuevo vecino

insertado posteriormente.
Cada nodo z € U — N(a) se inserta en la bolsa del objeto perteneciente a N(a) mas cercano a

z. Esto se conoce como estrategia de best-fit. Note que esto requiere una segunda pasada sobre U

una vez que N (a) ha sido determinado.
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Una vez terminado con a se procede recursivamente sobre todos sus vecinos, considerando los
objetos que quedaron en su bolsa respectiva. La estructura resultante es un arbol que puede ser
utilizado para realizar bisquedas para cualquier ¢ € U por aproximacion espacial, para consultas de
vecino mas cercano. La razon por la cual funciona es que, al momento de realizar la bisqueda, se
repite exactamente el proceso realizado con ¢ durante el proceso de construccion, esto es, se entra
en el subarbol del vecino mas cercano a ¢ hasta encontrarlo. Lo anterior funciona puesto que ¢ se

encuentra en el arbol, es decir, se estd realizando una buisqueda exacta.

Finalmente, se almacena en cada nodo a su radio cobertor, esto, es la maxima distancia cr(a)
entre ¢ y algiin objeto en alguno de sus subdrboles. Esto servird posteriormente para ahorrar

algunas comparaciones al momento de realizar una busqueda.

La Figura 3.5 muestra en seudocddigo el proceso de construccién del SAT. El método se invoca
inicialmente como ConstruirArbol(a, U-{a}), donde a es un objeto elegido aleatoriamente de
U. Note que, excepto en el primer nivel de recursién, ya se conocen las distancias d(z,a) para
todo z € U y por lo tanto no es necesario volver a calcularlas. De la misma forma, algunas de las
distancias d(z,c) en la linea 10 ya fueron calculadas en la linea 6. La informacién almacenada en

la estructura de datos es la raiz a y los valores de N() y c¢r() para todos los nodos.

Algoritmos de biisqueda en SAT

Consulta por rango (gq,7)4. Si bien, en una consulta general, g ¢ U, las respuestas a la consulta
son objetos ¢' € U, por lo que el drbol se utiliza para simular la busqueda de un objeto perteneciente
a U. Cuando el objeto ¢ es conocido y se comienza la biisqueda en la raiz a, la aproximacién espacial
indica que se debe buscar directamente en el vecino de a méds cercano a q. Como la bisqueda es
sobre un objeto ¢’ desconocido y no se tiene la seguridad de cuél es el vecino de a més cercano a ¢,
se deben explorar varios vecinos. Algunos de ellos pueden ser descartados utilizando que d(q,¢') < r

(ya que los objetos ¢’ se encuentran dentro de la bola de consulta).

Primero se determina cudl es el objeto ¢ méas cercano a ¢, con ¢ € {a} U N(a). Luego, para
todo b € {a} U N(a) se sabe que d(c,q) < d(b,q), pero es posible que d(c,q') > d(b,q') por lo
explicado anteriormente, y no serd posible encontrar ¢’ entrando sélo en el subdrbol de raiz c. En

lugar de esto, se deben visitar todos los vecinos b € N(a) tal que d(q,b) < d(q,c) + 2r (criterio
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ConstruirArbol (Nodo a, Conjunto de nodos S)

1. N(a) « 0 /* vecinos de a */

2. cr(a) < 0 /* radio cobertor */

3. Ordenar S por distancias a ¢ (mis cercanos primero)
4. forveSdo

5. cr(a) + max(er(a),d(v,a))

6. if Vb € N(a), d(v,a) < d(v,b) then N(a) < N(a) U {v}
7. enddo

8. for be N(a) do S(b) + 0 /* subarboles */

9. forveS—N(a)do

10. ¢ <+ argmin(d(v,b)), b€ N(a)

11. S(c) « S(c)U{v}

12. enddo

13. for b€ N(a) do ConstruirArbol (b, S(b)) /* construye subdrboles */

Figura 3.5: Algoritmo de construcciéon del SAT.

de particién de Voronoi). Esto viene de lo siguiente: por la desigualdad triangular para cualquier
u € U se cumple que d(u,q) —r < d(u,q") < d(u,q) + r; si para algin vecino b € N(a) se cumple
que d(q,b) > d(q,c) + 2r, también satisface que d(¢’,b) > d(q,b) —r > d(q,¢) + r > d(¢,c), y
por lo tanto ¢’ no pudo haber sido insertado en el subarbol de b. En cualquier otro caso no existe

seguridad, por lo que debe entrarse en dicho subarbol.

El proceso garantiza que ¢ serd comparado contra todo nodo que no pueda probarse que estd
suficientemente lejos de ¢g. Debe anadirse al resultado todo aquel objeto ¢’ comparado con ¢ y que
cumpla d(q,q') < r. Como puede observarse, lo que inicialmente se concibié como una biuisqueda
por aproximacion espacial a través de un camino simple se combina ahora con backiracking, por
lo que se debe buscar por varios caminos. La Figura 3.6 muestra como se realiza el proceso de
busqueda, donde la raiz del arbol es p11. Todas las ramas marcadas fueron recorridas, pero sélo pg

es retornado.

El algoritmo de bisqueda puede ser mejorado un poco considerando lo siguiente: cuando se

realiza una bisqueda de un objeto u € U (biisqueda exacta) se sigue un tnico camino desde la raiz
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Figura 3.6: Ejemplo del proceso de bisqueda por rango en SAT.

hasta u. Para cualquier nodo o’ en este camino, se elige aquél mas cercano a ¢ entre {a'} U N(d').
Por lo tanto, si la bisqueda se encuentra en el nodo a se tiene que g es mas cercano a a que a
cualquier ancestro a’ de a y que a cualquier vecino de a’. Si se define A(a) como el conjunto de los
ancestros de a (incluyendo a), se tiene que, al momento de realizar la biisqueda, se pueden descartar

aquellos subarboles cuya raiz x € N(a) cumpla que:

d(q,z) > 2r + min{d(q,c),c € {d'} UN(d'),d’ € A(a)} (3.6)

dado que se puede demostrar, usando la desigualdad triangular, que ningin ¢’ puede estar
almacenado en el subarbol de raiz z. La condicién 3.6 es una versién més estricta que la condicién

original d(q,z) > 2r + min{d(a,c),c € {a} UN(a)}.

Esta observacién se puede utilizar de la siguiente forma: para cada nodo b visitado durante la
busqueda se recuerda la minima distancia d,,;, a ¢ hasta este momento a través de este camino,
incluyendo a los vecinos. Sélo se revisan recursivamente aquellos vecinos que no estén mas lejos que

dmin + 2r de q.

Por dltimo, se utiliza la informacién del radio cobertor c¢r(a) para reducir atin més el costo de

biisqueda. Se puede detener la biisqueda en aquellos subarboles con raiz a donde d(q,a) > cr(a)+r
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(criterio de radio cobertor), dado que esto implica que d(q’,a) > cr(a) para cualquier ¢’ tal que

d(q,q') < r,y por lo tanto ¢’ no puede pertenecer al subarbol de a.

La Figura 3.7 muestra el seudocodigo del algoritmo de busqueda por rango utilizando el SAT.
La funcién se invoca inicialmente como BusquedaRangoSAT(a, q, r, d(q,a)), donde a es la raiz del

arbol. Note que en los llamados recursivos d(a, ¢) ya ha sido previamente calculado.

BusquedaRangoSAT(Nodo a, Consulta ¢, Radio r, Distancia dp)

if d(a,q) < cr(a) +r then
if d(a,q) < r then afiadir a al resultado
dmin < min{dpi, } U{d(c,q),c € N(a)}
for b € N(a) do
if d(b,q) < dpin + 2r then BusquedaRangoSat(b,q,r, dmin)

g s W NN -

Figura 3.7: Algoritmo de bisqueda por rango en SAT.

Consulta por k vecinos mads cercanos a ¢q. Este tipo de consultas se puede responder simu-
lando una consulta por rango, reduciendo el radio de bisqueda a medida que se dispone de mé&s
informacion. Para resolver consultas del tipo 1-NN (vecino més cercano) se comienza buscando con
una tolerancia r = oo, reduciendo ésta cada vez que se realice una comparacién que entregue una
distancia menor que r. Al final, se retorna el objeto més cercano a la consulta encontrado durante

la bisqueda.

Para responder consultas del tipo k-NN se utiliza una cola de prioridad con los k£ objetos mas
cercanos a g conocidos hasta el momento. El radio de tolerancia r corresponde a la distancia entre
q y el candidato més lejano a g en la cola de prioridad (r = oo si se tienen menos de k candidatos).
Cada vez que se encuentra un nuevo candidato se inserta en la cola, pudiendo desplazar a algin

candidato previo y por ende reducir r. Al final, la cola contiene los k objetos mds cercanos a q.

Un aspecto importante al resolver este tipo de consultas es encontrar rdpidamente objetos cer-
canos a q y por ende reducir 7 lo mas temprano posible. Esto implica que el orden en el cual se
recorre el arbol de aproximacion espacial cobra mucha importancia, lo cual no sucede en el caso de
la bisqueda por rango. En [27] se propone una idea general que puede ser adaptada al SAT y que

consiste en lo siguiente [23]: se tiene una cola de prioridad de subdrboles, los mas prometedores
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primero. Inicialmente, se inserta la raiz del SAT en la cola. Luego, iterativamente se extrae el
subarbol més promisorio de la cola, se procesa, y se insertan todas las raices de sus subarboles en
la cola. Este proceso se repite hasta que la cola se vacie o la raiz del subarbol mas prometedor
pueda ser descartada, lo cual implica que ninguno de los subarboles no procesados puede contener

un objeto suficientemente “bueno”.

Para medir cuian prometedor es un subarbol se utiliza una cota inferior de la distancia entre q y
cualquier objeto perteneciente al subarbol. Una vez que esta cota inferior exceda r se puede detener

la biisqueda. En el caso particular de la biisqueda en el SAT se tienen dos cotas inferiores posibles:

1. Dado que se conoce el vecino mds cercano ¢ y se revisan los vecinos b que cumplan d(q,b) —

d(g.b)—d(g.c)
2

d(q,c) < 2r, se tiene que una cota inferior para r es r > d . De hecho, este nodo c se

toma de entre los vecinos de cualquier ancestro del nodo actual.

2. La cota que entrega el criterio de radio cobertor, esto es d(q,b) — cr(b) < r.

Como r se reduce durante la busqueda, una raiz b que pareciera ser prometedora al momento
de insertarla en la cola de prioridad puede no serlo al momento de extraerla. Las raices se insertan
con el maximo valor entre las dos cotas inferiores, y se utiliza este valor para ordenar los subarboles
en la cola, donde el subdrbol méds prometedor es aquel con cota de valor minimo. A medida que se
extraen los subdrboles de la cola, se verifica si su cota excede r, en cuyo caso se detiene el proceso
de busqueda dado que no pueden haber objetos relevantes en los subarboles restantes. Note que los
nodos vecinos heredan la cota inferior de su nodo padre, y que es necesario mantener el valor de

dmin por separado.

El método descrito es rango-optimo, esto es, encuentra el k-ésimo vecino més cercano de ¢, o,

después de visitar los mismos nodos del SAT que al realizar una buiisqueda por rango con radio
d(QaOk)'

La Figura 3.8 muestra el seudocddigo del algoritmo de consulta por k£ vecinos mds cercanos
utilizando el SAT.
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BusquedaVecinosSAT (Arbol a, Consulta ¢, Cantidad de vecinos k)

1. @ < {(a,max(0,d(q,a) —cr(a)),d(q,a))} /* subdrboles prometedores */
2. 7 < o0, A + 0 /* mejor respuesta hasta el momento */

3. while () no estd vacia do

4 (b,t,dmin) < objeto en @ con menor t, @ <+ Q —{(b,t,dnin)}
5. if t > r then return A /* criterio de detencidén global */

6 A<+ AU{(b,d(q,b))}

7 if [A|=%k+1 then

8 (¢,dmaz) < objeto en A con mayor dpa:, A + A—{(c,dma)}
9 if |A| =k then

10. (¢,dmaz) < objeto en A con mayor dpmazs, T ¢ dmas

11. dmin < min{dp,} U{d(c,q),c € N(b)}

12. for v € N(b) do

13. Q + Q U (v,max(t,dmin/2,d(q,v) — cr(v)), dmin)

14. return A

Figura 3.8: Algoritmo de bisqueda de k vecinos mdas cercanos en SAT.

3.2.3 List of Clusters

El List of Clusters [13] es una lista de “zonas” o “particiones compactas” que contienen una cierta
cantidad de objetos. Cada zona posee un centro y un radio cobertor (mixima distancia entre el

centro y algin objeto perteneciente a la zona).

Construccion de la lista

Se elige un centro ¢ € U aleatoriamente y un radio rp, cuyo valor se discutird posteriormente. Se
define la bola (c,rp) como el subconjunto de objetos de X que se encuentran a lo més a distancia
rp de c. A partir de lo anterior se define Iy ., = {u € U,d(c,u) < rp} como la particién compacta
de objetos “internos”, es decir, los que se encuentran dentro de la bola (¢,rp), y Fycrp = {u €
U,d(c,u) > rp} como el conjunto de los objetos restantes (los objetos “externos”). El proceso se

repite recursivamente dentro de E. El procedimiento de construccién retorna una lista de tuplas
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(ci,rpi, I;) (centro, radio, elementos de la zona), y su seudocédigo se muestra en la Figura 3.9. El

W

operador enlaza dos listas. Es facil eliminar la recursividad del algoritmo para hacerlo iterativo.

ConstruirLista (Conjunto de objetos U)

if U = () then return lista vacia
Elegir cc€ U

Elegir radio rp

I+ {ueUd(,u) <rp}

E+~U-1

return (c,rp,I):ConstruirLista(FE)

D O W N -

Figura 3.9: Algoritmo de construccién del List of Clusters.

Esta estructura de datos puede parecer simétrica, pero no lo es. El primer centro escogido tiene
preferencia sobre los siguientes centros en caso que las zonas se traslapen, lo cual se ilustra en la
Figura 3.10. Todos los objetos que estén dentro de la zona del primer centro (¢; en la figura) se
almacenan en su particién compacta I respectiva, aunque puedan también estar dentro de las zonas
de los centros siguientes (c2 y c3 en la figura). La figura también muestra cémo la estructura de

datos puede ser vista como una lista.

Con respecto a la eleccién del radio de cada particién compacta y de los centros, existen varias

alternativas. En [13] se muestra experimentalmente que los mejores resultados se obtienen:

e Escogiendo particiones compactas con una cantidad fija de objetos, con lo que el radio cobertor
corresponde a la méxima distancia entre el centro y algin objeto perteneciente a la particién

compacta, esto es, rp. = c¢r(c) para todo centro c.

e Escogiendo el siguiente centro como aquel objeto que maximice la suma de distancias a los

centros previamente escogidos.

Algoritmo de biisqueda en List of Clusters

Consulta por rango (¢q,7)4. Para una consulta (g,7)4, se mide la distancia entre ¢ y el primer

centro, d(c, q), anadiendo al resultado el centro si se encuentra a distancia menor o igual que r de
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Figura 3.10: Ejemplo de List of Clusters.

q. Luego, se busca exhaustivamente en la particion compacta I si y sélo si la bola de consulta tiene
alguna interseccion con la zona de centro c. Por iltimo, dada la asimetria de la estructura, se puede
podar la bisqueda en el otro sentido: si la bola de consulta estd totalmente contenida en la zona de
centro ¢, entonces no es necesario continuar la bisqueda en E, puesto que por construccién se sabe
que no puede haber interseccién entre la bola de consulta y otras particiones compactas. La Figura

3.11 describe en seudocddigo el algoritmo de consulta por rango utilizando el List of Clusters.

Consulta por k£ vecinos mas cercanos. En este caso se utiliza un esquema similar al descrito
en 3.2.2 para consultas k-NN. Se tiene una cola de prioridad, A, donde se almacenan los k objetos
candidatos méas cercanos al objeto de consulta ¢ conocidos hasta el momento, siendo r la distancia
entre ¢ y el candidato mas lejano a ¢ en A (r = oo si se tienen menos de k candidatos). Cada vez
que se encuentra un nuevo candidato se inserta en A, pudiendo desplazar a alguno previo y por

ende reducir r. Al final, la cola A contiene los k objetos mas cercanos a q.

En otra cola de prioridad, (), se almacenan las particiones compactas y objetos individuales atin
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BusquedaRangoLista (Lista L, Consulta ¢, Radio r)

if L = ( then return /* lista vacia */
Sea L « (c¢,rp,I): E

Calcular d(c,q)

if d(c,q) <r then afiadir ¢ al resultado

if d(c,q) <rp+r then buscar en I — {c} exhaustivamente

D O W N -

if d(c,q) > rp —r then BusquedaRangoLista(FE,q,r)

Figura 3.11: Algoritmo de busqueda en List of Clusters.

no procesados, los mas prometedores primero. Para medir cudn prometedor es un objeto o una
particién compacta, se utiliza una cota inferior de la distancia entre ¢ y dicho elemento (objeto
o particiéon compacta). Al principio, se inserta en la cola la primera particién compacta con una
cota t = 0. Luego, se extrae un elemento de (), junto con su cota ¢, y se procesa. Si la cota
del elemento extraido es mayor que r, entonces se detiene el proceso, puesto que no pueden haber

objetos relevantes dentro de las particiones compactas y objetos atin no revisados.
Si el elemento extraido es una particion compacta, se compara su centro ¢ directamente con

q y se inserta en A. Luego, se calcula una cota inferior para la distancia entre g y los objetos

pertenecientes a dicha zona, d(q,c) — cr(c). Finalmente, se insertan en Q:

1. Los objetos de la zona con el maximo valor entre la cota del padre y la nueva cota calculada.

2. La particién compacta que sigue a c en la lista, b, con cota max(t,cr(c) — d(q,c)).

Si el elemento extraido es un objeto, entonces se compara directamente con q y se inserta en A.
Cada vez que se inserta un objeto en A, éste puede desplazar a algiin candidato previo, en cuyo

caso el valor de r debe ser actualizado. La Figura 3.12 muestra el seudocddigo del algoritmo de

consulta por k vecinos mas cercanos utilizando el List of Clusters.
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BusquedaVecinosLista (Lista L, Consulta ¢, Cantidad de vecinos k)

1. Q@ «{(L,0)} /* elementos prometedores */

2. 7 < oo, A « /* mejor respuesta hasta el momento */
3. while ) no estd vacia do

4 (b,t) < elemento en () con menor t, Q <+ Q—{(bt)}

5. if t > r then return A /* criterio de detencidén global */
6 if b es una lista then

7 Sea b= (c,rpe, I.) : E.

8 A+ AU{(c,d(g,0))}

9 if [A|=%k+1 then

10. (€,dmaz) « objeto en A con mayor dpmar, A <+ A—{(e,dmaz)}
11. if |A| =k then

12. (e,dmaz) < objeto en A con mayor dmaz, T — dnax

13. for each vel.—{c} do Q + Q U (v,max(t,d(q,c)—rpc))
14. if E. # 0 then Q@ + Q U (E.,max(t,rp. —d(q,c)))

15. else /* b es un objeto */

16. A<+ AU{(b,d(g,b))}

17. if [A|=%k+1 then

18. (€,dmaz) « objeto en A con mayor dpmar, A <+ A—{(e,dmaz)}
19. if |A| =k then

20. (e,dmaz) < objeto en A con mayor dmaz, T — dnax

21. endif

22. enddo

23. return A

Figura 3.12: Algoritmo de bisqueda de k vecinos méas cercanos en List of Clusters.
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3.2.4 Otros algoritmos basados en particiones compactas

Bisector Trees

El Bisector Tree o BST [21] es un arbol binario que se construye recursivamente de la siguiente
forma: para cada nodo del arbol se eligen dos centros, ¢; y ¢o. Los objetos més cercanos a c¢; que
a c9 se insertan en el subarbol izquierdo, y los objetos restantes se insertan en el subdrbol derecho.
Para ambos centros se almacena la informacién de su radio cobertor respectivo, cr(c;). Al realizar
una bisqueda, se pueden excluir todos aquellos subdrboles donde se cumpla que d(q, ¢;) —er(c;) > r
(criterio de radio cobertor). Note que es posible entrar en ambos subarboles a la vez al realizar una

busqueda.

Monotonous BST

El Monotonous BST [25] es un BST donde uno de los centros del nodo es el centro correspondiente

al nodo padre. Esto permite que el radio cobertor disminuya a medida que se baja en el arbol.

Voronoi Tree

El Voronoi Tree o VT [18] es una mejora del BST, donde el drbol puede almacenar 2 6 3 objetos
por nodo. Cuando se crea un nuevo nodo al insertar un objeto, el objeto mas cercano del nodo
padre también es insertado en el nuevo nodo. El VT tiene la propiedad que el radio cobertor se

reduce a medida que se baja en el drbol, y posee un mejor balance que el BST.

Generalized-Hyperplane Tree

El Generalized-Hyperplane Tree o GHT [28] es idéntico en construccién a un BST. Sin embargo, el
algoritmo utiliza la condicién de exclusion con criterio de particién de Voronoi para descartar ramas

del arbol al momento de realizar una bisqueda, esto es, se puede descartar el subarbol izquierdo si se
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cumple que d(q, c1) > d(q, c2)+2r y se puede descartar el subarbol derecho si d(q, co) > d(q, c1)+2r.
pleq q, q, ysep q, q,

Note que también es posible entrar en ambos subarboles a la vez al realizar una busqueda.

Geometric Near-neighbor Access Tree

El Geometric Near-neighbor Access Tree o GNAT [7] es un GHT extendido a un drbol m-ario,
manteniendo la misma idea original. Para el primer nivel se eligen m centros ci,...,¢p, vy se
define U; = {u € U,d(c;,u) < d(cj,u) Vi # j}, esto es, U; es el conjunto de objetos que estdn
méas cercanos a ¢; que a cualquier otro centro, y se construye recursivamente un GNAT en cada
uno de estos conjuntos. Durante la construccién del indice, se almacena para cada nodo la tabla
rango;; = [minyey, (¢;, w), max,ey,(c;, u)], que contiene las distancias minimas y maximas desde

cada centro c; a algun objeto de cada U;.

Para una consulta (g,7)q, se compara ¢ con algin centro ¢; y se descartan todas aquellas zonas
con centro ¢; (i # j) tal que no haya interseccién entre el rango [d(q,¢;) — r,d(q, ¢;) + 1] y rango;;.
El proceso se repite eligiendo otros centros aleatoriamente hasta que ya no se puedan descartar mas
zonas. Recursivamente, se continia la bisqueda en todas aquellas zonas no descartadas. Durante

este proceso se anaden al resultado todos los centros que estén suficientemente cerca de q.

M-tree

El M-tree [16] es una estructura de datos dindmica que provee un buen rendimiento en memoria
secundaria. La estructura posee cierta similitud con el GNAT, dado que es un drbol donde se elige
un conjunto de centros y los objetos restantes se almacenan en la zona de su centro més cercano,
construyendo recursivamente un M-tree en cada una de las zonas. Sin embargo, el algoritmo de
bisqueda es mas cercano al de un BST: cada centro almacena su radio cobertor, y al realizar una

busqueda utiliza dicha informacién para descartar zonas completas.

Un nuevo objeto e se inserta en el “mejor” subarbol, definido como aquel en donde crece menos
el radio cobertor, y en el caso de un empate se escoge el centro mas cercano a e. Se procede
recursivamente hasta llegar a una hoja, en donde se inserta el nuevo objeto. Si el nodo rebalsa, es

decir, si el nodo queda con m + 1 objetos, se divide en dos y un objeto del nodo se sube un nivel en
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el arbol, al estilo de una insercién en un B-tree. Esto implica que el M-tree es un arbol balanceado.

3.3 Algoritmos probabilisticos de biisqueda en proximidad

Todos los algoritmos revisados hasta el momento son algoritmos ezactos, que en el caso de una
consulta por rango recuperan exactamente los objetos pertenecientes a U que caen dentro de la bola
de consulta (g, 7)4. Este trabajo esta enfocado a investigar algoritmos probabilisticos, en los cuales se
relaja la condicién de entregar la solucion exacta. Los algoritmos probabilisticos son aceptables en la
mayoria de las aplicaciones que requieren buscar objetos en espacios métricos, puesto que en general
el modelamiento de la base de datos como un espacio métrico conlleva algin tipo de relajacién. En
muchos casos, obtener casi todos los objetos cercanos es suficientemente satisfactorio, sobre todo si

el costo de buisqueda se reduce drasticamente.

A continuacién se presentan dos algoritmos probabilisticos de biisqueda existentes, uno disenado

para responder consultas de vecinos més cercanos y otro basado en el uso de pivotes.

3.3.1 Algoritmo probabilistico para bisqueda del vecino mas cercano

En [17] se propone una estructura de datos denominada M (U, Q) para responder consultas del
vecino mds cercano. Esta estructura requiere de un conjunto de datos de entrenamiento (), con

|@Q| = m. Los objetos pertenecientes a () deben ser representativos de objetos tipicos de consulta.
La estructura M (U, Q) puede fallar en retornar la respuesta correcta a la consulta. Sin embargo,

la probabilidad de falla se puede hacer arbitrariamente pequena a costa de incrementar el tiempo

necesario para responder una consulta y el espacio requerido para almacenar el indice.

Construccién de M (U, Q)

Sea un espacio métrico (U, d) y un conjunto de objetos R C U. Se define la bola de vecinos y-cercanos

de g con respecto a R como:
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B,(q,R) = {z € R,d(q,z) < vd(q,y) Vy € R —{q}}

Ademas, se define la distancia del vecino mas cercano de g con respecto a R como:

dlg, B) = min {d(¢.p)}

Un punto p € U es un ~y-vecino mas cercano de ¢ € U con respecto a R si d(q,p) < vyd(q, R), esto
es, p es y-vecino mas cercano de ¢ si y sélo si p € B,(q, R). Esta propiedad también se denotara

comoql>pycom0p<lq.

La estructura de datos M (U, Q) consiste en una lista de objetos A; por cada objeto p; € U. La
estructura de datos posee un parametro real v y un pardmetro K € N, K > 1, elegidos previamente

a la construccién.

Sea (p1,p2,--.,pn) una permutacién aleatoria de U, y sea R; = {p1,p2,...,pi}, con lo que R;
es un subconjunto aleatorio de U. De la misma forma, sea (); un subconjunto aleatorio de @ de

tamano j, para j =1,...,m = |Q)|, y considere Q; = @) para todo j > m.

La lista de objetos A; se define como:

Aj ={pi,i > j,Iq € QK con p; L q l>pi con respecto a R;_1}

Los objetos en A; se encuentran en orden creciente del indice . Considere los subconjuntos R;,
que se construyen en forma incremental tomando p; y agregdndolo a R; —1. Cada lista A; comienza
estando vacia. Cuando se anade el objeto p; al subconjunto R;_;, se anexa a A; si es que existe

algiin ¢ € QQi; con p; mas cercano a g en R; 1 y si p; es un y-vecino mas cercano de q.

Este método de construccion calcula una aproximacion del conjunto de objetos “vecinos” a p;.

Si se considera el caso particular donde y = 1, U C R¥, Q = R¥, K — oo y las distribuciones de
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U y @ son uniformes, entonces el método de construccién agrega p; en A; justo cuando p; se sale
de la regién de Voronoi de p;, atestiguado por algin objeto perteneciente a QQr;. Para valores de

K suficientemente grandes, p; es el vecino de Delaunay de p; en R;.

Algoritmo de bisqueda en M (U, Q)

El procedimiento de bisqueda se asemeja mucho a la aproximacion espacial descrita en la Seccidén
3.2.2. Dado un objeto de consulta g € U, se comienza con p; como el candidato méas cercano a gq.
Se recorre la lista A;, hasta se encuentre algin objeto p; que esté mas cercano a ¢ que p;. Ahora
pj es el candidato més cercano a ¢, y se prosigue la biisqueda recursivamente en A; hasta que para
alguna lista Ay no posea ningin objeto més cercano a ¢ que pi. Se retorna p; como el objeto més

cercano a ¢. Este método de bisqueda retorna siempre la respuesta correcta si Qx; = @ para todo

1y q € Q.

Cuando el espacio métrico indexado por M (U, Q) satisface ciertas condiciones de “sphere-packing
bound” [17], se puede demostrar que esta estructura de datos responde consultas del vecino més
cercano en tiempo O(K log(n))log Y(U U Q), con probabilidad de falla O(log?(n)/K) y requiere
espacio O(Knlog(T(UU Q))), donde K es el pardmetro que permite controlar la probabilidad de
fallo y T(7T') es la razén entre las distancias del par de objetos més lejano y el par de objetos més

cercano pertenecientes a 7T

3.3.2 Algoritmo probabilistico basado en pivotes

En [14] se presenta un algoritmo probabilistico basado en “ensanchar” la desigualdad triangular. La
idea es general, pero en [14] la aplican a un algoritmo de bisqueda basado en pivotes para realizar

consultas por rango (g,7)q.

La Figura 3.13 muestra la maldicién de la dimensionalidad para los algoritmos basados en
pivotes. Por cada pivote p;, 1 <i <k, se calcula d(q,p;) y se descartan todos aquellos objetos que
caigan fuera del rango d(q,p;) £ r, que en la figura son aquellos objetos que caen fuera de la zona
gris. Cuando el histograma de distancias es muy concentrado, el caso de los espacios métricos de

dimensién intrinseca alta, son pocos los objetos que pueden ser descartados.
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d(p ,u)

Figura 3.13: Histograma de distancias para un espacio métrico de dimensién baja (izquierda) y alta

(derecha).

La diferencia entre dos distancias aleatorias d(u, p;) y d(q, p;) puede ser vista como una variable

aleatoria con una distribucién similar a la del histograma, con media 0 y varianza igual al doble que

la varianza del histograma. Esto implica que, a medida que la dimensién del espacio pu?/20? crece,

la diferencia d(u,p;) — d(q, p;) tiene un valor absoluto pequeno.

La Figura 3.14 muestra esta situacién. La variable aleatoria X representa una distancia aleatoria,

y la variable aleatoria Z representa el valor absoluto de la diferencia entre dos distancias aleatorias.

Si se desea recuperar una fraccién f del conjunto de objetos, se debe utilizar un radio de biisqueda

lo suficientemente grande para que el drea bajo f,(0...r) sea igual a f.

\ LCRD)

Figura 3.14: Funciones de densidad de las variables aleatorias X y Z.

Si Z representa |d(u,p;) — d(q,p;)| para algin objeto u, la probabilidad de descartar u es pro-
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porcional al drea bajo f,(r...o00). Para poder recuperar el area doblemente achurada en la Figura

3.14 es necesario recorrer la fracciéon achurada del conjunto de objetos.

En espacios métricos de dimensién intrinseca alta f, se desplaza hacia la derecha (media pro-
porcional a ), mientras que f, se concentra alrededor del origen (media proporcional a o). Por lo
tanto, para poder recuperar la misma fraccién f de objetos es necesario recorrer una mayor frac-
cién del conjunto. Si ambos histogramas no se intersectan, para recuperar cualquier fraccion del

conjunto de objetos es necesario visitarlos todos.

Para evitar la maldicién de la dimensionalidad es necesario correr f, hacia la derecha. Una
forma de lograr esto es agregando mas pivotes, porque la distribucién real serd el maximo valor
entre k variables con distribuciéon como la de Z, pero el nimero maximo de pivotes esta limitado

por la cantidad de memoria disponible para el indice.

En [14] se propone correr f, hacia la derecha multiplicando Z por un factor 5 > 1, lo cual
implica relajar la condicién de exclusién, de modo que ahora es posible descartar més objetos que
con la condicién original, incluso algunos que puedan estar dentro de la bola de consulta. La nueva

condicién de exclusién del algoritmo basado en pivotes es:

Bld(pi,u) — d(pi,q)| > r para algin p; (3.7)

La condicién 3.7 es equivalente a reducir el radio de busqueda a r/f para descartar objetos,

pero a la hora de verificar la lista de objetos candidatos se utiliza el radio r original.

La Figura 3.15 ilustra como opera la idea de este algoritmo probabilistico. El algoritmo exac-
to garantiza que ningin objeto relevante es descartado, mientras que el algoritmo probabilistico

estrecha ambos lados del anillo y puede perder algunos objetos relevantes.

El factor 8 puede ser elegido al momento de realizar la buisqueda, por lo que el indice puede ser
construido de antemano y luego se puede escoger el nivel deseado de exactitud y velocidad de la
bisqueda. Como el factor S es usado solamente para descartar objetos, ningtin objeto més cercano

a ¢ que r/f puede ser descartado durante la buisqueda.
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Algoritmo exacto Algoritmo probabilistico

Figura 3.15: Cémo funciona el algoritmo probabilistico basado en pivotes.

La complejidad externa de este algoritmo no es monétonamente decreciente con k, puesto que a
medida que & crece la probabilidad de perder un objeto relevante aumenta [14]. Esto implica que,
al igual que en el caso del algoritmo exacto, existe un nimero éptimo de pivotes para el cual el

costo de busqueda es minimo, pero este 6ptimo se alcanza antes que en el algoritmo exacto.

Es interesante notar que, a medida que la dimension aumenta, se puede incrementar § sin perder
més objetos, puesto que se hace mas improbable descartar objetos con la desigualdad triangular.

Aun asi la eficiencia empeora, pero no tan rapidamente como en el algoritmo exacto.

En la practica el método funciona bastante bien. La figura 3.16 muestra los resultados de la
utilizacién del algoritmo probabilistico basado en pivotes en espacios vectoriales aleatorios, para
distintas dimensiones, utilizando 16 pivotes. Los resultados muestran que en dimensiones bajas
se puede recuperar mas del 90% de los objetos relevantes utilizando una pequena fraccion de los
calculos de distancia que realiza el algoritmo exacto, pero que la situacién se torna cada vez mas

dificil a medida que la dimensién del espacio aumenta.

3.3.3 Otros trabajos relacionados para espacios vectoriales

En [30] se estudian en profundidad algoritmos aproximados de bisqueda en proximidad. Un ejemplo

es [1], donde se propone un marco general para realizar busquedas dentro de una regién arbitraria
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10.000 elementos, 16 pivotes, recuperando el 0.01% de la base de datos
10000

T T T T T T T T T
16 dimensiones —+—
32 dimensiones ---*---
9000 64 dimensiones ---*---
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Fraccion del resultado recuperado

Figura 3.16: Rendimiento del algoritmo probabilistico basado en pivotes.

Q perteneciente a un espacio vectorial (R¥, Ly). La idea es definir dreas Q~ y QT tal que Q~ C Q C
Q™. Esta garantizado que los puntos dentro de QQ~ seran retornados y que los puntos fuera de Q@ no
lo serdn. En el drea entre medio el algoritmo no garantiza nada. La maxima distancia entre el 4rea
real y la acotada es e. Se utilizan arboles para particionar el espacio vectorial y guiar la busqueda,
incluyendo o excluyendo 4reas completas del espacio. Cada decisién sobre inclusién/exclusién de
dreas es tomada usando Q*/Q~ para incrementar la probabilidad de podar la bisqueda en ambos
sentidos. Aquellas dreas que no pueden ser completamente incluidas o excluidas son analizadas en
mayor detalle, siguiendo la bisqueda en el subérbol apropiado. Se muestra en [1] que el tiempo de
la busqueda es O(2¥ log(n) + (3vE/€)F).

Se han propuesto algoritmos probabilisticos para bisqueda de vecinos més cercanos en [2, 33, 30].
En [2] se propone una estructura de datos denominada BBD-tree, que permite realizar bisquedas
en espacios vectoriales R¥ bajo cualquier métrica Ls. Esta estructura estd inspirada en el kd-tree
y puede ser usada para encontrar el (1 + €)-vecino mds cercano, esto es, un objeto u* tal que
Vu € U,d(u*,q) < (1+€)d(u,q). La idea del algoritmo es situar el objeto de consulta ¢ en una celda
(cada hoja del arbol estd asociada con una celda en la descomposicién del espacio). Cada punto
dentro de la celda se procesa, recordando el punto p més cercano encontrado hasta el momento.
La busqueda se detiene cuando ya se han visitado todas las celdas prometedoras, esto es, cuando

cualquier bola centrada en ¢ que intersecte una celda no vacia ain no visitada tenga un radio
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superior a d(q,p)/(1 + €). El tiempo de biisqueda para este algoritmo es O([1 4+ 6k/e]¥klog(n)).

En [33] se propone una estrategia denominada “poda agresiva” para “vecinos cercanos con radio
limitado”. Esta consulta busca vecinos mas cercanos que se encuentren dentro de un cierto radio.
La idea puede ser vista como un caso particular de [1], donde el drea de busqueda es una bola y
la estructura de datos es un kd-tree. Se pueden perder objetos relevantes, pero nunca se retornan
objetos irrelevantes, esto es, Q™ = Q. La bola @, de radio r y centrada en q = (q1,q2,---,qx),
es podada intersectdndola con el drea definida por los hiperplanos ¢; —r + €y ¢; +r —e. En [33]
se presenta un andlisis probabilistico que supone distancias normalmente distribuidas, lo cual casi
siempre se cumple cuando los puntos estan uniformemente distribuidos en el espacio. El costo de
biisqueda, es de tiempo O(n?), donde \ disminuye a medida que la probabilidad de fallo € permitida

aumenta.
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Capitulo 4

Algoritmos Probabilisticos Basados en

Particiones Compactas

Es bien sabido que los algoritmos de biisqueda basados en particiones compactas tienen mejor ren-
dimiento que los algoritmos de bisqueda basados en pivotes en espacios métricos de dimension
intrinseca alta [15], y que estos ultimos necesitan mds espacio en memoria para alcanzar el rendi-
miento de los primeros. Es por esta razén que es interesante desarrollar algoritmos probabilisticos
basados en particiones compactas, ya que eventualmente podrian tener al menos el mismo rendi-

miento que el algoritmo probabilistico basado en pivotes y con requerimientos de espacio menores.

En este capitulo se presentaran dos técnicas probabilisticas generales basadas en particiones

compactas: una inspirada en una busqueda incremental y la otra basada en el ranking de zonas.

4.1 Bisqueda incremental probabilistica

Esta técnica es una adaptacién de la busqueda incremental de vecinos mds cercanos [20]. La
buisqueda incremental recorre la jerarquia de buisqueda definida por el indice (cualquiera sea éste)
visitando primero los elementos mas prometedores (best-first). En todo paso del algoritmo, la

busqueda incremental visita el elemento, que puede ser una zona o un objeto, que posea la menor
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distancia a la consulta entre todos los elementos ain no visitados en la jerarquia de busqueda.
Esto puede realizarse utilizando una cola de prioridad de elementos, organizada por la maxima cota

inferior de distancia conocida al objeto de consulta hasta ese momento.

La Figura 4.1 muestra en seudocddigo el algoritmo de busqueda incremental de vecinos mas
cercanos. Indice es la estructura de datos que indexa U, ¢ es el objeto de consulta, e es un elemento
perteneciente al indice y dyp(q,e) es una cota inferior de la distancia real entre ¢ y todos los
elementos cuya raiz en la jerarquia de bisqueda es e. En particular, dp(q,e) = d(q,e) si e es un
objeto perteneciente a U. Ademds, si €’ es un ancestro de e se cumple que dyp(q,e) > drp(q,e€’).
Por ejemplo, en List of Clusters, si e es hijo de a y pertenece a la zona de centro ¢ se tiene que
drp(q,e) = d(g,c)—cr(c); en SAT, si e es hijo de a entonces dr, g (g, e) = max(d(q, e)—cr(e), (d(g,e)—
min(d(q,c),c € {a'} UN(d'),d" € A(a)))/2).

BusquedaIncrementalVecinos(q, Indice)

1. e ¢« raiz de Indice

2. Q <« {(e,0)} /* Cola de prioridad */

3. while @ no estd vacia do

4. (e,drp(q,e)) < elemento en () con menor drp(q,e)
5. Q <« Q — {(ednlge))}

6. if ¢ es un objeto then

7. Informar e como el siguiente objeto mds cercano
8. else

9. for each elemento ¢ hijo de e do

10. Calcular drp(q,€¢’) segin el tipo de indice usado
11. Q@ « Q U {(¢,max(drp(g,€),drr(g.€)))}

12. enddo

13. endif

14. enddo

Figura 4.1: Busqueda incremental de vecinos mas cercanos.

En [20] se demuestra que la bisqueda incremental de vecinos més cercanos es rango-dptima,
esto es, obtiene el k-ésimo vecino mas cercano de q, o, después de realizar el mismo recorrido en la

jerarquia de bisqueda que una consulta por rango de radio d(q, 0x) implementada con un recorrido
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top-down de la jerarquia.

La busqueda incremental puede ser adaptada para responder consultas por rango (gq,r)q. Se
reportan todos los objetos u € U que satisfagan d(q,u) < r, y la bisqueda se detiene cuando se
saque de la cola un elemento con cota inferior £ > r (criterio de detencién global), ya que no es
posible encontrar otro objeto entre los elementos no visitados que se encuentre dentro de la bola de
consulta, puesto que fueron recuperados ordenados por cota inferior de distancia a ¢. Un método
equivalente es encolar solamente los elementos cuya cota inferior de distancia sea £ < r, en cuyo

caso la cola de prioridad debe procesarse hasta que quede vacia.

La idea propuesta en [27] para implementar la bisqueda de k vecinos mds cercanos es similar
a la busqueda incremental, salvo que en esta tltima no se requieren de dos colas de prioridad para
almacenar los objetos prometedores y las zonas ain no visitados, sino que toda la informacién se

almacena en una tnica cola.

La idea de la técnica probabilistica basada en la busqueda incremental es fijar de antemano el
numero de evaluaciones de distancia permitidas para responder la consulta por rango. Utilizando
el método incremental adaptado que responde consultas por rango, si la bisqueda es recortada
después de utilizar el maximo ntimero de evaluaciones de distancia permitido se obtiene un algoritmo
probabilistico, en el sentido que algunos elementos relevantes pueden no haber sido reportados atn.
Sin embargo, dado que la busqueda se realiza en un orden promisiorio dentro del indice se espera

que las evaluaciones de distancias permitidas sean usadas en forma eficiente.

La Figura 4.2 muestra en seudocddigo la forma general del algoritmo de biisqueda incremental
probabilistico. La variable cuota indica el maximo nimero de evaluaciones de distancia permitido
para realizar la bisqueda. Una vez que cuota se ha alcanzado, ningin otro elemento es encolado en
la cola de prioridad. Note que el tnico criterio de detencion del algoritmo es que la cola se vacie,
incluso si la cuota de trabajo ha sido alcanzada, porque para todos los objetos encolados su distancia
a q ya es conocida. La variable costo indica el nimero de evaluaciones de distancia necesarias para
calcular la cota de distancia a un hijo €’ de e. En SAT, el costo de procesar todos los hijos de e es
igual al niimero de vecinos de éste, |N(e)|; en List of Clusters, el costo de procesar todos los hijos

de e es igual al tamano de la zona compacta, m.

Resulta interesante discutir el significado de las lineas 11 y 12 del seudocddigo. Si el costo de
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BusquedaIncrementalProbabilistica(q, Indice, cuota)

1. e ¢« raiz de Indice

2.  contador < 0 /* Namero de cdlculos de distancia */
3. Q@ <« {(e,0)} /* Cola de prioridad */

4., while ) no esta vacia do

5. (e,drp(q,e)) + elemento en () con menor drp(q,e)
6. Q « Q—{(ednla.e)}

7. if ¢ es un objeto then

8. Afiadir e al resultado

9. else

10. for each elemento ¢ hijo de e do

11. costo < calcular dpg(q,e’)

12. if contador + costo < cuota

13. Calcular drg(q,€)

14. if dpp(g,¢’) < r then Q@ <+ Q U {(¢/,max(drg(q,e),drB(gq,¢)))}
15. contador < contador + costo

16. endif

17. enddo

18. endif

19. enddo

Figura 4.2: Busqueda incremental probabilistica.

calcular dpp(q,e') mas las distancias ya calculadas durante la bisqueda es mayor que la cuota de
trabajo, entonces no se procesa €', con lo cual se asegura que nunca se sobrepasard la cuota de

trabajo permitida.

Esta técnica se enmarca dentro de los algoritmos probabilisticos del tipo Monte Carlo, puesto
que a medida que se aumenta la cantidad de trabajo disminuye la probabilidad de error, esto
es, disminuye la probabilidad de perder objetos relevantes a la consulta. Ademds, este método
es 1-sesgado, puesto que, si bien puede fallar en reportar objetos relevantes, nunca reporta como
relevantes objetos que no lo son. Esto se puede observar en la linea 14 del seudocédigo: no se inserta

ningin objeto en la cola de prioridad si su distancia a la consulta es mayor que r.
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4.2 Ranking de zonas

El propésito de la busqueda incremental probabilistica es encontrar rapidamente objetos que se
encuentren dentro de la bola de consulta, antes que la cuota de trabajo se termine. Como el
maximo nimero de cédlculos de distancia permitidas es fijo, el tiempo total de bisqueda también
estd acotado. Esta técnica puede ser generalizada a la denominada técnica de ranking de zonas,
que consiste en ordenar las particiones compactas de manera de favorecer a las méds prometedoras,
para luego realizar la bisqueda en ese orden hasta que se acabe la cuota de trabajo. La bisqueda
incremental probabilistica puede ser vista como un método de ranking, donde se ordenan las zonas
utilizando dr(q,e) y se busca en dicho orden hasta ocupar el nimero de cilculos de distancia

permitido. No obstante, este método para ordenar zonas no necesariamente tiene que ser el mejor.

El criterio de ordenamiento debe apuntar a encontrar ripidamente posibles elementos que se
encuentren cerca del objeto de consulta. Como el espacio métrico estd particionado en zonas, dichas
zonas deben ordenarse en un orden promisorio de busqueda. Para esto se utiliza la informacion
entregada por el indice, esto es, primero deben calcularse las distancias entre la consulta y cada
centro de zona (esto hace impréctico utilizar el SAT con ranking de zonas, puesto que en esta
estructura de datos todo nodo es un centro de zona, por lo que toma tiempo O(n) calcular las
distancias entre la consulta y cada centro). La biisqueda debiera privilegiar tanto a aquellas zonas
“cercanas” al objeto de consulta como a aquellas zonas que posean una mayor “densidad” de objetos.
A pesar del hecho que es muy dificil definir el volumen de una zona en un espacio métrico general,
se puede suponer que si todas las zonas poseen el mismo nimero de elementos, como es el caso de
la mejor implementacién de List of Clusters, entonces aquellas zonas que poseen un menor radio

cobertor tienen una mayor densidad de objetos que aquellas zonas con radios cobertores mayores.

Algunos criterios especificos para ordenar las zonas son los siguientes (siempre de menor a

mayor):

1. La distancia entre g y cada centro de zona, d(q,c) (Figura 4.3).
2. El radio cobertor de cada zona, cr(c) (Figura 4.4).

3. d(q,c) + cr(c), esto es, una cota superior a la distancia de ¢ al elemento mds lejano en la zona

de centro ¢ (Figura 4.5).
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d(a.c)

Figura 4.3: Criterio de ordenacién de zonas d(q, c).

Figura 4.4: Criterio de ordenacién de zonas cr(c).

d(q,c)+cr(c)

Figura 4.5: Criterio de ordenacién de zonas d(q, ¢) + cr(c).
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4. d(q,c) —cr(c), esto es, una cota inferior a la distancia de ¢ al elemento més cercano en la zona

de centro ¢ (Figura 4.6).

d(q,c)—cr(c)

Figura 4.6: Criterio de ordenacién de zonas d(q,c) — cr(c).

5. B(d(q,c) — cr(c)), criterio denominado beta dindmico.

Los dos primeros criterios son los mas simples que se pueden utilizar. El tercer criterio apunta
a buscar primero en las zonas que se encuentren mas cercanas a ¢ y que ademas sean “densas”.
El cuarto criterio es parecido a la busqueda incremental probabilistica, pero esta ltima no parte

calculando las distancias a los centros de zona y puede podar hacia el otro lado la bisqueda.

El tltimo criterio es equivalente a reducir el radio de biisqueda por un factor 5 como en [14],
donde 8 > 1. Si el factor 3 es fijo, entonces el dltimo criterio para ordenar zonas es equivalente
a la busqueda incremental probabilistica, puesto que el orden de los elementos en ambos casos es

el mismo. Sin embargo, en vez de utilizar un factor g fijo se puede utilizar un factor dindmico de

la forma 8 =1/(1.0 — f;(;r)), donde mcr es el médximo tamano de los radios cobertores entre todas
las zonas. Al utilizar el 8 dindmico, se reduce mas el radio de bisqueda mientras mayor sea el
radio cobertor de una zona en particular. Un caso especial es cuando una zona posee radio cobertor
cr(c) = mer, en cuyo caso se define § = oo para todos los objetos e que pertenezcan a la zona de
centro c. La definicién implica que estos objetos serdn los iltimos en ser revisados por el algoritmo

de busqueda.
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Capitulo 5

Resultados Experimentales

A continuacién se presentan los resultados experimentales obtenidos con las técnicas probabilisticas
de buisqueda en proximidad descritas en el Capitulo 4. Los indices utilizados para implementar las
técnicas fueron el SAT y el List of Clusters. Sin embargo, con SAT sélo se implementé la biisqueda

incremental probabilistica.

Las técnicas fueron comparadas con el algoritmo probabilistico basado en pivotes, implementado
en su forma canonica (ver Seccién 3.1 y Seccién 3.3.2). Los pivotes fueron escogidos en dos formas:
aleatoriamente y escogiendo “buenos” pivotes, utilizando el método de seleccién incremental descrito

en [10], con pardmetros A = 10.000 y N = 40.

Los gréaficos presentados en este capitulo muestran el niimero de cdlculos de distancia como
funcién de la fraccién de objetos relevantes recuperados. Se dird que un algoritmo es mds eficiente
que otro si para recuperar la misma fraccidon de objetos relevantes necesita realizar un menor niimero

de célculos de distancia.
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5.1 Experimentos en espacios vectoriales

Las técnicas probabilisticas fueron probadas utilizando un conjunto sintético de puntos aleatorios en
un espacio vectorial k-dimensional. Este espacio fue tratado como un espacio métrico general, esto
es, no se utiliz6 el hecho que los puntos del espacio poseen coordenadas, sino que los puntos fueron
tratados como objetos abstractos de un espacio métrico desconocido, utilizando sélo la funcién de
distancia para implementar las bisquedas. La ventaja de utilizar este esquema es que permite
controlar la dimensién exacta del espacio métrico, lo cual es muy dificil de realizar con espacios

métricos generales.

Los puntos del espacio vectorial generado estdn uniformente distribuidos en el cubo unitario,
esto es, las coordenadas de cada vector tienen un valor real, uniforme e independiente de los demas,
perteneciente al rango [0..1). La funcién de distancia utilizada es la distancia Euclidiana (Lg). Se
utilizaron dos bases de datos, una con n = 10.000 y otra con n = 100.000 elementos. Se realizaron
consultas por rango que retornan en promedio una fraccién equivalente al 0,01%, 0,10% y 1,00%
del total de la base de datos, tomando un promedio sobre 1.000 consultas. Los espacios vectoriales
utilizados en los experimentos son de dimensién 64 y 128, para los cuales no se conoce ningin
algoritmo exacto que pueda evitar la biisqueda exhaustiva al responder consultas por rango utiles.
En el caso de List of Clusters, el niimero de elementos por zona escogido fue de m = 5, ya que en
espacios de dimension alta este indice tiene un mejor rendimiento cuando las zonas poseen pocos
elementos (esto se comprobé experimentalmente, probando con distintos tamanos de zona). En la
eleccion del siguiente del centro de la lista, se tomé una muestra de 100 objetos entre aquellos atin
no asignados a una zona, y se escogié aquel que maximizara la suma de distancias a los centros

previamente escogidos.

Las Figuras 5.1, 5.2 y 5.3 muestran una comparacion de las técnicas probabilisticas en un espacio
de dimensién 64, con 10.000 elementos, variando el radio de bisqueda entre 0,01% y 1,00%. Los
resultados muestran que la mejor técnica en este caso es el criterio de ranking de zona d(q,c).
La btusqueda probabilistica incremental con SAT y el criterio de beta dindmico tuvieron un mal
rendimiento en este experimento. Note que en el caso de List of Clusters se omiti6 el criterio
d(q,c) — cr(c) puesto que los resultados eran muy parecidos a los de la biisqueda incremental

probabilistica (esto es valido para todos los graficos de esta seccion).

Las Figuras 5.4, 5.5 y 5.6 muestran la comparaciéon entre la mejor técnica de ranking para
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10.000 elementos, 64 dimensiones, recuperando el 0.01% de la base de datos
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Fraccion del resultado recuperado

Figura 5.1: SAT y List of Clusters probabilistico, dimensién 64, 0,01% recuperado.

10.000 elementos, 64 dimensiones, recuperando el 0.10% de la base de datos
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Fraccién del resultado recuperado

Figura 5.2: SAT y List of Clusters probabilistico, dimensién 64, 0,10% recuperado.
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10.000 elementos, 64 dimensiones, recuperando el 1.00% de la base de datos
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Figura 5.3: SAT y List of Clusters probabilistico, dimensién 64, 1,00% recuperado.

64 dimensiones y el algoritmo probabilistico basado en pivotes, variando el radio de bisqueda y
utilizando 16 y 256 pivotes. Los graficos muestran que la técnica de ranking es ligeramente mejor

que el indice con 16 pivotes, pero el indice con 256 pivotes tiene un rendimiento superior.

Las Figuras 5.7, 5.8 y 5.9 muestran una comparacion de las técnicas probabilisticas en un espacio
de dimensién 128, con 10.000 elementos, variando el radio de bisqueda entre 0,01% y 1,00%. Los
resultados muestran que la mejor técnica en este caso es el criterio de ranking de zonas d(q, c¢)+cr(c).
Nuevamente, la bisqueda probabilistica incremental con SAT tiene un rendimiento inferior respecto

a las otras técnicas utilizadas.

Las Figuras 5.10, 5.11 y 5.12 muestran la comparacion entre el criterio de ranking d(q, c) + cr(c)
y el algoritmo probabilistico basado en pivotes, utilizando 16 y 256 pivotes, para distintos radios
de busqueda. En este caso, la técnica de ranking de zonas tiene un rendimiento intermedio entre
los indices con 16 y 256 pivotes, pero cabe destacar que la diferencia de rendimiento por sobre el
98% de la fraccién total recuperada es pequena entre todos los algoritmos presentados. Los graficos
también muestran que, a medida que el radio de la consulta por rango aumenta, los algoritmos

basados en pivotes empeoran con mayor rapidez su rendimiento que el método de ranking.
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10.000 elementos, 64 dimensiones, recuperando 0.01% de la base de datos
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Figura 5.4: Comparacién con algoritmo basado en pivotes, dimensién 64, 0,01% recuperado.

10.000 elementos, 64 dimensiones, recuperando 0.10% de la base de datos
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Figura 5.5: Comparacién con algoritmo basado en pivotes, dimensién 64, 0,10% recuperado.
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10.000 elementos, 64 dimensiones, recuperando 1.00% de la base de datos
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Figura 5.6: Comparacién con algoritmo basado en pivotes, dimensién 64, 1,00% recuperado.

10.000 elementos, 128 dimensiones, recuperando el 0.01% de la base de datos
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Figura 5.7: SAT y List of Clusters probabilistico, dimensién 128, 0,01% recuperado.
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10.000 elementos, 128 dimensiones, recuperando el 0.10% de la base de datos
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Figura 5.8: SAT y List of Clusters probabilistico, dimensién 128, 0,10% recuperado.

10.000 elementos, 128 dimensiones, recuperando el 1.00% de la base de datos
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Figura 5.9: SAT y List of Clusters probabilistico, dimensién 128, 1,00% recuperado.
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10.000 elementos, 128 dimensiones, recuperando 0.01% de la base de datos
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Figura 5.10: Comparacién con algoritmo basado en pivotes, dimensién 128, 0,01% recuperado.

10.000 elementos, 128 dimensiones, recuperando 0.10% de la base de datos
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Figura 5.11: Comparacién con algoritmo basado en pivotes, dimensién 128, 0,10% recuperado.
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10.000 elementos, 128 dimensiones, recuperando 1.00% de la base de datos
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Figura 5.12: Comparacién con algoritmo basado en pivotes, dimensién 128, 1,00% recuperado.

Las Figuras 5.13, 5.14 y 5.15 muestran una comparacion de las técnicas probabilisticas en un
espacio de dimensién 128, pero ahora utilizando una base de datos con 100.000 elementos, variando el
radio de bisqueda entre 0,01% y 1,00%. Los mejores criterios de ranking son cr(c) y d(q, ¢)+cr(c) por
sobre el 90% de fraccién recuperada. La bisqueda incremental probabilistica con SAT sigue teniendo
un mal rendimiento, pero en estos experimentos en particular se obtienen los peores resultados con

los criterios de beta dindmico y d(g, c).

Las Figuras 5.16, 5.17 y 5.18 muestran la comparacion entre el criterio de ranking d(q, c) + cr(c)
y el algoritmo probabilistico basado en pivotes, utilizando 16 y 64 pivotes (la memoria disponible
no permitié usar 256 pivotes). Para un radio de bisqueda que retorna el 0,01% de la base de datos,
el método de ranking funciona mejor que el indice con 64 pivotes al recuperar por sobre el 98%
del total de objetos relevantes. Para un radio de bisqueda que retorna el 0,10% y el 1,00% de la
base de datos, el indice con 64 pivotes tiene un mejor rendimiento que el método de ranking al
recuperar entre el 90% y el 98% del total de los objetos relevantes, pero entre el 98% y el 100% los

tres algoritmos ocupan casi la misma cantidad de cdlculos de distancia en el rango estudiado.

Es interesante notar que los métodos basados en particiones compactas ocupan mucho menos
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100.000 elementos, 128 dimensiones, recuperando el 0.01% de la base de datos
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Figura 5.13: SAT y List of Clusters probabilistico, 100.000 elementos, dimensién 128, 0,01% recu-

perado.

100.000 elementos, 128 dimensiones, recuperando el 0.10% de la base de datos
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Figura 5.14: SAT y List of Clusters probabilistico, 100.000 elementos, dimensién 128, 0,10% recu-

perado.
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100.000 elementos, 128 dimensiones, recuperando el 1.00% de la base de datos
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Figura 5.15: SAT y List of Clusters probabilistico, 100.000 elementos, dimensién 128, 1,00% recu-

perado.

100.000 elementos, 128 dimensiones, recuperando 0.01% de la base de datos
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Figura 5.16: Comparacién con algoritmo basado en pivotes, 100.000 elementos, dimensién 128,

0,01% recuperado.
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100.000 elementos, 128 dimensiones, recuperando 0.10% de la base de datos
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Figura 5.17: Comparacion con algoritmo basado en pivotes, 100.000 elementos, dimensién 128,

0,10% recuperado.

100.000 elementos, 128 dimensiones, recuperando 1.00% de la base de datos
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Figura 5.18: Comparacién con algoritmo basado en pivotes, 100.000, dimensién 128, 1,00% recupe-

rado.
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espacio en memoria que su contraparte basada en pivotes. La Tabla 5.1 muestra el tamano del
indice para distintas cantidades de pivotes y para el List of Clusters, utilizando la base de datos
de 10.000 elementos (el tamano del indice es independiente de la dimensién del espacio). El indice
del List of Clusters ocupa aproximadamente 5, 20 y 82 veces menos memoria que el indice con
16, 64 y 256 pivotes, respectivamente. Esto hace a la técnica probabilistica basada en particiones
compactas muy atractiva cuando la dimensién del espacio es alta, puesto que el rendimiento de esta
técnica nunca fue inferior al método probabilistico con 16 pivotes y el indice basado en particiones

compactas ocupa un quinto de la memoria en comparacion con el indice de 16 pivotes.

Indice Tamano (Mb)
16 pivotes 0,62 Mb
64 pivotes 2,45 Mb
256 pivotes 9,78 Mb
List of Clusters 0,12 Mb

Tabla 5.1: Tamanos de los indices para un espacio vectorial (10.000 elementos), utilizando distintas

estructuras de datos.

El algoritmo probabilistico basado en SAT no obtuvo un buen rendimiento con la biisqueda
incremental probabilistica, y en general ningin intento de utilizar esta estructura de datos con
algin método probabilistico tuvo éxito. Es por esto que el SAT fue descartado como indice de

prueba para el resto de los experimentos.

5.2 Experimentos en base de datos de documentos

En esta seccién se presentan los resultados obtenidos al aplicar las técnicas probabilisticas a una base
de datos de documentos. Los experimentos fueron realizados sobre el conjunto Wall Street Journal
1987-89 de la coleccién de referencia TREC-3 [19]. Del total de 25.960 documentos de la coleccién,
24.960 de ellos fueron ocupados como la base de datos y 1.000 de ellos, escogidos aleatoriamente,
fueron ocupados como objetos de consulta (note que los objetos de consulta no pertenecen a la base
de datos). La funcién de distancia utilizada es el dngulo entre los vectores representantes de los

documentos (vea la Seccién 2.2.2 para una completa descripcion de este espacio métrico).
En la Tabla 5.2 estdn senalados los radios utilizados en las consultas y el porcentaje de objetos
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de la base de datos que se recuperan, en promedio, en cada consulta.

Radio | N° documentos (promedio) | % base de datos
0,90 9 0,035%
0,95 12 0,048%
1,00 16 0,064%

Tabla 5.2: Porcentaje de documentos recuperados segiin radio de consulta.

Las técnicas probabilisticas fueron implementadas utilizando como indice el List of Clusters, con

un tamaifio de zona m = 10 (excepto en los casos donde se indique lo contrario).

Las Figuras 5.19, 5.20 y 5.21 muestran los resultados obtenidos con los distintos criterios de

ranking. Dos de ellos sobresalen por sobre el resto: beta dindmico y d(g, c).

El criterio de beta

dindmico recupera en promedio mas de un 99% de los objetos relevantes recorriendo aproximada-

mente un 17% de la base de datos, lo cual muestra lo exitosa que resulta ser la técnica probabilistica

en este espacio métrico en particular.

Distancias calculadas

24.960 documentos, recuperando el 0.035% de la base de datos
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Figura 5.19: Comparacién de criterios en espacio de documentos, 0,035% recuperado.

Las Figuras 5.22, 5.23 y 5.24 muestran cémo varia el rendimiento del criterio beta dindmico al

variar el tamano de zona entre m = 5 y m = 30. De los resultados se observa que para recuperar
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24.960 documentos, recuperando el 0.048% de la base de datos
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Figura 5.20: Comparacion de criterios en espacio de documentos, 0,048% recuperado.

24.960 documentos, recuperando el 0.064% de la base de datos
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Figura 5.21: Comparacién de criterios en espacio de documentos, 0,064% recuperado.
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una fraccién de los objetos relevantes mayor al 99,5% conviene utilizar un tamano m = 5, y que
para recuperar una fraccion de los objetos relevantes entre 99% y 99,5% conviene utilizar m = 10

objetos por zona.

24.960 documentos, beta dinamico, recuperando el 0.035% de la base de datos
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Figura 5.22: Comparacion del criterio beta dindmico con distintos tamanos de zona, 0,035% recu-

perado.

A medida que la fraccién de los objetos relevantes recuperados disminuye, se observa que con-
viene utilizar tamanos de zonas cada vez mas grandes. Esto se debe a que la complejidad interna
del algoritmo es menor al utilizar zonas con mas elementos, puesto que disminuye el nimero total
de zonas y por lo tanto se calculan menos distancias entre el objeto de consulta y los centros de
zona. Esto permite ahorrar algunos cdlculos de distancia al principio de la bisqueda, a costa de
aumentar la complejidad externa de la bisqueda para recuperar fracciones mayores de objetos re-
levantes. Las Figuras 5.25, 5.26 y 5.27 muestran un gréafico de la fraccién recuperada en funcién de
la cuota de trabajo, utilizando el criterio de beta dindmico, para los distintos radios de bisqueda.
Por ejemplo, para la Figura 5.27, si se desea recuperar aproximadamente un 94% de la fraccién de
objetos relevantes, el tamano éptimo de zona es de 40 objetos, recorriendo en promedio un 8,01%
de la base de datos. En cambio, si basta con recuperar poco méas del 80% de los objetos relevantes

en promedio, el tamano éptimo de zona es de 160 objetos, recorriendo un 4% de la base de datos.
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24.960 documentos, beta dinamico, recuperando el 0.048% de la base de datos
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Figura 5.23: Comparacién del criterio beta dindmico con distintos tamanos de zona, 0,048% recu-

perado.

24.960 documentos, beta dinamico, recuperando el 0.064% de la base de datos
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Figura 5.24: Comparacion del criterio beta dindmico con distintos tamanos de zona, 0,064% recu-

perado.
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24.960 documentos, recuperando el 0.035% de la base de datos
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Figura 5.25: Fraccion recuperada en funcion de la cuota de trabajo para distintos tamanos de zona,
0,035% recuperado.

24.960 documentos, recuperando el 0.048% de la base de datos
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Figura 5.26: Fraccién recuperada en funcién de la cuota de trabajo para distintos tamanos de zona,
0,048% recuperado.
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24.960 documentos, recuperando el 0.064% de la base de datos
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Figura 5.27: Fraccion recuperada en funcion de la cuota de trabajo para distintos tamanos de zona,
0,064% recuperado.

Las Figuras 5.28, 5.29 y 5.30 muestran una comparacién entre el criterio de ranking de zonas
beta dindmico y el método probabilistico basado en pivotes. Se observa que el mejor método de
pivotes es aquel que elige 64 pivotes aleatoriamente, pero es ampliamente superado por el criterio
beta dindmico. Es interesante notar que, a pesar de agregar mas pivotes al indice, éste disminuye
su rendimiento al utilizar 128 pivotes. Esto implica que el método basado en pivotes ni siquiera
puede superar a la técnica basada en particiones compactas utilizando mds memoria para el indice.

Ademds, se observa que es mejor usar pivotes aleatorios que “buenos” pivotes.

Las Figuras 5.31, 5.32 y 5.33 muestran los mismos resultados obtenidos en los graficos anteriores,
pero en esta ocasion se muestra la fraccién de objetos relevantes recuperada en funcién de la fraccion
de distancias calculadas con respecto al tamano de la base de datos. El grafico muestra que para
recuperar sobre el 80% de los objetos relevantes, en promedio, la técnica que realiza menos cédlculos
de distancia es utilizando el criterio de beta dindmico para ordenar las zonas del indice. Bajo el

80% de recuperacién conviene utilizar el método basado en pivotes.

Al igual que en el caso de espacios vectoriales, el espacio en memoria requerido para almacenar
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24.960 documentos, recuperando el 0.035% de la base de datos
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Figura 5.28: Comparacién de criterio beta dindmico con método basado en pivotes, 0,035% recu-

perado.

24.960 documentos, recuperando el 0.048% de la base de datos
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Figura 5.29: Comparacién de criterio beta dindmico con método basado en pivotes, 0,048% recu-

perado.
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24.960 documentos, recuperando el 0.064% de la base de datos
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Figura 5.30: Comparacién de criterio beta dindmico con método basado en pivotes, 0,064% recu-

perado.
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Figura 5.31: Fraccién de objetos recuperados en funcién de la fraccién de la base de datos recorrida,
0,035% recuperado.

71



24.960 documentos, recuperando el 0.048% de la base de datos
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Figura 5.32: Fraccion de objetos recuperados en funcion de la fraccion de la base de datos recorrida,

0,048% recuperado.

24.960 documentos, recuperando el 0.064% de la base de datos
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Figura 5.33: Fraccién de objetos recuperados en funcién de la fraccién de la base de datos recorrida,

0,064% recuperado.
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el indice del List of Clusters es mucho menor que el utilizado por los indices basados en pivotes. La
Tabla 5.3 muestra que el indice del List of Clusters ocupa aproximadamente 4, 16 y 31 veces menos

memoria que los indices con 16, 64 y 128 pivotes respectivamente.

Indice Tamano (Mb)
16 pivotes 1,52 Mb
64 pivotes 6,09 Mb
128 pivotes 12,19 Mb
List of Clusters (m = 10) 0,39 Mb

Tabla 5.3: Tamanos de los indices de la base de datos de documentos para distintas estructuras de

datos.

5.3 Ranking de zonas versus ranking de objetos

El criterio de ordenacién d(q, ¢) — cr(c) puede ser modificado levemente para aprovechar la informa-
cién provista por la estructura de datos del List of Clusters. Si por cada zona de elementos, ademas
de almacenar su radio cobertor, se almacenan las distancias del centro de la zona a cada objeto u;
perteneciente a ésta, se tiene que una mejor cota de la distancia entre q y u; es d(q, ¢) —d(c, u;). Por
ende, una variante al criterio original es utilizar d(q, ¢) — d(c, u;) para ordenar los objetos en la cola
de prioridad. En forma similar, una variante al criterio d(q,c) + cr(c) es utilizar d(q,c) + d(c, u;)
como criterio de ordenaciéon. Note que en estas variantes ya no se ordenan las zonas, sino que a cada
objeto del espacio métrico se le asigna su prioridad y luego se ordenan los objetos ascendemente

segun dicha prioridad.

Sin embargo, en la practica ambas variantes resultan menos efectivas que los criterios originales.
Las figuras 5.34, 5.35 y 5.36 muestran los resultados de experimentos realizados en la base de datos
de documentos, donde se comparan ambas variantes con los criterios originales y el criterio de
beta dindmico. Se observa de los resultados que ambas variantes tienen un peor rendimiento que
los criterios originales, excepto para el caso de la variante del criterio d(g,c) — cr(c), en donde se
observa una modesta mejora en un pequeno rango de la funcién (cerca del 98% de la fraccién del

resultado recuperado).
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24.960 documentos, recuperando el 0.048% de la base de datos
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Figura 5.34: Comparacion con variantes de criterios de ordenacién, 0,064% recuperado.

24.960 documentos, recuperando el 0.064% de la base de datos
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Figura 5.35: Comparacién con variantes de criterios de ordenacién, 0,064% recuperado.
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24.960 documentos, recuperando el 0.064% de la base de datos
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Figura 5.36: Comparacién con variantes de criterios de ordenacién, 0,064% recuperado.

5.4 Modelo de comparacién de criterios de ranking

Una ventaja adicional que poseen los métodos de ranking de zonas es que permiten realizar com-
paraciones entre los distintos criterios de ranking sin tener que repetir experimentos para distintas

cantidades de trabajo o distintos radios de bisqueda.

El modelo de comparacién propuesto es el siguiente: para un conjunto de k consultas dado, se
realiza cada consulta sin limite de trabajo, sino hasta recuperar toda la base de datos. Se almacenan
los objetos en el orden en que son comparados contra la consulta, junto con su distancia al objeto
de consulta. Es importante notar que, para un criterio de ranking y una consulta fija, el orden en

el cual se obtienen los objetos de la cola de prioridad es siempre el mismo.

Con la informacién obtenida, se genera una nube de puntos que se representa en un grafico
distancia a la consulta en funcion del ndmero de distancias calculadas. El rango del eje X va desde
0 hasta el total de elementos de la base de datos, y el eje Y tiene rango real positivo. Si el objeto u
se extrajo luego de realizar ¢ cdlculos de distancia, se agrega el punto (i,d(q,u)) a la nube. Esto se

hace para todos los puntos extraidos en todas las consultas, totalizando kn puntos. La figura 5.37
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muestra un ejemplo de una nube puntos.

d(q.u)

trabajo
Figura 5.37: Ejemplo de nube de puntos para un criterio dado.

Esta nube de puntos permite simular cualquier experimento que se pudiera realizar en el conjunto
de consulta procesado, en donde se varie la cantidad de trabajo permitida y/o el radio de bisqueda.
Por ejemplo, si se desea saber cuidntos objetos relevantes se hubieran recuperado en promedio con
un radio de bisqueda r y permitiendo ¢ clculos de distancia, basta con contar los puntos (z,y) de
la nube con z < t e y < r, dividiendo esa cantidad por el niimero total de consultas, k. Llamemos
A(t,r) a este valor. Dado que se conocen todas las distancias entre objetos y consultas, se puede
saber exactamente cuantos objetos caen dentro de la bola de consulta para un radio de biisqueda

fijo (A(c0,7)), con lo cual es facil calcular la fracciéon f de objetos relevantes recuperados para
A(tr)

cualquier cantidad de trabajo, f = (o)

El proceso se puede repetir para cualquier 7’ y ', lo cual permite obtener varios puntos de la
funcién de costo de un criterio especifico, fijando el radio de bisqueda y variando la cantidad de
trabajo permitida. La Figura 5.38 muestra los resultados obtenidos a través de los experimentos

realizados en la base de datos de documentos (los mismos de la seccién anterior), y la Figura

5.39 muestra los resultados obtenidos con el modelo de comparacién, usando 100 consultas (% vs.

;14(&?))' La diferencia entre ambos graficos es muy pequena.
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24.960 documentos, recuperando el 0.064% de la base de datos
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Figura 5.38: Fraccién de objetos recuperados en funcion de la fraccién de la base de datos recorrida

para los distintos criterios de ranking, 0,064% recuperado.
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Figura 5.39: Resultado utilizando el modelo de comparacién, 0,064% recuperado.
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La desventaja que tiene el uso de este modelo de comparacién es que requiere almacenar grandes
cantidades de informacién, puesto que cada consulta contribuye con una cantidad de datos propor-
cional al tamafio de la base de datos. Esto se puede evitar discretizando los valores de d(q,u) a s
segmentos y definiendo una matriz de tamano s x ¢, en donde se almacenaran acumuladores para
los valores discretizados de (i,d(q,u)). De esta forma, el costo total en espacio es de st, pero se

puede perder precisién al momento de calcular A(¢,r).
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Capitulo 6

Conclusiones

El objetivo de esta tesis fue desarrollar y proponer algoritmos probabilisticos para bisquedas en
proximidad basados en particiones compactas, dado que estas estructuras de datos son las mas
eficientes para implementar algoritmos exactos de bisqueda cuando la dimensién intrinseca del
espacio métrico es alta, y dado que los indices basados en particiones compactas tienen menores

requerimientos en memoria que los basados en el uso de pivotes.

Los principales resultados obtenidos en esta investigacion se pueden resumir en los siguientes

puntos:

e Se definié un algoritmo probabilistico de bisqueda en proximidad basado en la bisqueda
incremental de vecinos més cercanos [20], denominado bisqueda incremental probabilistica,
el cual tiene como pardmetro el nimero de cdlculos de distancia permitidos para realizar la

busqueda.

e Se definié un algoritmo probabilistico de bisqueda en proximidad denominado ranking de
zonas, el cual ordena las particiones compactas segin algin criterio, y luego realiza la blisqueda

en ese orden, fijAindose de antemano el nimero de cdlculos de distancia permitidos.

e Ambos algoritmos probabilisticos son del tipo Monte Carlo, esto es, no aseguran encontrar
todos los objetos relevantes, pero a medida que se permite realizar més trabajo (cdlculos de

distancia) la calidad de la respuesta mejora. Ademads, ambos algoritmos son 1-sesgados, puesto
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que nunca reportan como relevantes objetos que no lo sean. Estos algoritmos se basan en un
modelo de tiempo de acotado de biusqueda, pues se sabe a priori cuanto demorara la buisqueda,

dado que el niimero de calculos de distancia estd acotado antes de empezarla.

Para la técnica de ranking de zonas, se definieron distintos criterios de ordenamiento de zonas.
Se propuso como heuristica favorecer aquellas particiones compactas cercanas que posean una

mayor “densidad” de elementos, como por ejemplo en el criterio denominado beta dindmico.

Se realizaron experimentos en espacios vectoriales aleatorios de dimensién alta y en una base
de datos de documentos, implementando los algoritmos probabilisticos en los indices SAT [23]
y List of Clusters [13], comparando los resultados obtenidos con un algoritmo probabilistico

basado en pivotes [14].

Los resultados experimentales muestran que la técnica de ranking de zonas obtiene iguales
o mejores resultados que el algoritmo basado en pivotes, necesitando este tltimo mucha més

memoria para poder ser competitivo.

También se observa, de los resultados experimentales que la eficiencia del método probabilistico
depende del criterio utilizado para ordenar las zonas, y que para ciertos espacios métricos

puede que un criterio funcione bien pero para otros no.

Se propuso un modelo de comparacién de criterios de ranking de zonas, en donde es posible
simular bisquedas para cualquier radio y cuota de trabajo permitida para un conjunto de

consultas dado sin tener necesidad de realizar todos los experimentos por separado.

En general son cuatro las ventajas que tienen los algoritmos probabilisticos basados en particio-

nes compactas por sobre el algortimo probabilistico basado en pivotes. La primera ventaja se refiere

al tamano de los indices, dado que estructuras como el SAT o List of Clusters ocupan mucho menos

memoria que un indice basado en pivotes, incluso cuando la cantidad de éstos sea pequena (16, por

ejemplo). La segunda ventaja es que, tanto el método de biisqueda incremental probabilistica como

el ranking de zonas, pueden mejorar la calidad de la respuesta si se les permite una mayor cantidad

de trabajo, sin tener que realizar el cdlculo desde cero, lo cual no ocurre con el algoritmo basado

en pivotes, en donde antes de realizar la buisqueda se debe fijar el pardmetro f; si se desea mejorar

la calidad de la respuesta hay que modificar S8 y realizar la busqueda de nuevo. La tercera ventaja

es que con las técnicas basadas en particiones compactas se sabe exactamente cudnto demorard la

bisqueda, puesto que se fija de antemano el nimero de calculos de distancia permitidos, lo cual
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no sucede con el algoritmo basado en pivotes (en el peor caso, éste puede recorrer toda la base
de datos para responder una consulta). La dltima ventaja es que el algoritmo basado en pivotes
empeora su rendimiento méas rapido que el algoritmo basado en particiones compactas a medida

que la dimension del espacio aumenta.

La principal conclusién de este estudio es que es posible aplicar el enfoque de bisqueda en
espacios métricos a aplicaciones reales en donde antes no era posible, respondiéndose biisquedas en
proximidad en donde se pierden pocos objetos relevantes y se disminuye dramaticamente el tiempo

de bisqueda con respecto al algoritmo exacto.

Por ejemplo, una de las aplicaciones més directas de los espacios métricos en Recuperacion de
la Informacién es la busqueda de documentos relevantes a una cierta consulta [5], la cual puede
ser vista como un conjunto de términos o como un documento completo. Como se describe en la
Seccién 2.2.2, los documentos y las consultas son representados por vectores, donde cada término
es una coordenada cuyo valor es el peso del término en dicho documento. La distancia entre dos
documentos se define como el dngulo formado entre sus vectores representantes, por lo que dos

documentos que compartan términos importantes estaran cercanos bajo esa métrica.

A pesar que este enfoque es bastante directo, los espacios métricos no han sido utilizados para
implementar busquedas de documentos similares. Una razdn para esto es que el espacio métrico
resultante posee una dimensién intrinseca muy alta, por lo que todos los algoritmos exactos de
busqueda en proximidad practicamente realizan una buisqueda exhaustiva para responder consultas

por rango utiles, lo cual resulta ser impractico en aplicaciones reales.

Este es un caso en donde un algoritmo probabilistico puede ser de gran utilidad, dado que la
relacién de “relevancia” de un documento con respecto a otro conlleva un cierto grado de inexactitud
y permite un cierto grado de “aproximacién” en la respuesta, es decir, el recuperar la mayoria de

los documentos relevantes puede ser suficiente y aceptable.

Los resultados experimentales obtenidos muestran que, utilizando la técnica de ranking de zonas
implementada en un List of Clusters, es posible recuperar mas del 99% de los documentos relevan-
tes recorriendo s6lo un 17% de la base de datos, y que es posible recuperar mas del 94% de los
documentos relevantes recorriendo sélo un 8% de la base de datos. Con la técnica probabilistica

basada en particiones compactas es posible, por primera vez, presentar una solucién practica a este
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problema de Recuperacién de la Informacién utilizando el enfoque de espacios métricos.

Otro aspecto interesante es el poder contar con una herramienta como el modelo de comparacién
descrito en la Seccién 5.4. Hasta el momento, para comparar algoritmos de bisqueda en proximi-
dad era necesario repetir el experimento para distintos radios de buisqueda. El modelo descrito es
independiente del radio de bisqueda, lo que lo convierte en una poderosa herramienta para com-
parar criterios de ordenacion de zonas, o incluso para comparar el método probabilistico con otras

estructuras de datos utilizadas como indice.

Algunos puntos interesantes para abordar en futuras investigaciones son los siguientes:

e Utilizar otros esquemas de clustering para probar los criterios de ranking de zonas. Es razona-
ble conjeturar que si los puntos pertenecientes al espacio métrico forman clusters, es posible
que el método probabilistico obtenga mejores resultados utilizando técnicas de clustering méas

avanzadas.

e Investigar algoritmos aprozximados de bisqueda de vecinos méas cercanos en espacios métricos.
Por ejemplo, en el caso de la biisqueda del vecino mas cercano, desarrollar un algoritmo que
asegure que el objeto recuperado en la bisqueda se encuentre a lo mas a distancia 1 + € del

vecino mas cercano a la consulta, para algin parametro € > 0.

e Poder calcular analiticamente la probabilidad de éxito de los algoritmos propuestos. Los
resultados actuales se limitan a casos particulares de espacios métricos que satisfacen ciertas
propiedades [17], al caso de algoritmos de bisqueda de vecinos més cercanos [2, 33, 30] y al

caso particular de los espacios vectoriales [1].

Por 1ltimo, cabe destacar que parte de los resultados obtenidos en esta investigacién fueron
aceptados para su presentacion y publicacion en el 9th International Symposium on String Processing
and Information Retrieval (SPIRE’02) [9] (ver Apéndice A).
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Apéndice A

Articulo Publicado

A continuacién se presenta la publicacién desarrollada durante el presente trabajo de tesis. El
articulo titulado Probabilistic Proximity Searching Algorithms Based on Compact Partitions fue
aceptado en el 9th International Symposium on String Processing and Information Retrieval (SPI-
RE’02), y esta préximo a publicarse en las actas de dicha conferencia en el mes de Septiembre del
presente ano. Estas actas serdn publicadas por Springer en la serie Lectures Notes in Computer

Science.

En el articulo se presentan los principales resultados obtenidos durante esta investigacién.
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